DOLNOŚLĄSKIE MECZE MATEMATYCZNE
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EDYCJA X – ROK SZKOLNY 2010/11

SZKOŁY PONADGIMNAZJALNE – RUNDA PÓŁFINAŁOWA

MECZ I

1. Symbol [a] (czytaj „antje z a”) oznacza część całkowitą liczby a, czyli największą liczbę całkowitą nieprzekraczającą a. Oblicz sumę [log21] + [log22] + [log23] +...+ [log2256].

2. Czy liczba 20112010 – 220112009 + 20112008 jest podzielna przez 2010?

3. Długości boków trójkąta są trzema kolejnymi liczbami naturalnymi nie mniejszymi od 3. Wykaż, że wysokość opuszczona na bok o średniej długości dzieli go na odcinki, których różnica długości jest równa 4.

4. Ile jest funkcji liniowych f(x)=ax+b, takich że f(b) =2009a, gdzie a i b są całkowite?

5. Czy to prawda, że 
[image: image5.wmf]?

6. Udowodnij, że dwusieczna kąta C w trójkącie ABC jest też dwusieczną kąta OCH, gdzie O jest środkiem okręgu opisanego na tym trójkącie, a CH jest wysokością trójkąta.

7. Wyznacz resztę z dzielenia wielomianu W(x) = x2011–7x19+7x3–1 przez wielomian P(x) = x3–x.

8. Na czworokącie wypukłym KLMN, w którym KL=12, LM=6, KM=LN=
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, można opisać okrąg. Oblicz długości pozostałych boków tego czworokąta.

9. Znajdź wszystkie wartości parametru m, dla których równanie 
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 ma jeden pierwiastek.

10. W trójkącie prostokątnym iloczyn długości boków jest dwukrotnością iloczynu długości wysokości. Jaka jest miara najmniejszego kąta?
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MECZ II

1. Rozwiąż układ równań   
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2. Narysowano 20 prostych równoległych w jednym kierunku, 30 prostych równoległych w drugim kierunku i 40 prostych równoległych w trzecim kierunku. Ile co najwyżej równoległoboków jest w tej figurze?

3. Dodano sumę, dodatnią różnicę, iloczyn i iloraz dwóch liczb całkowitych dodatnich i otrzymano 450. Jakie to były liczby?

4. Wykaż, że jeśli liczba jest iloczynem trzech kolejnych liczb całkowitych, to jest także sumą trzech kolejnych liczb całkowitych.

5. Rozwiąż w liczbach rzeczywistych równanie [(3x–4)/3] = 3–x, gdzie [a] (czytaj „antje z a”) oznacza największą liczbę całkowitą nieprzekraczającą a.
6. Na bokach równoległoboku ABCD po zewnętrznej stronie budujemy kwadraty. Udowodnij, że środki tych kwadratów również tworzą kwadrat.

7. Cegła ma kształt prostopadłościanu, którego wszystkie krawędzie mają różne długości wyrażone całkowitymi liczbami centymetrów. Pole powierzchni całkowitej tej cegły wynosi 194 cm2. Jaka jest jej objętość?

8. Niech S oznacza środek okręgu wpisanego w trójkąt ABC, dla którego zachodzi |CA| + |AS| = |BC|. Znajdź stosunek miar kątów BAC i CBA.
9. Wśród 10 skrzyń wypełnionych monetami jedna zawiera tylko monety fałszywe, a w pozostałych skrzyniach monety są prawdziwe. W każdej skrzyni jest co najmniej 10 monet, ale dokładnie nie wiadomo ile. Moneta prawdziwa waży 20 g, a fałszywa 18 g. Czy za pomocą jednego ważenia na wadze szalkowej z kompletem odważników można wykryć skrzynię zawierającą fałszywe monety? Komplet odważników oznacza, że można nimi zrównoważyć dowolny ciężar wyrażony całkowitą liczbą gramów.

10. Niech E i F będą środkami boków odpowiednio AD i DC prostokąta ABCD, a G – punktem przecięcia odcinków AF i EC. Udowodnij, że kąty CGF i FBE są przystające.
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MECZ III

1. Panowie Aban, Baban i Caban pracują jako architekt, bankier i cybernetyk (niekoniecznie w tej kolejności). Najstarszy z nich zarabia najwięcej, pan Caban zarabia 75% tego co najstarszy, a bankier 2/3 tego co pan Caban. Razem zarabiają 18 000 zł i mają 108 lat. Stosunek wieku mężczyzn wynosi 2:3:4. Najmłodszy z nich nie jest architektem i nie zarabia najmniej, a pan Aban nie jest najstarszy. Jakie zawody wykonują i ile lat mają ci trzej panowie?

2. Znajdź wszystkie liczby całkowite a > b > c> d > e, takie że (5–a)(5–b)(5–c)(5–d)(5–e) = 20.
3. Pole trapezu równoramiennego opisanego na okręgu jest równe P. Kąt ostry trapezu ma 30°. Jaka jest długość ramienia trapezu?

4. W prostokątnym układzie współrzędnych zaznacz punkty, których współrzędne spełniają układ:
x3 – y3 = 7(x–y),
x3 + y3 = 5(x+y).
5. Wstążkę o długości 25 m, szerokości 7,5 cm i grubości 0,1 mm nawinięto na kartonową rurkę od papieru toaletowego. Po nawinięciu powstał wałek o średnicy przekroju poprzecznego 1 dm. Jaka była zewnętrzna średnica przekroju poprzecznego kartonowej rurki?

6. W turnieju bierek podwodnych rozgrywanych systemem „każdy z każdym” brały udział drużyny z miejscowości Wielkie Małopolskie i Małe Wielkopolskie. Wielkie wystawiło o 9 drużyn więcej. Zwycięzca otrzymywał 1 punkt, przegrany 0, a remisów nie było. Drużyny z Wielkiego otrzymały łącznie 9 razy więcej punktów niż wszystkie drużyny z Małego razem. Jaka minimalna liczba drużyn mogła brać udział w turnieju i jaka byłaby wtedy maksymalna możliwa liczba zwycięstw najlepszej drużyny z Małego Wielkopolskiego?
7. Znajdź wszystkie całkowite dodatnie  n, dla których n8+n4+1 jest liczbą pierwszą.
8. Znajdź funkcje f : R(R spełniające równanie f(x+y)–2f(xy)–3f(x)+(2x2-1)f(y) = 2x(xy–1)–5 dla wszystkich rzeczywistych x i y.
9. Wyznaczyć wszystkie trójki liczb rzeczywistych (a, b, c), takie że równanie (z jedną niewiadomą x) x3+abx2+bcx+ca = 0 ma trzy pierwiastki rzeczywiste: a, b, c.
10. Na okręgu c1 dane są różne punkty X i Y, które stanowią średnicę okręgu c2. Na dłuższym łuku XY okręgu c1 wybrano punkt P, a na okręgu c2 punkt Q, w taki sposób że czworokąt PYQX jest wypukły oraz PX || QY. Udowodnij, że miara kąta PYQ nie zależy od wyboru punktu P.
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