Rozdzial 1

Liczby rzeczywiste

VRV
§1. Aksjomatyczne wprowadzenie zbioru liczb rzeczywistych.

7 liczbami mamy do czynienia od wczesnego dziecinstwa. Juz male dziecko uczac sie
liczy¢ przedmioty, z ktérymi ma do czynienia, oswaja sie praktycznie z pojeciem liczby
calkowitej dodatniej (czyli naturalnej) - poczatkowo zazwyczaj w zakresie od 1 do 10 lub 20.
W pierwszych klasach szkoly podstawowe]j uczniowie opanowuja, umiejetnos¢ wykonywania
czterech dzialan (dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia) na liczbach naturalnych
dodajac do tego zbioru nowsg liczbe zero. Dowiaduja, sie¢ przy tym, ze nie jest wykonalne
dzielenie przez te liczbe. W dalszym ciggu nauki zbiér poznawanych liczb rozrasta sie.
Pojawiajg sie liczby catkowite ujemne, przydatne np. do zapisywania temperatury ponizej
zera. Naturalng konsekwencja wprowadzonego uprzednio dzielenia jest pojawienie sie liczb
bedacych utamkami (czyli wymiernych). Wreszcie przy omawianiu zagadnienia mierzenia
odcinkéw uczen dowiaduje sig, ze istnieja, odcinki ktorych dtugosé nie da sie wyrazic liczba,
wymierng - najbardziej znanym przykladem jest przekatna kwadratu o boku dlugosci 1.
Mierzenie takich odcinkéw prowadzi do pojecia liczby niewymiernej. Wszystkie poznane
w szkole podstawowej i sredniej liczby obejmujemy wspdlna, nazwa, liczb rzeczywistych.
Uczniowie maja wiele okazji wykonywania na tych liczbach rachunkéw, niekiedy skomp-
likowanych.

W szkolnym kursie matematyki Czytelnik spotkal sie z pojeciem funkcji. Przykladem
funkcji moze by¢ funkcja liniowa y = 2x + 5, funkcja wykladnicza y = 3%, wielomian
kwadratowy y = 2 + 2z — 1, funkcje trygonometryczne y = sinz, y = cosz i wiele
innych. Niektére z tych funkcji mozna latwo zilustrowaé przy pomocy wykresu. Tema-
tem niniejszego podrecznika beda wlasnosci takich wlagnie funkcji, w ktérych zmienna
niezalezna (argument) z oraz zmienna zalezna (warto$¢) y sa, liczbami rzeczywistymi.

W wykladzie matematycznym staramy sie zawsze dokladnie sprecyzowa¢ pojecia, kto-
rymi sie postugujemy. Tylko w ten sposéb mozemy uniknaé¢ bledéw i nieporozumien.
W naszym przypadku zaczniemy od precyzyjnego wprowadzenia zbioru liczb rzeczywistych.
Zastosujemy metode aksjomatycznag: wprowadzimy zbidér IR liczb rzeczywistych jako zbiér
nieznanych nam na razie elementéw, o ktérych zalozymy, ze spelniaja pewne warunki
zwane aksjomatami. Przez liczbe rzeczywistq bedziemy rozumieli element zbioru IR.
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1. Aksjomaty zbioru liczb rzeczywistych. Formutujac aksjomaty okreslajace zbior
liczb rzeczywistych IR bedziemy zaktadali, ze z, y, z oznaczajs dowolne elementy tego
zbioru. Aksjomaty te podzielimy na kilka klas.

Klasa I. W zbiorze IR okreslone jest dzialanie + (zwane dodawaniem), ktére kazdej parze
liczb x,y przyporzadkowuje doktadnie jedna liczbe  + y i ma nastepujace wlasnosci:

(la) = +y =1y + = (przemienno$¢ dodawania)

(2a) z+ (y+ 2z) = (z + y) + z (Yacznos¢ dodawania)

(3a) w zbiorze IR istnieje liczba 0 taka, ze © + 0 =z

(4a) dla dowolnej liczby =z € IR istnieje w zbiorze IR liczba przeciwna (oznaczamy
ja —z) speliajaca warunek

z+ (—z) = 0.

Klasa II. W zbiorze IR okreslone jest dzialanie - (zwane mnozeniem), kt/re kazdej parze
liczb z,y przyporzadkowuje dokladnie jedna liczbe z - y, przy czym spelnione sg warunki
(5a) z -y =y x (przemiennos¢ mnozenia)
(6a) z-(y-2) = (z-y)-2z (facznosé mnozenia)
(7a) w zbiorze IR istnieje liczba 1 (rézna od liczby 0) taka, ze 1 -z =z
(8a) dla dowolneJ liczby = # 0 istnieje w zbiorze IR liczba odwrotna (oznaczamy
ja #7!) speiajaca warunek

-zt =1.

Klasa III. Dzialania dodawania i mnozenia sa zwigzane regula,

(9a) z-(y+2) =x-y+ -z (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania).

Klasa 1V. W zbiorze IR okreslona jest relacja < speliajaca warunki

(10a) dla dowolnych z,y (z # y) zachodzi jeden ze zwiazkéw = < y (x mniejsze od y)
lub y < z (y mniejsze od x)

(11a) jezeli x <y, y < z to x < z (relacja < jest przechodnia)

(12a) jezeliz <ytox+z<y+=z

(13a) jezeli0 <z, 0 <y to 0 < z-y.

Klasa V
(14a) Aksjomat kresu (zwany réwniez aksjomatem ciaglodci) zostanie sformultowany
pOZnie;j.

Liczbe x + y nazywamy sumgq liczb x,y zas liczbe x - y iloczynem liczb x, y.

Aksjomaty klasy I méwia, ze zbidr IR jest grupa przemienna ze wzgledu na dzialanie
dodawania, za$ z aksjomatéw klasy I wynika ze zbiér IR \ {0} jest grups przemienna ze
wzgledu na dzialanie mnozenia. Aksjomaty klas I-IIT méwia, ze zbiér liczb rzeczywistych
stanowi cialo przemienne.



Jak Czytelnik napewno zauwazyl, w aksjomatach (1a) - (13a) sformulowane sa wias-
nodci dzialan dodawania i mnozenia oraz relacji < dobrze znane ze szkolnej praktyki ra-
chunkowej. Aby pozosta¢ w zgodzie z przyjetymi zwyczajami wprowadzimy w zbiorze IR
dzialanie odejmowania, przyjmujac £ —y = = + (—y) oraz oznaczymy 1 = % Uméwimy
sie ponadto, ze zamiast x < y mozemy réwniez pisa¢ y > .

Zapis z > y bedzie oznaczal alternatywe: albo x > y albo x = y. Podobnie zapis x < y
bedzie oznaczal, ze zachodzi jedna z mozliwosci: albo x < y albo z = y. Nieréwnos¢ z > y
wzglednie y < x nazywamy nierdwnosciq stabg a nieréwnos¢ r > y wzglednie z < y -
nierownosciq 0strq.

Bedziemy méwili, ze
x jest liczbg dodatniq, jezeli x > 0, = jest liczbag nieujemna, jezeli z > 0,
x jest liczbg ujemna, jezeli x < 0, x jest liczbg niedodatnia, jezeli x < 0.
O dwoch liczbach z,y bedziemy moéwili, ze
sq tego samego znaku, jezeli jest spelniony jeden z warunkéw

Iub

Bedziemy méwili, ze liczby te sa
roznych znakow, jezeli
z>0, y<0

lub vice versa.

Z aksjomatéw (la) - (13a) mozna wyprowadzi¢ dalsze wlasnosci dzialan na liczbach
rzeczywistych, do ktérych jesteSmy przyzwyczajeni w praktyce rachunkowej. Sprawdzimy
to na kilku przykiadach.

Wiasno$é 1. Liczba 0 okreslona w aksjomacie (3a) jest jedyna.

DOWOD. Przypusémy ze istnieja dwie takie liczby 0, 0’ wéwcezas 040" = 0 oraz 0'+0 = 0’
co na mocy (la) daje 0 =0". O

Wiasnosé 2. Do danej liczby x € IR istnieje tylko jedna liczba przeciwna.
DOWOD. Przypus$émy ze istnieja dwie liczby y, 3’ takie ze x +y = 0 oraz x + y' = 0.
Woéweczas korzystajac z (1a), (2a) i (3a) dostajemy
y=y+@+y)=@w+a)+y =@+y)+y =y.

g

Wiasnos$é 3. Jezeli z < y orazu < v to z +u < y + v (nieréwnosci mozna dodawaé
stronami).

DOWOD. Na mocy (12a) mamy z 4+ u < y +u oraz u + y < v + y co wobec (1a) i (11a)
daje teze. O



Wiasnosé 4. Nieréwnosé
(1) >y
jest rownowazna nierownosct
(2) rz—1y>0.
DOWOD. Nieréwnoéé (2) otrzymujemy z (1) dodajac do obu stron —y. Na odwrét (1)

dostajemy z (2) dodajac do obu stron y i korzystajac z lacznosci dodawania (aksjomat
(2a)). O

Wilasnosé 5. Jezeli

(3) >y
oraz
(4) z>0
to

r-z>Y-z

(nieréwnodci mozna mnozyé przez liczbe dodatniq).

DOWOD. Na mocy wlasnosci 4 nieréwnoéé (3) daje z — y > 0, stad wobec (13a) mamy
(x — y) - z > 0 czyli po wykorzystaniu (5a) i (9a)

rz-z—y-2>0

co wobec wlasnosci 4 daje teze. O

Wilasnosé 6. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x
(5) 0.z =0.
DOWOD. Na mocy aksjomatéw (7a),(9a), (1a), (3a)
0Ocz4+z=0-2+1-2=0+1)-z=1-2=zx
skad, dodajac obustronnie —z i korzystajac z lacznosci dodawania (aksjomat (2a)), dosta-

jemy
0-2+0=0,

co wobec aksjomatu (3a) daje (5). O



Wiasno$é 7. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x
(6) (1) -z = —=x.

DOWOD. Wystarczy sprawdzié, ze lewa strona réwnosci jest liczba przeciwna, do = (ktéra
na mocy wiasnosci 2 jest jedyna). Istotnie na mocy aksjomatéw (7a), (9a) i whasnosci 6

z+(-1)-z=1-2+(-1)-z2=[1+(-1)]-2=0-z=0.

Wlasnosé 8. Zachodzi nieréwnosé
(7) 1>0.

DOWOD. Przeprowadzimy go przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Przypusémy, ze
(7) nie zachodzi, wobec tego na mocy aksjomatéw (7a) i (10a) musi by¢

(8) 1<0.

Dodajac do obu stron —1 stwierdzamy, ze —1 jest liczba dodatnia, i wobec tego na mocy
wlasnosci 5 otrzymujemy z (8)
1-(-1) <0-(-1),

czyli wobec wlasnosci 6, 7 i aksjomatu (5a)
—-1<0

wbrew temu co udowodnilismy. O

W dalszym ciagu zapisujac iloczyn liczb bedziemy opuszczali znak -, jezeli nie bedzie to
prowadzito do nieporozumienia. Zgodnie z ta umowg bedziemy pisali

Qury = 2zy> ale 2-17-5=170.

2. Wartos$é bezwzgledna (modut) liczby rzeczywistej. Wartosé bezwzgledna |x|
liczby rzeczywistej = okreslamy nastepujaco

2] { z dlaz >0,
r =
—x dlaz <0.

7 definicji wynika, ze warto$¢ bezwzgledna jest zawsze nieujemna, przy czym
| — ] = |z|.

Obie te wlasnosci warto$ci bezwzglednej sa omawiane w szkolnym kursie matematyki.
Wynikaja one z podanych aksjomatéw zbioru liczb rzeczywistych. Proponujemy, by
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Czytelnik przeprowadzit ich dowdd opierajac sie na zadaniu 1. Latwo réwniez udowodnié
nastepujace wlasnosci rachunkowe wartosci bezwzgledne;j:

(9) z+y| < l|z|+ |yl;

(10) lzy| = |z|[yl;

(11) \x_1| = |a:|_1 dla z # 0;
(12) l|z] = Jyl| < |z —yl.

Dla dowodu wzoru (9) zalozmy najpierw, ze obie liczby z,y sa tego samego znaku -
wowczas taki sam znak ma ich suma. Jezeliz >0, y > 0to |z| =z, |y| =y, |[z+y| = z+y.
Jezeli zas ¢ <0, y <0 to |z| = —z, |y| = —vy, |z +y|=—(z+y). W obu przypadkach we
wzorze (9) mamy znak réwnosci. Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy liczby z,y sa
réznych znakoéw, niech na przyklad z < 0, y > 0. Prawa strona wzoru ma zatem postac
y — x. Po lewej stronie mamy = + y, gdy suma liczb z,y jest nieujemna lub —x — y, gdy
suma ta jest ujemna. Poniewaz (por. zadanie 1 g.), h.))

r+y<0+y<y—=x

oraz
—r—y<-z+0<y—=x

wzér (9) zachodzi i w tym przypadku.
Dow6d wzoréw (10), (11) pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Dla dowodu wzoru
(12) zauwazmy, ze wobec (9)

(13) 2] = [z —y) +yl < |z —yl+y|

oraz

(14) yl =ty —2) + 2| <y —=| + |[.

Wzér (12) wynika teraz z (13), gdy |z| > |y| oraz z (14), gdy |z| < |y|. O

3. Interpretacja geometryczna zbioru liczb rzeczywistych. Liczby rzeczywiste
mozna interpretowaé¢ geometrycznie jako punkty prostej. Na danej prostej L obierzmy
punkt Py. Dzieli on prosta, L na dwie pélproste, przy czym pdlprosta zlozong z punktéw
lezacych na prawo od Py nazwiemy pdlprosta dodatnia i oznaczymy jako L., zas pSlprosta
utworzona, przez punkty lezace na lewo od P, nazwiemy polprosta ujemna i oznaczymy
przez L_. Prosta L staje si¢ w ten sposob prostq zorientowanqg. Majac mozliwo$¢ mierzenia
dlugosci odcinkéw na prostej L oznaczmy przez |PQ| dlugosé odcinka o koricach P, Q € L.
Kazdemu punktowi P € L mozemy teraz przyporzadkowac liczbe rzeczywista x p okreslong
nastepujaco

|PoP|  gdy Pe Ly,
zp=4¢ 0 gdy P = Py,
—|PyP| gdy P € L_,



przy czym, jak tatwo sprawdzi¢ (proponujemy Czytelnikowi zrobienie rysunku)
1PQ| = |zp — 2q

dla dowolnych punktéw P, () prostej L.

W rozwazaniach naszych postuzyliSmy sie intuicyjnym pojeciem prostej do ktérego
przywykliémy podczas nauki geometrii w szkole. Mozna jednak przeprowadzié cale rozu-
mowanie bardziej rygorystycznie, wprowadzajac aksjomatycznie pojecie prostej geome-
trycznej i dtugoéci (miary) odcinkal, i udowadniajac nastepnie

Twierdzenie. Kazdej liczbie rzeczywistej x odpowiada doktadnie jeden punkt P € L taki,
Zerp =1x.

W szczegblnosci liczbie z = 1 odpowiada dokladnie jeden punkt Py taki, ze |PyPy| = 1.
Oznacza to, ze na prostej L mamy okreslong jednostke dlugoéci odcinka. Liczbe xp nazy-
wamy wspotrzedng punktu P, zad jedyny punkt Py o wspélrzednej 0 nazywamy poczgtkiem
uktadu wspdtrzednych. Prosta zorientowana, z wyréznionym poczatkiem uktadu wspétrzed-
nych i wprowadzona, jednostka, miary nazywamy osiq liczbowq.

W dalszym ciagu punkty osi liczbowej bedziemy utozsamiaé z ich wspélrzednymi. Poz-
woli to nadaé¢ sens geometryczny pojeciom i twierdzeniom analizy i uczynié¢ wiele rozu-
mowan bardziej przejrzystymi.

4. Przedzialy na osi liczbowej. Niech a,b € IR, a < b. Wprowadzimy oznaczenia

[a,b]={z €eR: a<z<b}
(a,b)={z€eR: a<z<b}
[a,0) ={z €eR: a<z<b}
(a,b)={z €eR: a <z <b}.

Zbiér [a, b] nazywamy przedziatem domknietym za$ (a,b) - przedziatem otwartym. Ge-
ometrycznie przedziat domkniety [a,b] stanowi odcinek wyznaczony przez punkty a, b wraz
z koficami, za$ przedzial otwarty (a,b) jest takimze odcinkiem ale bez koncéw. Bedziemy
réwniez rozwazac przedziaty niewtasciwe

(—oo,al={r€eR: z<a}

(—o00,a)={z€R: z<a}
[a,00) ={z€R: z>a}
(a,00)={z€R: z>a}

(—o0,0) = RR.

1Zainteresowanych odsytamy do ksigzki K. Borsuk i W. Szmielew, Podstawy geometrii,
rozdz. 1, Warszawa, 1975



Przedzial otwarty (a,b) (a,b € IR) bedziemy nazywali wnetrzem przedziatu [a, b] (wzglednie
[a,b), (a,b]). Przedzial (—oc, a) (wzglednie (a, 00)) bedziemy nazywali wnetrzem przedziatu
(—00,a] (wzglednie [a,00)). Wnetrzem przedziatu (—oo, oc) jest ten sam przedzial. Kazdy
punkt nalezacy do wnetrza przedzialu bedziemy nazywali punktem wewnetrznym tego
przedziatu.

5. Liczby naturalne. Liczby naturalne sa dobrze znane Czytelnikowi. Od nich male
dziecko zaczyna swoje "matematyczne przygody”, liczac posiadane przedmioty: cukierki,
lalki, samochodziki. Zobaczymy teraz, ze mozna pojecie liczby naturalnej wprowadzié¢ w
sposOb precyzyjny traktujac ja jako szczegdlny przypadek liczby rzeczywiste].

Zaczniemy od pozornie abstrakcyjnej definicji. Zbior D C IR nazywamy induktywnym,
jezeli spelia warunki

(i) 1 € D,

(ii) jezelia € D, to a+ 1 € D.

A oto przyklady zbioréw induktywnych:

D, ={-2,-1,0,1,2,3,...},
1.4 _7_10
Dy={-,1,-,2,-,3,—,4,... }.
:={3:hy2g3y }
Zbiorem liczb naturalnych IN nazwiemy taki podzbiér zbioru IR, ktéry zawarty jest w
kazdym zbiorze induktywnym (mozna to wyrazi¢ inaczej: zbiér IN jest najmniejszym
zbiorem induktywnym). Elementy zbioru IN bedziemy nazywali liczbami naturalnyms.

6. Zasada indukcji zupelnej. Z definicji zbioru IN wynika nastepujace twierdzenie
zwane zasadg indukcyi zupetney:

Twierdzenie 1. JezZeli zbior D liczb naturalnych jest induktywny, to D = IN.

Twierdzenie 1 daje wygodna metode dowodzenia twierdzen dotyczacych liczb naturalnych.
Przypusémy, ze mamy udowodni¢ twierdzenie sformulowane nastepujaco:
Dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe jest zdanie T(n).
Oznaczmy przez B zbiér liczb naturalnych, dla ktérych zdanie T'(n) jest prawdziwe. Mamy
udowodnié, ze B = IN. Wystarczy w tym celu okazaé, ze zbior B jest induktywny.
DOWOD (zwany dowodem indukcyjnym) sklada si¢ z dwdch czesei:

I. Pierwsza cze$é polega na sprawdzeniu ze prawdziwe jest zdanie T'(1) - wéwczas zbiér
B spelnia warunek (i).

I1. Druga cze$¢ ma charakter pomocniczego twierdzenia, ktéore formutujemy nastepujaco:
ZALOZENIE (zwane zaloZeniem indukcyjnym): Zdanie T (n) jest prawdziwe.
TEZA (zwana tezq indukcyjng): Prawdziwe jest zdanie T(n + 1).

Po przeprowadzeniu drugiej czeéci dowodu indukcyjnego stwierdzamy, ze zbiér B spelnia
warunek (ii). Wobec tego B = IN na mocy twierdzenia 1, co koniczy dowéd indukcyjny.

Podamy teraz przyklady dowodéw indukcyjnych.
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Twierdzenie. Wiszystkie liczby postaci 13™ —7 (gdzie n jest liczbg naturalng) sq podzielne
przez 6.

DOWOD. Zdanie T'(n) ma postaé
liczba 13™ — 7 jest podzielna przez 6.
I cze$C¢ powoDU. Liczba 13 — 7 = 6 spelia twierdzenie.

IT czeS¢ powoDU. Twierdzenie pomocnicze ma postaé
ZALOZENIE INDUKCYJNE: Liczba 13™ — 7 jest podzielna przez 6.

TEZA INDUKCYJNA: Liczba 1371 — 7 jest podzielna przez 6.
DOWOD TWIERDZENIA POMOCNICZEGO:
Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje liczba naturalna k taka, ze

13" -7 = 6k.

Stad mamy
13" = 6k +7,

a zatem

13"t —7 = 13- (6k+7) -7,

co po otworzeniu nawiasu i redukcji daje

13" —7 = 613k +7-12 = (13k + 14) - 6,

co konczy dowod. O

7. Nier6wnos$é Bernoulliego. Nier6wnoéé Bernoulliego? ma postaé

(15) (I+a)® > 1+na

dla n € IN, a > —1. Udowodnimy ja stosujac metode indukcji. Pierwszy krok dowodu
indukcyjnego polega na sprawdzeniu, ze nieréwnosé (15) zachodzi dla n = 1, co jest
bezposrednio widoczne. Aby przeprowadzi¢ drugs cze$¢ dowodu przyjmiemy (15) jako
zalozenie indukcyjne. Mnozac obie strony (15) przez liczbe nieujemna 1+ a dostajemy po
redukcji

(1+a)" > 1+ (n+1)a+ na®

skad wynika teza indukcyjna

(14+a)"™ > 1+ (n+1)a.

2Jakob Bernoulli (1654 - 1705), urodzony w Bazylei. Zajmowal sie rachunkiem rézniczkowym oraz
rachunkiem prawdopodobienistwa, wspolpracowal z G.W. Leibnizem. Od 1687 r. kierowal katedra matema-
tyki na uniwersytecie w Bazylei. Do rodziny Bernoullich nalezeli réwniez matematycy: brat Jakoba Johann
(1667 - 1748), Nikolaus (1687 - 1759) oraz synowie Johanna Nikolaus (1695 - 1726), Daniel (1700 -1782)
i Johann (1710 - 1790).
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Dow6d indukeyjny nieréwnosci (15) jest zakoriczony. O

8. Dwumian Newtona. Dla dowolnej liczby naturalnej n oznaczmy symbolem n!
(czytamy: n silnia) iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. Mamy zatem

nl =1-2---n

skad wynika natychmiast

(n+1)! = nl(n+1).

Roéwnos¢ ta pozostaje stuszna réwniez dla n = 0, jezeli uméwimy sie, ze

o = 1.

Dla naturalnych n, k spelniajacych warunek 0 < k < n okre$limy wspdtczynnik dwumiano-
wy

19 (0) = woer

ktéry po skroceniu moze by¢ zapisany w postaci

(17)

(Z) _ n(n—1)--l-€!(n—k+1)

Wspédlczynnik (Z) ma, prosta, interpretacje kombinatoryczna. Przypu$émy, ze ze zbioru
n-elementowego Z,, mamy wybra¢ podzbiér k-elementowy Ui. Na ile sposobéw mozemy
to zrobi¢? Przy wyborze pierwszego elementu mamy n mozliwosci, w zbiorze Z,, pozostaje
(n — 1) elementéw nie wybranych. Drugi element mozemy wybraé¢ zatem na (n — 1)
sposob6w, trzeci - na (n — 2) sposobéw, k-ty na n — (k — 1) sposob6w. Wobec tego mamy

nn—1)(n—-2)---(n—k+1)

mozliwosci wybrania ukladu k-elementowego Uy. Ilo$¢ réznych uktadéw Uy zawierajacych
te same elementy ale w réznej kolejnosci wynosi k! (jest to ilos¢ wszystkich mozliwych
permutacji zbioru k-elementowego). Wobec tego ze zbioru Z, mozemy wybraé

nn—1)(n-2)---(n—k+1)
k!

podzbioréw k-elementowych (podzbiory zawierajace te same elementy ale réznie upo-
rzadkowane uwazamy za identyczne). Poréwnujac ze wzorem (17) widzimy, ze ze zbioru
n-elementowego mozemy wybrac (Z) podzbioréow k-elementowych.

Wazng, wlasno$¢ wspétczynnikéw dwumianowych wyraza wzor
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) (620) + ) = ()

Aby go udowodnié¢ wystarczy skorzystaé z postaci (16) wspélczynnika dwumianowego
i wykona¢ dodawanie utamkéw, sprowadziwszy je uprzednio do wspdlnego mianownika.
Szczegoly rachunkowe pozostawiamy Czytelnikowi.

W dalszym ciagu dla oznaczenia sumy postaci a; + a2 + -+ + a, bedziemy uzywali
skréoconego zapisu

n
ar+az+--+a, = Zak'
k=1

Liczbe k nazywamy wskaznikiem sumacyjnym.
Wzér dwumianowy Newtona® ma postaé

n __ n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)" = a —I—(l)a b+(2)a b° + +<n_1)ab +(n)b

czyli w postaci skréconej

(19) (@a+b)" = an (Z)a”_kbk

k=0

(przyjmujemy, ze a® = b° = 1 dla dowolnych a,b). Udowodnimy go stosujac metode
indukcji.
Dla n = 1 prawa strona wzoru ma postac

(e (pmer

jest wiec rowna lewej. Aby przeprowadzi¢ druga czes¢ dowodu indukcyjnego przyjmiemy
(19) jako zalozenie indukcyjne. Teza indukcyjna, ktéra nalezy udowodni¢ w oparciu o
zalozenie indukcyjne ma postaé

n+1
@ty =% (’:) "
(20) =

r
r=1

3Sir Isaak Newton (1642 - 1727), matematyk i fizyk angielski, jeden z twércéw rachunku rézniczkowego
i catkowego. Z jego nazwiskiem zwigzane sa, trzy zasady dynamiki oraz prawo powszechnego ciagzenia.
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Mnozac obustronnie (19) przez (a + b) dostajemy

(a+b)"+1 = Z (Z) ank gk 4 Z (Z) an—kpkt1
k=0

k=0

co mozna inaczej zapisaé jako

b n+1 — n+1 n n—l—l—rbr
(a+b) a +; . )a

- n n+l—ryr n+1
£ (1 e
r=1

(w pierwszej sumie oznaczyliSmy wskaznik sumacyjny liters r za§ w drugiej sumie pod-
stawiliSmy r = k 4+ 1). Grupujac po prawej stronie wyrazy z tymi samymi potegami liczb
a,b i korzystajac z wlasnosci (18) wspétczynnikéw dwumianowych dostajemy z (21) teze
indukcyjng (20). Dowdd indukcyjny jest zakoriczony. O

(21)

Ze wspolczynnikéw dwumianowych mozna utozyé tréjkatng tablice (zwang trdjkatem
Pascala*) w ten sposéb, ze w n-tym wierszu (n > 1) wypisujemy kolejno wspétezynniki
wystepujace w rozwinieciu (a + b)"~! wedlug wzoru (19). Wyglada ona nastepujaco:

1

Regula budowania tréjkata Pascala jest prosta. W wierzchotku tréjkata wystepuje liczba
1, dalej mamy wiersz sktadajacy sie z dwoch jedynek. Kazdy nastepny wiersz zaczynamy
i koniczymy liczba, 1, za§ pozostale jego wyrazy obliczamy dodajac dwa sasiednie wyrazy
poprzedniego wiersza zgodnie z reguly (18). Zauwazmy, ze z definicji (16) mamy natych-
miast

& (1) = (2

skad wynika, ze w trdjkacie Pascala liczby jednakowo oddalone od koncéw wiersza sa
réwne.

9. Liczby calkowite, wymierne, niewymierne. Niech ¢ bedzie dowolna liczba,
naturalna. Liczbe b € IR nazywamy pierwiastkiem stopnia q z liczby rzeczywistej a, jezeli

b? = a. Zapisujemy
b= va

4Blaise Pascal (1623 - 1662), matematyk i filozof francuski, wspéttwérca rachunku prawdopodobieristwa.
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lub
b=+/a

gdy ¢ = 2. A oto przyktady:

V-8 =-2 bo  (—2)®=-8;
V625 =5 oraz Vv625=-5 bo  5'=(-5)*=625.
Jezeli obie liczby a, b sa dodatnie, to méwimy, ze b jest pierwiastkiem arytmetycznym
stopnia q z liczby a. W dalszym ciagu przez ¢/a, wzglednie \/a (gdzie a > 0) bedziemy
zawsza rozumieli pierwiastek arytmetyczny.

Moéwimy, ze liczba = € IR jest catkowita, jezeli albo x = 0 albo jedna z liczb x, —z jest
liczba, naturalng. Liczbami catkowitymi sa wiec na przyklad liczby

0, —6, V25, 8, v/—2T.

Zbior wszystkich liczb calkowitych oznaczamy przez Z.

Liczbg wymierng nazywamy kazda, liczbe rzeczywista, postaci p - é (co zapisujemy jako
utamek %), gdzie p € Z,q € IN. A oto przyklady liczb wymiernych:

1 /50 V121
-10, —, —\/ ==, V16, ——.
T’ 18 7

Zbiér wszystkich liczb wymiernych bedziemy oznaczaé przez Q.

Liczbe rzeczywista, ktéra nie jest wymierna, nazywamy liczbg niewymierng. Udowod-
nimy przez sprowadzenie do niedorzecznosci, ze /2 jest liczba niewymierna. Przypusémy
bowiem, ze

gdzie p, ¢ € IN przy czym prawa strona jest utamkiem nieskracalnym. Mnozac obustronnie
przez mianownik i podnoszac do kwadratu dostajemy

skad wynika, Ze prawa strona jest liczba parzysta. Wobec tego p jest liczba parzysta,®
zatem czynnik 2 wystepuje po lewej stronie conajmniej dwa razy, skad wynika ze réwniez

5Qpieramy sie tu na twierdzeniu o jednoznacznym rozkladzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze
(por. W.Narkiewicz, Teoria liczb, rozdz.1§1 Warszawa 1990).
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q jest liczba, parzysta. DoszliSmy wiec do sprzecznosci z zalozeniem, ze utamek P jest

nieskracalny.®

o Q0 ©
Zadania.

1. Opierajac sie na aksjomatach okreslajacych zbior IR udowodnié ze

a.) liczba 1 okreslona w aksjomacie (7a) jest jedyna,

b.) liczba odwrotna do danej liczby rzeczywistej  # 0 jest jedyna,

c.) 0> —1,

d) (-1)-(-1) =1,

e.) jezeliz,y,z € R, x >y oraz z < 0 to zz < yz (jest to requta mnozenia nieréwnosci
przez liczbe ujemna),

f)z?2 > 0dlazeR, z #0,

g.) jezeliz,y € R, x >y to —x < —y,

h.) jezeli x > 0, to —z < 0,

i.) jezeli z < 0, to —x > 0.

2. Opierajac si¢ na aksjomatach okreslajacych zbiér IR udowodnié, ze iloczyn liczb rzeczy-
wistych jest réwny zeru wtedy i tylko wtedy gdy co najmniej jeden z czynnikéw jest rowny

zeru.

3. Przyjmujac oznaczenia max(z1, . . ., Z,) = najwieksza z liczb z1, ..., Z,, min(zq, .. ., z,)
= najmniejsza z liczb 1, ..., z, sprawdzi¢ stusznos¢ wzoréw

1

max(z,y) = §(x+y+|$—yl),-
, 1

min(z,y) = §(x+y—|x—yl)-

4. Udowodni¢, ze nier6wnos¢
|z —al <e

jest rownowazna podwdjnej nieréwnosci
a—e<z<a+te.
Sformulowac¢ analogiczne twierdzenie dla nieréwnosci
|z —al <e.

6Niewymierno$¢ liczby v/2 mozna réwniez udowodnié opierajac sig na twierdzeniu z geometrii elemen-
tarnej méwiacym, ze bok i przekatnia kwadratu sg odcinkami niewspdlmiernymi. Blizsze szczegdly mozna
znalez¢é w ksiazce: J. Mioduszewski, Ciaglo$é, Warszawa 1996.
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Podac¢ interpretacje geometryczng na osi liczbowej obu tych nieréwnosci.

5. Dowiesé, ze |z +y| = |x —y| wtedy i tylko wtedy gdy zy = 0. Podaé interpretacje

geometryczna na osi liczbowe].

6. Dla jakich x spelnione sg nieréwnosci
lax +b| < ¢

1
ael+1
I

oraz
Poda¢ interpretacje geometryczng na osi liczbowej.

7. Dla dodatnich liczb rzeczywistych a, b wyrazenie

A:a-l—b
2

nazywamy ich Sredniq arytmetyczna, wyrazenie

G = Vab

- Sredniq geometryczng, zas wyrazenie

H =

S
_|_
=

-$redniq harmoniczng. Udowodnié, ze
a <H <G <A<bH

przy czym znak réwnosci zachodzi tylko wtedy gdy a = b.

8. Zalézmy, ze
a<b7 OéZOa ﬂzoa

a+ 8 =1.

Wyrazenie
w = aa + [Bb

nazywamy kombinacja wypuktq liczb a,b. Udowodnié, ze

(i) a <w < b,
(i) kazda liczba w € [a, b] daje sie przedstawi¢ jednoznacznie jako kombinacja wypukta

liczb a,b. Poda¢ interpretacje geometryczna na osi liczbowe].
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9. Zalézmy, ze w punkcie z; na osi liczbowej umieszczono mase m; (j = 1,...,n).
Woéwczas punkt

X:%ijxj (M:ij)
j=1 7=1

nazywamy srodkiem masy ukladu punktéw materialnych (z1,m1),..., (zn, my).

Sprawdzi¢, ze punkt w okreslony w zadaniu 8 jest srodkiem masy uktadu punktéw mate-
rialnych (a, @), (b, ).

10. Ktére z nastepujacych zbioréw sg induktywne

(a) A = {0,1,v2,2,V2+1,3,vV2+2,4,v/2+3,5,...},
(b) Ay = {-3,-2,0,2,3,4,5,...},
(¢) zbidér wszystkich liczb nieparzystych?

11. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza tozsamosci

1
(a) 142+---+n = @’
() 1+449+ 402 = n(n+1)(2n+1)
6 )

() 14+3+5+--+2n—1) = n’

12. Udowodnié tozsamosé

n
1 1 1
3 14 13 1 9
,;_lk = 4n + 2n + 4n

dla n € IN.

13. Kto$ "udowodnil” nastepujace twierdzenie:
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

T(n): 2n < 2n-—1.

A oto "dow6d” indukcyjny: Zalézmy, ze stuszna jest nier6wnosé T'(n). Dodajac 2 do obu
stron otrzymujemy

Tn+1): 2n+1) < 2(n+1)-—1.

Pokazaé¢ na przykladzie, ze twierdzenie jest falszywe. Na czym polega blad w dowodzie
indukcyjnym?



18

14. Udowodnié¢ metoda, indukcji, ze dla z # 1 i dowolnego n € IN zachodzi

1—gntt
l4z+2°+-+2" = ————

11—z
Jak mozna udowodni¢ ta réwnosé bez pomocy indukcji?

15. Udowodnié¢, ze dla dowolnego n € IN liczby postaci

sa, podzielne przez 3.

16. Opierajac sie na wilasnosciach liczb rzeczywistych wynikajacych z aksjomatéw okres-
lajacych zbiér IR udowodni¢ metoda indukcji, ze n > 1 dla dowolnego n € IN.

17. Korzystajac z trojkata Pascala napisa¢ rozwinigcie dwumianu
(i) (a+b)7 i) (z+y)M

Poréwnaé ze wzorem dwumianowym Newtona.

n k
<n
(k) =
19. Opierajac sie na wzorze dwumianowym Newtona udowodnié, ze

() -
(0)-()-en()-e

20. Ile réznych podzbioréw (wliczajac zbiér pusty) mozna wybraé ze zbioru n -elemento-
wego?

Wskazéwka. Wykorzystaé interpretacje kombinatoryczng wspéiczynnikéw dwumiano-
wych (punkt 8) oraz zadanie 19.

18. Udowodni¢, ze

dla0<k<n,nelN.

21. Wykazaé, ze dla a > 0 nieré6wno$¢ Bernoulliego wynika ze wzoru dwumianowego
Newtona.

22. Udowodni¢, ze nieréwnos$¢ Bernoulliego jest spelniona réwniez dla —2 < a < —1.
Pokazac¢ na przykladzie, ze nie jest ona na ogét prawdziwa dla a < —2.
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Wskazéwka. Zbadaé, w jakich przedziatach osi rzeczywistej leza, liczby b, = (1 + a)™ oraz
cn = 1+ na jezeli n > 2.

23. Udowodni¢ nastepujaca modyfikacje zasady indukcji zupelnej:
Niech D bedzie induktywnym zbiorem liczb rzeczywistych spelniajacym warunk:

(i) 0e D,
(i) Dc {0}UNN.

Wowczas D = {0} UNN.

Wskazoéwka. Rozwazy¢ zbiér Dy = D\ {0}.

24. Jeszcze jedna modyfikacja zasady indukcji zupelne;j:

Niech D bedzie zbiorem liczb naturalnych spelniajgcym warunk:
(i) istnieje liczba naturalna k taka, ze k € D,
(ii) jezelin € D, ton+1 € D.

Wéwczas {n € N :n >k} C D.

Wskazéwka. Dla dowodu rozwazy¢ zbidr

Dy={1,2,....k—1}UD.

25. Sprawdzi¢, dla jakich n € IN zachodzi nieréwnos¢

n! 1

nn 2

Wskazéwka. Sprawdzi¢ nieréwnosé dla n = 1,2, 3. Nastepnie zastosowa¢ zmodyfikowana
zasade indukcji zupelnej opierajac sie na zadaniu 24.

26. Udowodnié¢ tozsamosé
1 sin(n + 1)t
(22) §+cost+cos2t+---—|—cosnt:g
2 sin 3

(jakie wartosci ¢ nalezy wykluczyé?)
Wskazéwka. Zastosowaé metode indukcji, zaczynajac od n = 0 (por. zadanie 23).

27. Poda¢ i udowodnié¢ analogiczny do (22) wzér dla sumy
sint + sin 2t + - - - 4 sin nt.

28. Niech w bedzie liczba wymierna, (w # 0) i niech z bedzie liczba niewymierna. Wykazaé,
ze liczby w + x oraz wx sa niewymierne.
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29. Udowodnié nieré6wnosé

va-—+ —\/E<%<\/5—\/a—l

dla a > 1.

30. Niech
a1 = ag =1, Ap = Qp—1 +ap_2 dla n>2

(liczby a,, tworza, ciag Fibonacciego”). Udowodnié¢ metoda, indukcji, ze

1 [@+VB)r 1-VE)"
a”_% on - on

Wskazéwka. Zaczaé indukcje od n = 2 (por. zadanie 24).

"Leonardo z Pizy zwany czasami Fibonacci (ok. 1180 -1240), matematyk wloski, zajmowal si¢ arytme-
tyka, 1 algebra, oraz zastosowaniami algebry do geometrii, wprowadzit do Europy cyfry arabskie. Ciag {an }
zostal podany przez Fibonacciego w ksiazce ”Liber abbaci” (wyd. 1202 r.) jako rozwiazanie nastepujacego
zagadnienia. Para krélikéw daje raz w miesigcu przychéwek w postaci dwojga kréliczat (samca i samiczki),
przy czym nowonarodzone kroliki dajg przychéwek po uplywie dwéch miesiecy. Zakladamy, ze na poczatku
byta tylko jedna para krélikéw oraz ze kréliki nie umieraja. Wéwcezas an (n = 1,2,...) oznacza iloéé par

kroélikéw po n — 1 miesiacach.



