Rozdzial 11

Ciagi nieskonczone

§1. Definicja i podstawowe wlasnosci ciagow.

0 Q© 9

1. Ciag nieskoniczony jako funkcja. Niech X,Y bedg zbiorami liczb rzeczywistych.
Moéwimy, ze na zbiorze X jest okreslona funkcja f o wartosciach w zbiorze Y, jezeli kazdej
liczbie z € X zostala przyporzadkowana liczba y = f(x) € Y. Zapisujemy

f: X->Y.
Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje okredlona na zbiorze liczb naturalnych IN. Ciagi
bedziemy oznaczali literami a, b, c, . .. uzywajac przy tym zapisu

an = a(n).

Liczbe a,, bedziemy nazywali n-tym wyrazem ciggu za$ dla funkcji a : IN — IR bedziemy
uzywali oznaczenia {a,}. Ciag {a,} bedziemy niekiedy zapisywali w postaci

ai, az, ag, ....

Zapis ten uwidacznia kilka poczatkowych wyrazéw ciagu i bywa wygodny przy rozwazaniu
konkretnych przykladéw.

Niekiedy bedziemy rozwazali ciagi, ktérych n-ty wyraz jest okreslony nie dla wszystkich
n € IN a tylko dla n > k, gdzie k jest pewna ustalona liczba naturalng. Czytelnik z
latwoscia, zauwazy, ze wszystkie podane dalej definicje i twierdzenia stosuja, si¢ réwniez do
takich ciagéw. Dla przyktadu - zalézmy, ze w ciagu {b,} mamy

b1=b2=b3=0, bn;éO dla 77,24

i niech {a,} bedzie dowolnym ciagiem. Wéwczas iloraz an jest okreslony dla n > 4.
n

2. Granica ciagu. Liczbe rzeczywista, g nazywamy granicq ciggu {a,} jezeli do
dowolnego € > 0 mozna dobra¢ liczbe N € IR taka, ze dla n > N zachodzi nieréwnos¢

(1) |an - g‘ <e.
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Nier6wnos$é (1) bedziemy nazywali nierdwnosciq epsilonowa. Moze byé ona zapisana w
réwnowazny sposéb jako nier6wnosé¢ podwdjna

(2) g—e<a,<g+e

(por. zadanie 4 rozdz.I §1). Z nieréwnosci (2) wynika, ze po odrzuceniu skoriczonej
ilosci poczatkowych wyrazéw a, (n < N) wszystkie pozostale wyrazy ciagu {a,} leza
w przedziale (g — €, g + ). Méwimy, ze ciag {a,} jest zbiezny do granicy g, zapisujemy

lim a, =g
n—00

lub
Gy, — g.

Ciag majacy granice nazywamy ciggiem zbieznym.
Przyklad 1. Rozwazmy ciag staly
Gy = C.
Nier6wnoséé (1) jest spelniona dla dowolnego € > 0 i dowolnego n € IN jezeli przyjmiemy

g = c. Zatem
lim a, = c.

n—00
O
Przykitad 2. Niech
1
ap = —;
n
udowodnimy, ze
(3) lim a, =0.
n—oo
Nieréwnos¢ epsilonowa przybiera postacé
1
(4) — < €.

n

Aby znalezé liczbe N, o ktérej mowa w definicji, rozwiazemy nieréwnosé (4) wzgledem n.
Otrzymujemy

(5) n >

przy czym obie nieréwnosci (4), (5) sa réwnowazne. A zatem obierajac
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widzimy, ze dla n > N zachodzi (4) co koniczy dowéd réwnosci (3). O

Obierzmy w szczeg6lnosci

1 1 7
E1 = — = —
17700 %27 100

Odpowiednie wartosci liczby N wynosza,

1000
Ny =10, Ny =100, N3 = —~.

Widzimy wiec, ze zmniejszajac liczbe € (a wiec zawezajac przedziat P, = (9 — €,9 + ¢€))
musimy zwiekszy¢ ilo§¢ wyrazow ciagu, ktore nalezy odrzucié¢ tak, aby wszystkie pozostale
wyrazy spelnialy nieréwnosé epsilonows, czyli miescity sie w przedziale IP..

Przykilad 3. Niech

(6) an = (=1)"*,
a zatem ag,_1 = 1, ag, = —1 (n € IN). Ciag (6) mozna inaczej zapisa¢ w postaci
1,-1,1,-1,1

3 T Ly by T Ay Ly e

Okazemy, ze ciag ten nie posiada granicy. Dowdd przeprowadzimy przez sprowadzenie do
niedorzecznosci. Przypusémy, ze istnieje liczba g bedaca granica ciagu (6). Jezeli g < 1,

. =g . . .
to obierajac € = — widzimy, ze zaden wyraz as, 1 nie spelnia nieréwnosci (2), a wiec
g nie moze by¢ granica. Podobnie okazujemy, ze nie moze by¢ granicg zadna liczba g > 1.
O

Przyklad 4. Zakladajac
gl <1

udowodnimy, ze

lim ¢" = 0.

n—0o0
7Z zalozenia wynika, ze |q|~! > 1, wobec tego

g™t =1+a

gdzie a > 0. Nier6wno$¢ epsilonowa
" <e

moze by¢ zapisana w postaci rownowaznej jako

(7) Ll =
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7 nier6wnosci Bernoulliego mamy
(1+a)" > 1+ na,
zatem nieréwnos¢ (7) bedzie spetniona jezeli
(8) | +na > %

Rozwiazujac nieréwnosé (8) wzgledem n dostajemy

1—¢
n > .
ae
Wobec tego przyjmujac
1 —
N=-"F°
ae
widzimy, ze dla n > N zachodzi nieréwnos¢ (7), co kornczy dowdd. O

3. Ciag ograniczony. Ciag {a,} jest ograniczony, jezeli istnieja liczby p, P takie, ze
(9) p<an <P

dla dowolnego n € IN. Ciag jest wiec ograniczony wtedy i tylko wtedy gdy zbiér jego
wyrazéw jest ograniczony. Podana definicje mozna réwniez sformutowaé nastepujaco: ciag
{an} jest ograniczony, jezeli istnieje taka liczba M > 0, ze

(10) lan| < M

dla wszystkich n € IN. Dowdd réwnowaznosci obu sformulowan pozostawiamy Czytel-
nikowi.

Twierdzenie 1. Kazdy cigg zbieiny jest ograniczony.

DOWOD. Przyjmijmy ¢ = 1 w nieréwnosci (2), wéwczas istnieje liczba k € IN taka, ze
g—1<a, < g+1

dla n > k. Osznaczajac przez A najwieksza z liczb |aq|,...,|ax| mamy dla wszystkich
n €N

min(—A4,¢9g—-1) < a, <max(A, g+1)
czyli nier6wnosé (9). O

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 1 nie jest prawdziwe. Ciag podany w przyktadzie 3
jest ograniczony ale nie jest zbiezny.
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4. Dzialania na granicach.
Twierdzenie 2. Zaliimy, zZe

lim a, =a, lim b, =0b.
n—0o0 n—0o0

Wowcezas

(i) lim (ap +b,) =a+b (twierdzenie o granicy sumy),
n—o0

(ii) li_)m (an by) = ab  (twierdzenie o granicy iloczynu),
(iii)  lim (ca, + db,) = ca +db dla dowolnych c,d € R.
n—00

DOWOD. Niech ¢ bedzie dowolnie ustalong liczba, dodatnia. Wobec zalozonej zbieznosci

clagéw, po zastapieniu w definicji granicy liczby € przez §, mamy

€ €
(11) a—§<an<a+§

dla n > N; oraz
€ €

12 b——<b,<b+ =

(12) 5 <bn <b+3
dla n > Ny. Wobec tego dla n > N = max (N, N3) zachodza, obie nieréwnosci (11), (12).
Dodajac je stronami dostajemy

a+b—e<a,+b,<a+b+e
dlan > N, co daje (i). Aby udowodni¢ (ii) zauwazmy, ze
ap by, — ab = (a, — a)b, + a(b, —b)

a zatem

(13) |ap by — ab| < |ay, — al|bn| + |al|bn — b

dla wszystkich n € IN. Na mocy twierdzenia 1 ciag {b,} jest ograniczony, zatem
(14) |bn| < M

dla pewnego M > 0 i dla dowolnego n € IN. Z zalozenia zbieznosci ciagu {a,} wynika, ze
do liczby € mozna dobra¢ N7 tak, by

9
15 " — —
(15) an —al < 5=

dla n > N;. Podobnie, zakladajac a # 0, mozemy wobec zbieznosci ciagu {b,} dobraé do
liczby ¢ liczbe N5 tak, by

€
(16) |bn, — b| < o
dla n > Ny. Wykorzystujac (13), (14), (15), (16) otrzymujemy dla n > N = max(Ny, Na)
nierdwnos¢
|an, by, — abl < e.

Jezeli a = 0 to ta sama nieréwnos$é wynika z (13), (14), (15) dla n > Nj. Punkt (ii) jest
wiec udowodniony. Punkt (iii) otrzymujemy wykorzystujac kolejno punkty (i) , (ii) oraz
Przyktad 1. 0

Przyjmujac ¢ = 1, d = —1 w punkcie (iii) dostajemy
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Whniosek (twierdzenie o granicy réznicy). Jezeli

lim a, =a, lim b, =0
n—0o0 n—oo

to
lim (a, — bp) =a —b.
n—00
Twierdzenie 3 (o granicy ilorazu). Zatézmy, Ze
lim a, =a, lim b, =0+#0.
n—oo n—oo
Wéowczas
lim 2# =2
n—o0 by, b
DOWOD. Wystarczy udowodnié twierdzenie w przypadku gdy a, = a = 1 i zastosowaé

nastepnie punkt (ii) twierdzenia 2. Przyjmujac w definicji granicy ¢ = @ mamy

(17) b— ||<b <b+||

dla n > k, gdzie k jest pewnay, liczba naturalna. Z nlerownos’ci (17) wynika, ze dla takich
n mamy

o,
gdy b > 0 oraz
by < 2
"2
gdy b < 0. W obu przypadkach dla n > &
b
(18) 0< |2—| < |by)-

Zatem iloraz b jest okreslony dla takich n.
Obierzmy teraz dowolnie € > 0. Mamy dla dowolnego n > k

11 _b-b,
by bbb
czyli, z uwagi na (18)
2|b — by, |
19 — o<
(19) < 2
Z zalozenia zbieznosci ciagu {b,} ynlka, ze
b2
dla n > N, gdzie N jest pewna liczbg dobrana do . Nieréwnosci (19), (20) daja
b—by| <e
dla n > max(N, k), co konczy dowdd. O

Twierdzenie o granicy iloczynu mozna wzmocnic, jezeli jeden z czynnikéw jest zbiezny
do zera.
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Twierdzenie 4. Iloczyn ciaggu ograniczonego przez cigg zbiezny do zera jest zbieiny do
zera.

DOWOD. Zakladamy, ze ciag {a,} jest ograniczony oraz ze

(21) lim b, = 0.

n—00

7 zalozenia istnieje liczba M > 0 taka, ze
(22) lan| < M

dla wszystkich n € IN. Niech ¢ bedzie dowolnie ustalong liczba, dodatnia. Korzystajac

z (21) i zastepujac w definicji granicy € przez 1 mamy

€
2 n
(23) |b|<M

dla n > N, gdzie liczba N jest dobrana do €. Mnozac stronami (22) i (23) otrzymujemy
lan by| < e

dla n > N, co konczy dowdd. O
Przyklad 5. Wiemy, ze ciag {+} jest zbiezny do zera (por. Przyklad 2). Ponadto ciag
{cos(ng)} jest ograniczony, gdyz
\cos(n%)\ <1

dla dowolnego n € IN. Wobec tego

1 ™
li — —) = 0.
Jim - cos(n6)

5. Ciagi rozbiezne do nieskoriczonosci. Méwimy, ze ciag {a,} jest rozbieiny do
nieskonczonosci, jezeli do dowolnej liczby P mozna dobraé¢ liczbe N tak, by dla n > N
zachodzila nieréwnosc¢

(24) an > P.
Zapisujemy
lim a, = o
n—o0
lub
Ay — Q.

Podobnie, ciag {b,} jest rozbieiny do minus nieskoriczonoéci, jezeli do dowolnej liczby p
mozna dobra¢ liczbe N tak, by dla n > N zachodzila nieréwnosc

(25) b, <p.
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Zapisujemy
lim b, = —o0
n—00
lub
b, — —oc.

Jezeli ciag jest rozbiezny do oo lub —oo, to méwimy ze ma on granice niewtasciwg.
Przykiad 6.

a.) Ciag ,
a,=n"+1

jest rozbiezny do co. Aby to wykazaé, nalezy do dowolnie ustalonego P dobra¢ N tak, by
dla n > N zachodzila nieréwnosé¢ (24). Mamy
anp>n+1>P
o ile
n>P-—1.
Wystarczy wiec przyja¢ N = P — 1. O

b.) Ciag i
b, =2—+vn

jest rozbiezny do —oo, mamy bowiem
Vn>gq
o ile n > ¢?, za$ dla takich n zachodzi nieréwnosé
b, <2 —q.

Obierajac dowolnie p i przyjmujac ¢ = 2 — p widzimy, ze nieréwnosé¢ (25) jest spelmiona
jezeli n > N gdzie
N=(2-p?=

0

c.) WykazaliSmy, ze ciag rozwazany w Przykladzie 3 nie ma granicy, nie jest wiec zbiezny.
Latwo sprawdzi¢, ze nie ma on réwniez granicy niewlasciwej. Istotnie, przyjmujac P = 2
widzimy, ze zaden wyraz ciagu nie spelia warunku (24). Podobnie obierajac p = —2
widzimy, ze nier6wnosé¢ (25) nie jest spelniona dla zadnego n. O

6. Przyklady obliczania granic ciaggéw. Pokazemy na przykladach, w jaki sposéb
mozna zastosowaé twierdzenia o dzialaniach na granicach do obliczania granicy ciagu.

Przyklad 7. Niech
_3n?+5n+1
=5 — 5
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Ciag w liczniku
b, =3n? +5n+1

jest rozbiezny do oo, mamy bowiem dla dowolnie obranego P
b, >5n+1>P

o ile

Natomiast ciag w mianowniku

n=2-—n?

jest rozbiezny do —oo, gdyz dla dowolnie obranego p zachodzi
cp<2—-n<p

jezeli
n>N=2-—np.

Nie mozemy zatem stosowaé do ciagu {a,} twierdzenia o granicy ilorazu, gdyz ciagi w
liczniku i w mianowniku nie sg zbiezne. Mozemy jednak przeksztalci¢ utamek a,,, dzielac
licznik i mianownik przez n?, co daje

by,
(26) Ap = C—/
gdzie
) 1
b, =34+~ + —,
n
, 2
Cp = E -1
Mamy
1
lim — =0
n—oo N

(por. Przyklad 2), wobec tego

.1 .11
lim — = lim (—-—)=0
n—oo N, n—oo N N
na podstawie twierdzenia o granicy iloczynu. Do ciagéw {b],}, {c,,} mozemy zastosowac
twierdzenie 2 otrzymujac

lim b =3,

n
n—o0

lim c;l = —1.
n—oo
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Wobec tego do ciagu {a,} zapisanego w postaci (24) mozna zastosowaé twierdzenie 3, co
daje

lim a, = —3.
n—oo

Przyklad 8. Niech

ap =vVn+1—+vn-—1.

Do ciagu {a,} nie mozna zastosowaé twierdzenia o granicy réznicy, gdyz oba ciagi

ch=vVn+1, d,=+vn—-1

sg rozbiezne (dowdd, ze

lim ¢, = oc0 = lim d,

n—>00 n— 00
pozostawiamy Czytelnikowi). Przeksztalcimy wyrazenie a, mnozac je i dzielac przez
vn+ 1+ +/n — 1. Po wykorzystaniu wzoru skréconego mnozenia i redukcji otrzymujemy

2

(27) an:\/n—i-l-l—\/n—l-

Korzystajac z postaci (27) okazemy, ze

(28) lim a, = 0.

n—o0

Ustalajac dowolnie liczbe € > 0 musimy do niej dobra¢ N tak, aby dla n > N zachodzila
niero6wnoscé

(29) Ay < €

(poniewaz a, > 0, mozemy opusci¢ znak wartosci bezwzglednej). Nier6wnosé (29) jest
réwnowazna nieréwnosci

(30) \/n+1+\/n—1>§.

Poniewaz

Vn+1+vn—1>+/n,

nieréwno$é (30) jest spelmiona dla n > 4e~2. Zatem wystarczy przyjaé N = 4e72, co
koniczy dowéd stwierdzenia (28). O

Przykilad 9. Niech
bn + Cn
dp,

Ap =



gdzie
b, =2n% +1,
Cn = nsin(n%),
dp = 3n* + 1.
Proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie, ze

lim b, = lim d,, = co.
n—oo n—o0
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O ciagu {c,} udowodnimy, ze nie ma on w ogéle granicy, nawet niewlasciwej. Istotnie,

jego kilka poczatkowych wyrazéw ma postac

VRN R

—, 2 0 6, — 0,.
2 7 7 2 7 ) 2 7 2 7 )
Jak tatwo sprawdzi¢, dla dowolnego n € IN
Can =0, Cgnt2 =8N+ 2, cgny6 = —8n — 6.

Dowolnie obrana liczba g € IR nie moze byé granica, ciagu {c,}, gdyz przyjmujac ¢ = 2
widzimy, ze wyrazy csn2 nie speliaja nieréwnosci e-owej (2), o ile n > 3g. Ciag {c,, } nie
ma réwniez zadnej z dwéch granic niewlasciwych, gdyz nieréwnosé (24) dla P > 0 nie moze
by¢ spelniona przez wyrazy cs, 16, natomiast nieréwnosci (25) dla p < 0 nie moga, spetniaé
WYyTrazy cspi2. Poniewaz zaden z ciagéw {b,}, {cn}, {d,} nie jest zbiezny, do ciagu {a,}
nie mozna stosowaé twierdzen o dzialaniach na granicach. Mozemy jednak przeksztalci¢

wyrazenie a,, dzielac licznik i mianownik przez n?. Otrzymujemy

b +c
an — nd;]‘ n
gdzie
1
1
o, == sin(n%),
1
d, =3+ —
+ 2
Mamy

. r . !/
Jm b =2, lim d =3

oraz na mocy twierdzenia 4

lim ¢/, = 0.
n—00



44

Korzystajac z twierdzen o granicy sumy i granicy ilorazu dostajemy

lim a, = =
n—o0

Przykiad 10. Dana jest parabola o réwnaniu
y=az’> (a>0)
i na niej punkty M = (z,y) oraz M' = (—z,y). Oznaczmy przez P, P’ rzuty prostopadle
na of z-6w punktéw m, M’ odpowiednio. Znalezé pole (rys. 1)
a.) figury OPM ograniczonej tukiem paraboli oraz odcinkami OP i PM,
b.) figury M'OM ograniczonej tukiem paraboli i odcinkiem M M’.

A

[rys. 1]

a.) Dzielac odcinek OP na n réwnych czesci zbudujmy dwie figury R, i Q, zlozone z
prostokatow takie, ze
R, COPM C Q,

(na rysunku n = 4, figura R,, zakreskowana). Z rysunku widaé, ze réznica pdl figury @, i
R,, jest rowna polu najwiekszego prostokata, czyli

T
_.y’
n

zatem dazy do zera przy n — oo. Poniewaz
[Rn| < |OPM| < |@n
(pionowe kreski oznaczajg pole figury), wiec

(31) |IOPM| = lim |R,|= lim |Q,|
n—>00 n—o0



45

o ile jedna z tych granic istnieje. Obliczymy druga z nich. Pole j-tego prostokata o

podstawie j;lar, Lg] i wysokosci y; = a (Lx 2 7 =1,2,...,n) wynosi
n n J n

3
x z° 5

n n3?

zatem
z3 9
Qul=al5(1+4+ - +n?)
czyli (por. zadanie 10 b.) rozdz. I §1)

(n+1)2n+ 1).

3
axr

Po wykonaniu dzielenia
3

ax 1 1
Qul =20+ )2+

)

co po przejéciu do granicy daje zgodnie z (31)

axd xy

OPM| =

b.) Ze wzgledu na symetrie figury OPM i OP'M' maja réwne pola. Pole prostokata
P'PMM' wynosi 2zy, zatem

Ty 4
IM'OM| = 2(zy — ?) = 32y

Przy okazji zauwazmy, ze
2
IM'OM| = §|P'PMM'|.

Wynik ten byl znany Archimedesowi. g

7. Przechodzenie do granicy w nieré6wnosciach.

Twierdzenie 5. Jezeli
lim a, =a, lim b,=0

n—oo n—oo
oraz dla n > k (gdzie k jest pewng liczbg naturalng) zachodzi nieréwnosé
(32) ay < by,
to

(33) a < b.
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DOWOD. Przypusémy, ze zachodzi nieréwnosé przeciwna do (33)
b<a

i przyjmijmy w definicji granicy ¢ = i(a — b). 7 zalozenia zbieznosci obu ciagéw wynika

istnienie liczby N (dobranej do ¢) takiej, ze dla n > max(k, N) zachodza, nieréwnosci

bp <bt+e<a—c<ay

co przeczy nieréwnosci (32). O
Przykiad 11. Niech
1 1
Ay = ﬁ, bn = E
Dla n > 1 ciagi te spelniajg nieréwnosc
an < by
ale maja ta, sama, granice zero. U

Przyklad ten wskazuje, ze w twierdzeniu 5 nie mozna w nieréwnosciach (32), (33)
zastapi¢ znaku < przez <. Przy przejSciu granicznym z ostrych nierownos$ci otrzymuje
sie na ogot stabe.

Bardzo pozyteczne przy obliczaniu granic jest
Twierdzenie 6 (o trzech ciagach). Zaldimy, ze dla n > k (gdzie k jest pewnaq liczbg
naturalng) zachodzi nierdwno$é podwdjna

(34) an < by < cp

oraz ze
lim a, = lim ¢, =g.
n—oo n—oo

Wéwczas ciag {b,} jest zbiezny i zachodzi réwnosé

lim b, =g.

n—00

Twierdzenie to mozna zapisa¢ w postaci schematu

bTL S cn

e
g

Qp,

<IN

Strzalki pojedyncze oznaczaja zalozenia, strzatka podwéjna oznacza teze twierdzenia.
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DOWOD. Niech € bedzie dowolnie obrana, liczba dodatnia. Stosujac do ciagéw {a,},
{¢n} nieréwnosé (2) mamy
g—e<anp

dla n > N; oraz
cnp<g—+te

dla n > Ns, przy czym liczby Ny, Ny s3 dobrane do e. Wobec nieréwnosci (34) mamy
zatem dla n > max(k, Ny, N2)
g—e<b,<g+e

a to oznacza, ze

lim b, = g.

n— 00

Przyklad 12. Dla dowolnego n € IN zachodzi nieréwnos¢

1 1
(35) L<y/1+—<1+—.
n n

Opierajac sie na twierdzeniu o trzech ciagach wnioskujemy z (35), ze (por. przyklad 2)

X 1
lim y/14+ —=1.
n

n—00

Przykiad 13. Dla ¢ > 0 mamy

(36) lim {/a = 1.

n—00

Dla dowodu zalézmy, ze a > 1. Wéwczas réwniez /a > 1 a wiec
(37) Ya=1+d,

gdzie d,, > 0. Podnoszac obie strony do n-tej potegi i wykorzystujac nieréwnos¢ Bernoul-
liego (rozdz. 1 §2) otrzymujemy

a=(1+d,)" >1+nd,

skad wynika, ze

(38) 0<d, < l(a—l)

3

Do nieréwnosci (38) mozemy zastosowaé twierdzenie o trzech ciagach, ktére daje

lim d, =0

n—o0
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a stad wobec (37) wynika (36). Jezeli a < 1 to mamy

Vo= L
(39) ¢5—€@

gdzie b = % > 1. Poniewaz wiemy juz, ze

lim %:1,

n—0o0

réwnos¢ (36) dostajemy z (39) przez zastosowanie twierdzenia o granicy ilorazu.
Przykilad 14. Okazemy, ze

(40) lim {/n=1.

n—00

Podobnie jak w poprzednim przykladzie mamy {/n > 1, a zatem
Yn =1+ dy,

gdzie d,, > 0. Podnoszac obie strony do n-tej potegi dostajemy
n=(14d,)"

a stad, po rozwinieciu prawej strony wedlug wzoru dwumianowego Newtona

n> M1

2.
Wobec tego

2
n—1

(41) 0<d, <

Przy dowolnie obranym ¢ > 0 zachodzi nieréwnos¢

2
n—1

<eg

o ile
n>N=2"2+1.

Wobec tego

. 2
lim =0
n—00 n—1

i stosujac do nieréwnosci (41) twierdzenie o trzech ciagach dostajemy

lim d, =0

n—oo
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skad wynika (40). O
(VARVIRRV

8. Prosta rozszerzona IR, i definicja otoczeniowa granicy ciagu. Niech o € IR
bedzie ustalonym punktem osi liczbowej. Kazdy przedzial otwarty (a,b) zawierajacy xg
bedziemy nazywali otoczeniem punktu ro. W szczegdlnosci przedzial

Ue(zo) = (0 — €, 20 + €)

o Srodku w xo i dlugosci 2¢ nazwiemy otoczeniem epsilonowym punktu xo. Definicja
granicy ciagu podana na poczatku tego paragrafu moze by¢ sformulowana w jezyku ” ge-
ometrycznym” nastepujaco:

Liczba g jest granicq ciggu {a, }, jezeli do kazdego otoczenia epsilonowego U, (g) punktu
g mozna dobra¢ N w taki sposdb, by

an € Ue(g)

dlan > N.
Oczywiscie kazde otoczenie U(g) punktu g zawiera w sobie pewne otoczenie epsilonowe.
Wobec tego definicje granicy mozna sformutowa¢ w nastepujacy, rownowazny sposéb:
Liczba g jest granicq ciggu {a,}, jezeli do kazdego otoczenia U(g) mozna dobraé liczbe
N tak, by
an € U(g)

dlan > N.

Zalézmy teraz, ze o$ liczbowa IR zostala uzupelmiona dwoma elementami niewlasciwymi
oo oraz —oo. Rozszerzymy przy tym relacje < okre$lona w zbiorze liczb rzeczywistych
przyjmujac

—0 < xr <o

dla kazdego z € IR. Otrzymujemy w ten sposéb 0§ liczbowq rozszerzong (inaczej: prostq
rozszerzona) ktéra oznaczamy IR,. Zatem

Ro = {—o0} UR U {0}

(mozemy sobie wyobrazaé, ze " punkty” oo oraz —oo zostalty doczepione na obu ”kornicach”
prostej IR). Otoczeniem U(oo) punktu oo nazwiemy kazdy przedzial (P, o), podobnie
przez otoczenie U(—oo) punktu —oo bedziemy rozumieli kazdy przedziat (—oo, p). Podana,
poprzednio definicje granicy niewlasciwej mozemy teraz nastepujaco sformutowac:
Ciag {an} jest rozbiezny do oo, jezeli do kazdego otoczenia U(oo) mozna dobra¢ N tak,
by
an, € U(c0)

dlan > N.
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Ciag {b,} jest rozbiezny do —oo, jezeli do kazdego otoczenia U(—oc) mozna dobraé N
tak, by
bp, € U(—00)

dlan > N.

Korzystajac z pojecia osi liczbowej rozszerzonej mozemy teraz podac jednolita, definicje
granicy:
Ciag {an} C IR ma granice g € IRy (a wiec by¢ moze niewlasciwa), jezeli do kazdego
otoczenia U(g) mozna dobraé liczbe N tak, by

an € U(g)
dlan > N.

Zadania.

1. Udowodnié, 7e ciag nieskoriczony moze mieé conajwyzej jedna granice (wlasciwg lub
niewlasciwa,).
Wskazéwka. Zaprzeczajac teze i obierajac odpowiednio € w nieréwnosci (1) doj$é do
Sprzecznosci.

2. Znalez¢ liczbe N taka, ze dla n > N zachodzi nieréwnosé (1), jezeli

2 2
“ 9=, b) an = 3—2n’ g= 0

a.) Gn =g 3

przyjmujac
e=0,1; £=0,01; e=500"".

Napisaé pie¢ pierwszych wyrazéw kazdego z tych ciagéw.

3. Opierajac sie na definicji granicy ciagu udowodnié, ze

n—2 . 1 . —n?41 _
S b) IR sT T =
4. Zakladajac
lim a, = lim b, =g
n—oo n—oo
udowodni¢, ze ciag
al,bl,ag,bg, .. .,G,n,bn, e

(zwany przeplatankaq ciagéw {an} i {b,} ) jest réwniez zbiezny do granicy g.

5. Udowodnié, ze ciag
an:n4—2n2—3n+2
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jest rozbiezny do +o0.

6. Niech
an = (n*> —4n —5)"L.

Zbadac
a.) dla jakich n okreslony jest n-ty wyraz ciagu,
b.) dla jakich n zachodzi nieréwnosé
(42) an > 0.
Obliczy¢ granice ciagu {a,}. Czy nieré6wnosé¢ (42) zachowuje sie po przejsciu do granicy?

7. Udowodnié¢, ze nastepujace ciagi sa zbiezne do granicy g:

(=n"

a-) an:n+17 9207
(-D)"+n+3
b.) b, = , =1,
) n+2 g
¢) = (-1)"*2m2+5)"Y,  g=0,
1 2 n 1

Wskazoéwka. Przy badaniu ciagu {d,} wykorzysta¢ zadanie 10 rozdz. I §1.

8. Zakladajac, ze 0 < a < b okresdlimy ciagi

1
(i) a1 =a, a2 ="0, apy1 = E(an +an—1) dlan>1,
(ii) g1=20, g2="0, gnt1=+/9n - gn—1 dlan > 1,
2hy, + by
(lll) hi = a, hoy = b, hn_|_1 = m dlan > 1.

Udowodnié¢, ze kazdy z tych ciagéw jest ograniczony i poda¢ najmniejszy przedzial, w
ktérym leza jego wyrazy.
Wskazéwka. Skorzystaé z zadania 7 rozdz. I §1.

9. Zakladajac, ze
0<a<b,a>0,>0, a+8=1

okreslimy ciag {w, } nastepujaco

wy=a, wy=>ob,

Wpt1 = QWp_1 + Pw, dlan > 1.
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Udowodnié¢, ze ciag ten jest ograniczony i poda¢ najmniejszy przedzial w ktérym lezg jego
wyrazy poczawszy od n = 3.
Wskazowka. Skorzysta¢ z zadania 8 rozdz. I §1. Rozwazy¢ oddzielnie przypadek, gdy
jedna z liczb «, B jest zerem.

10. Udowodnié¢, ze

1
a.) lim —sin(nv2r) =0

n—oo N

b.) lim cos(n?®m)(vn+1—+/n) =0.
n—0o0
Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniu 4.

11. Niech

Unm = [cos(n!mz)]*™.

Udowodnié, ze

lim ( im apm) =
n—o00 Mm—>00

{ 1 dla z wymiernych,

0 dla x niewymiernych.

12. Znalez¢ granice ciagéw

an= TH5%, b= VT3,

o/ . nw
Cp, = 2+sm7.

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie o trzech ciggach i przyklad 13.

13. Okaza¢é, ze nastepujace ciagi nie maja granicy, nawet niewlasciwe;j:

1+ (=1)"
gy = 2ECED" 0y,
n
by = (—1)"n?, Cn = Sin %

14. Udowodni¢ twierdzenie:
Jezeli ciag {a,} jest rozbieiny do nieskoriczonosci,to

Czy twierdzenie odwrotne jest prawdziwe?
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15. Udowodnié, ze jezeli ciag {a,} jest rozbiezny do oo, to

o dla  ¢>0,
—o0 dla ¢<0.

lim (can) = {

n—>00

16. Zbada¢ zachowanie sie ciagu
anp = ¢

w zaleznosci od liczby ¢, zakladajac ze |q| > 1.

17. Znalezé granice

lim v/ a2?" 4 a4n.

n—0o0

Wskazéwka. Rozrézni¢ przypadki 0 < a < 1 oraz a > 1 i zastosowaé twierdzenie o trzech
ciagach oraz przyktad 13.

18. Niech
A =max(a,...,ap)

gdzie a; (j =1,...,p) sa liczbami dodatnimi. Udowodni¢, ze

lim /al +af +---+a? = A.
1 2 D
n—oo

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie o trzech ciagach i wykorzystaé przyklad 13.

19. Znalez¢ granice ciagu

an = Y1k +2F 4 ... 4k

gdzie k jest dana liczbg catkowita,
Wskazéwka. Rozrézni¢ przypadki k > 0,k < 0,k = 0. Wykorzysta¢ twierdzenie o trzech
ciagach i przykiad 14.

20. Znalez¢ granice ciagu

ap = V1+ 2¢n

gdzie
cn = (—1)".
Wskazéwka - jak w zadaniu 18.
21. Niech
Dn
Wy, = —
qn

bedzie utamkiem nieskracalnym (p, calkowite, g, naturalne). Zakladamy, ze ciag {w,}
jest zbiezny do liczby niewymiernej. Udowodni¢, ze

lim — =0.
n—o0 qn
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Wskazoéwka. 7 zaprzeczenia tezy wywnioskowaé, ze w ciagu {w,, } wystepuje nieskoriczenie
wiele wyrazéw jednakowych.

22. Udowodni¢, ze

dla n € IN.

23. Udowodnié, ze jezeli

lim a, = a,
Tn—>00

gdzie a jest liczba, dodatnia, to

lim /a, = va.

n—00

Wskazowka. Udowodnié najpierw, ze ciag {\/a,} jest dobrze okreslony dla dostatecznie
duzych n. Nastepnie odpowiednio przeksztalcié¢ i oszacowaé réznice /a,, — v/a.

24. Znalez¢ granice ciagow

an:\/ﬁ(vn—{_ _\/ﬁ)a

n n
bnzi c,n:

, —_.
vn2+n n2+1
Wskazéwka. Przeksztalci¢é odpowiednio wyrazenia a,,, b,, ¢, i zastosowaé zadanie 23.

25. Obliczy¢
1 1 1

lim + o),
n—>00(\/n2 +1 Vn2+2 Vvn? + n)

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie o trzech ciagach, wykorzystujac zadanie 24.

26. Obliczy¢ granice ciagu
an = \/n+ Vn —+/n.

Wskazowka. Po odpowiednim przeksztalceniu wyrazenia a,, wykorzystaé zadanie 23.
27.Znalez¢ granice ciagu
an = 10" (v/n +2 — /n)V10n.

Wskazéwka. Po odpowiednim przeksztalceniu wyrazenia a, wykorzysta¢ przyklad 13 i
zadanie 23.



28. Dla jakich wartosci parametru a ciag

na

o \?’/,nla,2 + potl f p2

Un

jest zbiezny? W przypadku zbieznosci podac¢ granice.
Wskazéwka. Niech

2 a+1 az)
373 73

(por. zadanie 3 rozdz. I §1). Zaczaé¢ od sporzadzenia wykresu funkcji

Aa) = ma,x(

y = A(a),

nastepnie oszacowac u, z gory i z dotu.
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