§2. Dalsze wlasnosci ciagow.
o © ©
1. Ciagi monotoniczne i ciagi ograniczone. Ciag {a,} nazywamy
rosnacym, jezeli a, > ar dlan > k;
scisle rosngcym, jezeli a,, > ar dla n > k;
malejgcym, jezeli a, < ax dla n > k;
scisle malejacym, jezeli a,, < ar dla n > k.

Ciagi (Scisle) rosnace i malejace obejmujemy wsp6lng nazwa, ciagdw ($cisle) monotonicz-
nych.

Ciag {a,} nazywamy
ograniczonym z gory, jezeli istnieje liczba P taka, ze

a, < P

dla kazdego n € IN;

ograniczonym z dotu, jezeli istnieje liczba p taka, ze
ap 2> P

dla kazdego n € IN.
Ciag jest ograniczony (por. §1) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z géry i z dotu.

Liczbe P nazywamy ograniczeniem gornym a liczbe p ograniczeniem dolnym ciagu {a,}.

2. Zstepujace ciagi przedzialéw. Niech {IP,} bedzie ciagiem przedzialéw na osi
liczbowej. Méwimy, ze ciag {IP,,} jest ciagiem zstepujagcym, jezeli dla dowolnego n € IN

]Pn-l-l c p,.
Oznaczajac przez a,, b, konce przedziatu IP,, (a,, < b,,) widzimy, ze ciag {a,} jest rosnacy,
za$ ciag {b,} jest malejacy.

Twierdzenie 1 (Ascoliego). ! Kazidy ciag zstepujacy przedziatéw domknietych ma
niepustq czesé wspolna.

DOWOD. Nalezy okazaé, ze istnieje punkt na osi liczbowej nalezacy do kazdego prze-
dzialu IP,,.

Zauwazmy najpierw, ze przy dowolnie ustalonym m € IN zachodzi dla kazdego n € IN
niero6wnoscé

(1) an < b
1Giulio Ascoli (1843 -1896), matematyk wloski.
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Mamy bowiem dla n > m

P, C Py,
a wiec
poniewaz ciag {b,} jest malejacy. Natomiast dla n = 1,2, ..., m zachodza nieréwnosci

ar <ag <---<ap < by
poniewaz ciag {a,} jest rosnacy.
Niech teraz
A={ap :n €N}

Z nieréwnosci (1) wynika, ze ciag {a,} jest ciagiem ograniczonym z géry (na przyktad
przez liczbe by). Wobec tego zbiér A jest ograniczony z goéry, zatem na mocy aksjomatu
kresu ma kres gérny

ro = sup A.

Zgodnie z definicja kresu gornego liczba x(y jest najmniejszym ograniczeniem goérnym
zbioru A, stad
a, < I

dla kazdego n € IN oraz, wobec (1)
o < bm

dla dowolnie obranego m € IN. Zatem dla dowolnego n € IN
ap < X < bn

Poniewaz 7z zalozenia IP,, jest przedzialem domknietym, ostatnia nieréwnos$¢ oznacza, ze
xg € IP,,. O

Uwaga. Twierdzenie 1 przestaje by¢ prawdziwe, jezeli opuécimy zalozenie ze przedzialy
IP,, sa domkniete. Niech bowiem

1
P, = (0’ E)
. 1 1 .
WOWCzas < —, a wigc
n+1 n
]Pn+1 C IPn

ale nie istnieje liczba = € IR spelniajaca nieréwnosé
1
O<zr< —
n

dla kazdego n € IN.

3. Ciagi wybrane, podciagi i twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Niech {a,}
bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych, za§ {ny} ciagiem liczb naturalnych roz-
bieznym do nieskoniczonosci przy k£ — oo. Wéwczas ciag
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(2) b = an, (k € IN)
nazywamy ciggiem wybranym z ciqgu {ay}.
Przyklad 1. Niech {n;} ma postaé
4,2, 8, 6, 12, 10, ...

czyli
{ 2k+2 gdy k=2r-1,
ne =
T l2k—2 edy k=2r
gdzie r € IN. Obierajac dowolnie liczbe P mamy
ng > P

dla k > 1P+ 1, zatem ny — oo przy k — oo i wobec tego ciag {by} okreslony wzorem (2)
jest ciagiem wybranym z ciagu {a,}. Ma on postaé

a4, a2, ag, g, G412, @10, - - -

(jak tatwo zauwazy¢, ciag {br} powstaje w nastepujacy sposéb: z ciagu {a,} wybieramy
tylko wyrazy o numerach parzystych, lgczymy je parami i przestawiamy kolejnos¢ w obrebie
kazdej pary). O

Twierdzenie 2. Jezeli

lim a, =g
n—00
gdzie
—00 S g S 0,

to kazdy ciag wybrany z ciagu {a,} ma tq sama granice g.

DOWOD. Zalézmy, ze g € IR, wéwczas do dowolnie obranej liczby € > 0 mozna dobraé
N tak, ze dla n > N zachodzi nier6wnos¢ epsilonowa

lan, — g| < e.

Poniewaz ny — o0, do liczby N mozna z kolei dobra¢ K tak, by dla £ > K zachodzila
nier6wnosc
ng > N.
Zatem
by —g| <e

dla k£ > K, przy czym liczba K zostala dobrana do ¢ - a to oznacza, ze

lim b = g.

n—00
Dowéd twierdzenia w przypadku granicy niewlasciwej g = oo lub g = —o0 pozostawiamy
Czytelnikowi. O

Udowodnimy teraz
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Lemat. Jezeli {ny} jest $cisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych, to
(3) Nng Z k

dla kazdego k € IN.

DOWOD przeprowadzimy metoda indukcji. Dla k = 1 nieréwnosé (3) jest oczywista.
Zakladajac, ze jest prawdziwa dla pewnego k, dostajemy

Ngy1 > N > k
czyli
ngy1 > k+1,
co konczy dowdd indukcyjny. O

Jezeli ciag {ng} jest $cisle rosnacy, to ciag (2) nazywamy podciggiem ciagu {a,}. Z
udowodnionego lematu wynika, ze podciag jest szczegélnym przypadkiem ciagu wybranego.
Jako wniosek z twierdzenia 2 dostajemy

Twierdzenie 3 (o podciagach). Jezeli

lim a, =g

n—00
gdzie
—00 < g < 00,
to kazdy podciag ciagu {a,} ma tq sama granice g. O

Przykilad 2. Rozwazmy ciag

Przyjmujac

dostajemy podciag ciagu {a,, } zlozony z jego wyrazéw o numerze parzystym. Ma on postaé

11 1

1
1’16’647""4]6’....
Przyjmujac natomiast
ng = 2k — 1
otrzymujemy podciag ciagu {a,} zlozony z jego wyrazéw o numerze nieparzystym

1 1 1 1
5 T» T3yt T gER I

Twierdzenie o podciagach daje wygodna metode dowodzenia, ze dany ciag nie ma gra-
nicy. Wystarczy w tym celu wybra¢ z niego dwa podciagi zbiezne do réznych granic.
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Przyklad 3. Wykazalismy, (por. Przyklad 3 §1) ze ciag
an = (—=1)"*+1

nie ma granicy. Udowodnimy to ponownie, opierajac si¢ na twierdzeniu 2. Mamy dla
n €N
agn—1=1, ag, =-1

zatem

lim aop—1 = 1,
n—00

lim as, = —1.
n—0o00

Z ciagu {a, } wybraliémy dwa podciagi (podciag wyrazéw nieparzystych i podciag wyrazéw
parzystych) zbiezne do réznych granic. Wobec tego ciag {a,} nie ma granicy, nawet
niewtasciwej. (Il

Przykiad 4. Niech dla n € IN
agn =M, agp—1 =1L

Ciag {a,} wyglada nastepujaco

1,1,1,2,1,3,1,4,1,. . ..
Podciag zlozony z wyrazéw parzystych jest rozbiezny do co, natomiast podciag wyrazéw
nieparzystych ma granice 1 jako ciag staly. Zatem ciag {a,} nie ma granicy. U

Przyklad 5. Rozwazmy ciag {a,} okreslony nastepujaco

1 1
azn—1=—1+ﬁy a2n:1_ﬁ

dla n € IN. Ciag ten jest ograniczony gdyz dla kazdego naturalnego n mamy
-1<a, <1.
Mozemy z niego wybra¢ dwa podciagi zbiezne, bowiem

lim Aop—1 — —]_,
n—00

lim as, =1

n—oo
(poniewaz granice te sa, rézne, ciag {a,} nie moze by¢ zbiezny). Podobnie ciag podany w
Przykladzie 3 jest ograniczony i mozna z niego wybraé¢ dwa podciagi zbiezne {as, 1} oraz

{agn}. D
Zaobserwowane w Przykladzie 5 fakty nie sa przypadkowe, zachodzi bowiem
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Twierdzenie 4 (Bolzano? -Weierstrassa)® 7 kazdego ciagu ograniczonego mozina
wybraé podcigg zbiezny.

DOWOD. Z zalozenia istnieja, liczby p, P takie, ze wszystkie wyrazy ciagu {a,} leza
w przedziale IPy = [p, P]. Jezeli podzielimy przedziat IPy na polowy, to przynajmniej jedna
z nich zawiera nieskoniczenie wiele wyrazéw ciagu. Niech IP; bedzie polows o tej wlasnosci
i niech ny oznacza najmniejsza, z liczb k takich, ze ax € IP;. Podzielmy nastepnie przedziat
IP; na polowy, przez P, oznaczmy te polowe, ktéra zawiera nieskoriczenie wiele wyrazow
ciagu i wybierzmy liczbe naturalng ne jako najmniejsza z liczb £ > n; takich, ze a € IPs.
Powtarzajac opisane postepowanie otrzymujemy ciag zstepujacy przedzialéw domknietych
{IPy} i ciag rosnacy liczb naturalnych {ny} takich, ze

(4) ay, € Py,

przy czym dlugos¢ przedziatu Py wynosi ;ik, gdzie a = P — p. Na mocy twierdzenia
Ascoliego istnieje liczba g taka, ze

(5) zo € Py

dla kazdego k € IN. Z warunkéw (4), (5) wynika nier6wnosé

(6) an, — w0l < 5.

Poniewaz (por. lemat w punkcie 3)
(7) 2k >k
wiec z (6), (7) wynika nieréwnosé e-owa

lan, — ol <€

dla k > N = g. Zatem
€

lim a,, = o,
k—o0

co konczy dowdd. O

4. Twierdzenie o ciagu monotonicznym. Opierajac si¢ na twierdzeniu Bolzano-
Weierstrassa udowodnimy

2Bernard Bolzano (1781 - 1848), urodzony w Pradze, w 1804 r. zostal profesorem matematyki i nauczy-
cielem religii na Uniwersytecie Karola w Pradze. Wladze austriackie usunely go z katedry z przyczyn
Swiatopogladowych, zabraniajac jednoczesnie publikowania jego prac. Czes$¢ tych prac wydano dopiero
w XX wieku. Zajmowal si¢ analiza, matematyczna i logika. Byl prekursorem wielu twierdzen analizy
matematycznej, odkrywanych pézniej przez innych matematykéw.

3Karol Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897), urodzony w Ostenfeld (Westfalia). Po nieudanych
studiach prawniczych rozpoczat w 1839 r. studia matematyczne w Akademii w Miinster, po ich ukorniczeniu
pracowal jako nauczyciel gimnazjalny. Réwnoczesnie zajmowal sie matematyka, co doprowadzilo go do
uzyskania stopnia doktora w 1854 r. W latach 1856 - 1890 byl profesorem na Uniwersytecie Przemyslowym
w Berlinie, w 1856 r. zostal czlonkiem Berliriskiej Akademii Nauk. Zajmowal sie teorig funkcji zmiennej
rzeczywistej 1 zmiennej zespolonej oraz teorig szeregéw nieskonczonych. Jego wyklady przyciagaty licznych
stuchaczy i czesto zawieraly nigdy pézniej nie publikowane przez niego nowe wyniki.
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Twierdzenie 5. Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

DOWOD. Niech {a,} bedzie ciagiem spemiajacym zalozenia twierdzenia. Dla ustalenia
uwagi zal6zmy, ze jest on rosnacy (dla ciagu malejacego dowdd oparty jest na takim samym
rozumowaniu). Na mocy twierdzenia 3 istnieje podciag {an, } zbiezny do pewnej granicy
g € IR. Wobec tego przy dowolnie ustalonym e > 0 istnieje liczba naturalna [ taka, ze dla
k > [ zachodzi nieréwnosé

(8) g—€e<ay, <g-+e.
Poniewaz ny > k (por. lemat w punkcie 3), wiec

Oy, 2> Ak
zatem z nieréwnosci (8) wynika, ze
(9) ar < g—+e
dla k > [. Oprécz tego dla k > n; mamy

ak > an,
a wiec na mocy (8)
(10) g—¢<ag.
Obie nieréwnosci (9), (10) zachodza dla

k > max(l,n;) = ny,

a to oznacza, ze

lim ar = g.
k—o0

O

5. Liczba e. Twierdzenie 4 daje metode dowodzenia zbieznosci ciggu. Zastosujemy ja
do ciagu

1
n=(1+-)"
dn = (1+ )

(i) Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona dostajemy dla dowolnego n € IN

(1) w=> (1)

k=0
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oraz

41\ 1
I =2 ( K )m
(12) 2

“ n+1> 1
> — .
S ("0
Okazemy, ze
(13) dpy1 > dy.

Wobec (11), (12) wystarczy w tym celu okazaé, ze nieréwnosé

a0 (e = ()

zachodzi dla 0 < k£ < n. Dla k = 0,1 obie strony nieréwnosci (14) sa réwne 1. Dla

2 < k < n mamy
(n) 1 1nm-1)--(n-k+1)
k

nk k! nk ’

czyli po wykonaniu dzielenia

(15) (1) = ma-pa-Dea-E25,

nk

natomiast po podobnym przeksztalceniu

n+1 1 1 1 2 k-1
16 —— = —(1- 1- - (1= .
(16) ( k )(n—i—l)k k!( n—l—l)( n+1) ( n+1)
Poniewaz dla j =1,2,...,k — 1 mamy
1-L <1
n n+1

wiec z (15), (16) wynika (14). Udowodniona nier6wnosé¢ (13) oznacza, ze ciag {d,} jest
TOSNGCY.

(ii) Aby udowodnié, ze ciag {d,} jest ograniczony wystarczy okazaé, ze jest on ogra-
niczony z géry (ograniczeniem dolnym jest pierwszy wyraz ciagu d;). Oprzemy si¢ na
znanym z kursu szkolnego wzorze
1—qg"

17 1 gt =
(17) +q+-+g -

(g #1),
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ktéry sprawdzamy latwo mnozac obie strony przez mianownik. Zgodnie z (11), (15) mamy
“ 1 1
dn<2+4) <1+ 5
k=2 k=1
gdyz

k! > ok—1

dla k£ > 2. Wobec tego stosujac réwnosé (17) dla g = % otrzymujemy
d’rL S 37

co koniczy punkt (ii).
OkazaliSmy, ze ciag {d,} jest rosnacy i ograniczony. Na podstawie twierdzenia 5 jest on
zbiezny, jego granice oznaczamy przez e. Przyjmujemy wiec jako definicje liczby e réwnosé

(18) e= lim (1 + %)".

n—00

7 nieréwnosci

dostajemy po przejsciu do granicy
2<e<3.

Mozna udowodni¢, ze liczba e jest niewymierna. Podamy bez dowodu, ze

2,71 < e < 2,72.

Przykiad 6. Udowodnimy, ze

. 1 1
(19) nll)nolo(l - E)" ==
Mamy . , ,
n—
(=== —,
gdzie .
n = (n — 1)n
1 1
:(L+gtiw—%r+n_1)

Réwnosé (19) otrzymujemy stosujac twierdzenia o dzialaniach na granicach i korzystajac
z (18). O
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6. Warunek Cauchy’ego. Ciag {a,} spehmia warunek Cauchy’ego* jezeli do dowol-
nego € > 0 mozna dobra¢ liczbe N tak, by dla n, kK > N zachodzila nieréwnosé

lan, — ag| < €.

Przyklad 7. Majac dane dwie rézne liczby rzeczywiste a, b okreslimy ciag {u,} naste-
pujaco:

(20) 1
Up41 = Q(Un—l + Un) dla n > 2.

Aby okazaé, ze ciag ten spelia warunek Cauchy’ego zaczniemy od oszacowania réznicy
dwdch sasiednich wyrazow. Mamy

(21) lug —u1| = |b—al.

Udowodnimy metoda, indukcji, ze

(22) [Up g1 — Un| = oo

Dla n =1 réwnosé (22) ma postaé¢ (21). Zastepujac w (21) liczbe n przez n + 1 mamy

1
Un+2 — Uny1| = |§(un+1 + Up) — Unt1| =

1
= §|un+1 - un|a

a stad przyjmujac (22) jako zalozenie indukcyjne dostajemy teze indukcyjna w postaci

b—aj
|un+2 - un+1| = on .

Réwnosé (22) jest zatem prawdziwa dla wszystkich n € IN.
Aby oszacowaé réznice dwdéch dowolnych wyrazéw ciagu przyjmiemy k = n+p, wéwczas

|t — Un+p| <

< un = Un1] + [tngr — Unio| + -+ + [Ungp—1 — Unp

4 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), wybitny matematyk francuski. Po ukoriczeniu w 1810 r. szkoty
inzynieryjnej (Ecole Polytechnique) prowadzil samodzielnie badania matematyczne, zostajac w 1815 r.
profesorem matematyki w Ecole Polytechnique. W 1830 r. ze wzgledéw politycznych opuscil Francje,
wykladajac nastepnie w Turynie a pézniej w Pradze, po powrocie w 1838 r. do Paryza wykladat na
Sorbonie. Pozostawil okoto 500 prac z zakresu matematyki, mechaniki i atronomii.
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skad na mocy (22)
< |b—al 1 1
U — Unp| < gn—1 1+ 9 teee op—1

).
Stosujac do prawej strony wzér (17) otrzymujemy

b — al

(23) |t — Unp| < on—2

Poniewaz 2”72 > n — 2 > 0 dla n > 3, wiec przyjmujac

b~ al
€

N = + 2

dostajemy z (23)
U — Untp| <€

dla n > N i dowolnego p € IN. Wracajac do oznaczenia n + p = k widzimy, ze
[un, — ug| < e

dla n,k > N. Zatem ciag {u,} spelia warunek Cauchy’ego. O

Twierdzenie 6 (Cauchy’ego). Cigg {a,} jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia
warunek Cauchy’ego.

pOwOD. Udowodnimy najpierw, ze warunek Cauchy’ego jest warunkiem koniecznym
zbieznodci ciggu. Zakladajac, ze
lim a, =g
n—oo
i obierajac dowolnie € > 0 mamy dla n,k > N

& &
|an_g|<§a |ak_g|<§

a stad
|an_a'k:| < |an_g|+|g_ak| <Ee.

Aby udowodnié¢ dostateczno$é warunku Cauchy’ego zalézmy, ze jest on speliony dla ciagu
{an} i przyjmijmy € = 1. Na mocy zalozenia istnieje liczba N7 taka, ze

(24) lap, —ag| < 1
dla n, k > N;. Ustalajac k = k1 mozemy nieréwnosé¢ (24) zapisaé¢ w postaci
—1+4+ak <ap <14 ag,.

Przyjmujac

=A
max [
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mamy zatem dla wszystkich n € IN
min(—1+ ag,, —A4) < a,, < max(1 + ag,, A)

a to oznacza, ze ciag {a,} jest ograniczony. Wobec tego opierajac sie na twierdzeniu
Bolzano-Weierstrassa mozemy z ciagu {a,} wybraé¢ podciag zbiezny {a,, }. Niech

(25) lim a,, =g.

k— o0

Opierajac sie na warunku Cauchy‘ego udowodnimy, ze g jest granicg ciagu {a,}. Mamy
an — g| < |an — an, | + |an, — g|-

Niech e bedzie dowolnie obrana, liczba, dodatnia. Wobec (25) istnieje liczba N» taka, ze dla
k> N,

3

(26) an, — 91 < 5

natomiast z warunku Cauchy‘ego wynika istnienie liczby N3 takiej, ze dla ng,n > N3
zachodzi nieréwnos¢

€
(27) lan — an, | < 7"

Poniewaz ny > k (por. lemat w punkcie 3), wiec dla n,k > N = max (NN, N3) zachodzg
obie nieréwnosci (26), (27) a z nich wynika

|an - g| <é
dla n > N. OkazaliSmy zatem, ze

lim a, =g.

n—>00

g

Przy pomocy dos¢ prostych rachunkéw wykazalismy, ze ciag rozwazany w przykladzie 7
spelnia warunek Cauchy’ego - zatem zgodnie z twierdzeniem 6 jest to ciag zbiezny. Mamy
wiec dowdd istnienia granicy ciagu {u,}, ale nie znamy jej wartosci liczbowej. Obliczenie
tej ostatniej wymaga nieco dluzszego rozumowania (por. zadanie 16).

W dowodzie dostatecznosci warunku Cauchy’ego oparliSmy sie na twierdzeniu Bolza-
no-Weierstrassa, ktore udowodniliémy poprzednio opierajac sie na twierdzeniu Ascoliego.
W dowodzie twierdzenia Ascoliego wykorzystaliSmy aksjomat kresu. Ostatecznie wiec fakt,
ze z warunku Cauchy‘ego wynika zbieznos¢ ciagu, jest konsekwencja, aksjomatu kresu, ktéry
jak wiemy opisuje istotna wlasnosé zbioru liczb rzeczywistych IR. Pokazemy na przykladzie,
ze twierdzenie Cauchy‘ego (a Scislej jego druga czesé - dostatecznosé warunku Cauchy‘ego)
nie jest prawdziwe jezeli zbiér IR zastapimy przez zbiér @) liczb wymiernych.
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Przykiad 8. Niech a bedzie liczba niewymierng i niech w,, bedzie liczba, wymierna,
spelniajaca nieréwnosé

1
<w, <a+ —

(28) at oo on

(liczba taka istnieje zgodnie z twierdzeniem 5 rozdz. I §2). Poniewaz (por. Przyklad 3 §1)
lim — =0
n
stosujac do nieréwnosci (28) twierdzenie o trzech ciagach dostajemy

lim w, = a.
n—>00

Ciag {w,, } nie ma wiec granicy w zbiorze liczb wymiernych. Natomiast spelnia on warunek
Cauchy‘ego, gdyz dla dowolnych n,p € IN

1 1 1
(W — Wnqp| < on " oniprl < gn

Poniewaz

1 < 1

2n - n
wiec

|Wp, — Wpyp| < €

dlan>N = % i dowolnego p € IN. O
o © ©

7*. Ulamki tanicuchowe. Dla ustalonej liczby rzeczywistej  utwérzmy ciag

1
T = ,
T o [a]
1
"=l
- 1
(29) '
1
Ty =

Tp—1 — [xn—l]

(przypominamy, ze [z] oznacza czesé catkowitq x - por. rozdz. 1§2). Oczywiscie liczba x,
jest poprawnie zdefiniowana tylko wtedy, gdy mianownik ulamka nie jest zerem tzn. gdy
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Zn—1 nie jest liczba catkowita. 7 réwnosci (29) otrzymujemy natychmiast

]+
r=|z]+ —
T
1
T = [561] + —
Z2
(30)
1
Tpn—1 = [-Tn—l] + —
n
przy czym x; > 1 dla dowolnego j.
Jezeli x jest liczba wymierna, to liczby z1,x2,... sa réwniez wymierne. Przypu$émy,

ze dla pewnego j

oy =P
g
nie jest liczbg catkowita. Wowczas
zj — o] = —

gdzie 1 < k < ¢, zatem na mocy (29)

Tj+1 = -

Rl

Widzimy wigc, ze mianowniki liczb x; tworza ciag Scisle malejacy. Wynika stad, ze jezeli
l
r=— (l€Z, melN)
m

jest utamkiem nieskracalnym, to istnieje liczba n (1 < m < m) taka, ze ciag (29) jest
ciagiem skonczonym ztozonym z wyrazéw x1, T2, . .., Ty, PrZy czZym z, jest liczbg catkowita.
Przyjmujac oznaczenia

(31) ap=1[z], a;j=[z;] dla j=1,2,...,n



70

otrzymujemy z (30) kolejno

32

Kazde z wyrazen wystepujacych po prawej stronie we wzorach (32) nazywamy utamkiem
taricuchowym skoriczonym, za$ liczby a; (j =1,2,...) jego mianownikami. Z ostatniego
ze wzoréw (32) wynika, ze kazda liczbe wymierna mozna przedstawié w postaci utamka
lanncuchowego o mianownikach naturalnych. Oczywiscie z postaci prawej strony widac, ze
wlasnos¢ ta maja tylko liczby wymierne.

Przyklad 9. Niech z = %, zatem

i ze wzoréw (29) dostajemy

T = :1—}-—, .’173:3.

7 3 4 1
4 3

Mianowniki liczb z; (j = 1,2,3) tworza, ciag Scisle malejacy 4, 3, 1, przy czym n = 3.
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Wzory (30) przyjmuja postaé

1
r=3+ —,
Z1
1
1'1—1-}-—,
Z2
1
T2 =1+ —,
Z3
.’173:3,

skad wynika rozklad liczby z na utamek tancuchowy
=3+ !
v 1
14+ ——-

1+1
3

- zgodnie ze wzorami (31), (32).

Zalézmy teraz, ze x jest liczba, niewymierna. Ze wzoréw (29) wnioskujemy, ze liczby
X1,T2, -y Ty, - .58 TOWNiez niewymierne, wobec tego mianowniki po prawej stronie nie
znikaja 1 wyrazenie z,, jest dobrze okreslone dla dowolnego n € IN. Ciag {x,} jest teraz
ciagiem nieskonczonym. Postepujac podobnie jak w przypadku x wymiernego dostajemy
odpowiednik wzoréw (32) w postaci

(33)

Nasuwa sie mysl, by przyjmujac oznaczenia (29), (31) przyporzadkowaé liczbie niewymier-
nej x utamek tancuchowy nieskonczony

(34) Qo +

0,1+
as +

1
a3+...

Oczywiscie wyrazenie (34) ma sens tylko wtedy, gdy okreslimy jego warto$¢ liczbowa,. Dla
dowolnego ciagu liczb dodatnich y; (j =1,2,...) i dowolnego yo oznaczmy przez

Rn(y()a Yiy---, yn)
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ulamek lanicuchowy wystepujacy w ostatnim wzorze (32), w ktérym a; zastapiono
przez y;. Mamy zatem

Ry = yo
1
Rn(y07y17"'7yn):y0+ 1
Y1+
Y2 + -
1
1
Yn—1 + —
n
dlan=1,2,.... Uméwimy sie, ze warto$ciq nieskoézonego utamka taricuchowego (34) jest
granica
lim R,(ag,a1,---,an)
n—00
o ile ta granica istnieje. Wyrazenie
Rn(ao, Ay, .- -, an)

nazwiemy n-tym reduktem nieskoniczonego ulamka laricuchowego (34).

Jak Czytelnik na pewno zauwazyt, utamki lancuchowe skonczone maja do$¢ skompliko-
wana, budowe. Okazemy teraz, ze kazdy taki utamek mozna zapisa¢ w postaci ” zwyklego”
utamka, w ktérym licznik i mianownik sa odpowiednio dobranymi wielomianami zmien-
nych a;.

Twierdzenie 7. Przyjmijmy dla dodatnich y; (j =1,2,...) i dowolnego yo

Py = yo, Qo =1,

Py =yoy1 + 1, Q1 =1,
(35) Py =yk Pe—1 + Pr—2

Qr = yr Qr—1 + Qr—2

(k=2,3,...)
Wowczas
P,

36 R, = 2,
(36) On

DOWOD. Przeprowadzimy dowéd indukcyjny. ROwnosé jest latwa do sprawdzenia dla
n =0, 1. Dla n > 1 mozna ja zapisa¢ w postaci

_ ynPn—l + Pn—2
ynQn—l + Qn—2 ‘

(37) R,
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Ze wrzoréw (35) widaé, ze zmienna y, nie wystepuje w wyrazeniach P;,Q; dla j < n.

Wobec tego zamieniajac y,, przez vy, + we wzorze (37) dostajemy

yn+1
R L= yn+1(Pn—1yn + Pn—2) + Pn—l
mt yn—i—l(Qn—lyn + Qn—Z) + Qn—l
czyli
R 41 = yn—i-an + Pn—l
" Yn+1Qn + Qn-1
albo w réwnowaznej postaci
P,
(38) Rppq = 2L,
Qn—i—l
OkazaliSmy zatem, ze traktujac (36) jako zalozenie indukcyjne otrzymujemy z niego teze
indukcyjng (38). Dowdd indukcyjny jest zakoriczony. O
Przyjmujac w szczegélnosci y; = a; widzimy, ze n-ty redukt R, (ao,a1,...,a,) daje sie

., P, .
zapisaC jako ulamek —— z zastapieniem y; przez a;.
n

Udowodnimy teraz wazna wiasnos¢ nieskonczonych ulamkoéw tancuchowych.

Twierdzenie 8. Jezeli x jest liczbg niewymierna, to

z = lim R,(ao,a1,...,0n,)
n—oo

(a zatem liczba x jest warto$cia przyporzadkowanego jej nieskoriczonego utamka taricucho-
wegqo).

DOWOD twierdzenia poprzedzimy lematami dotyczacymi wielomianéw Py, Q.

Lemat 1. Dla dowolnego k € IN

(39) Qr > 0,
(40) Qk Pe1 — Py Qi1 = (-1)".

DOWOD. Nieréwnoéé (39) wynika z definicji wielomianéw Q. Dla dowodu (40) oz-
naczmy lewa strone przez Si. Mamy

S1=-1
oraz po wykorzystaniu wzoréw (35)

Sk+1 = —Sk
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skad po zastosowaniu indukeji wynika (40). O

Lemat 2. Jezeliy; > 1 dlaj=1,2,... to

(41) Qr > Qr-1
oraz
(42) Qr >k

dla dowolnego k € IN.

DOWOD. Ze wzoréw (35) wynika

Qo < Q1 <Q2
oraz dla k > 2
Qr = YkQr—1 + Qr—2 > Yk Qr—1 > Qr—1-

Nier6wnoéé (42) udowodnimy metoda indukcji. Zgodnie z wzorami (35)

Qo>0,Q1>1, Qa=y1y2+1>2.

Zal6zmy teraz, ze nieréwnosé (42) jest prawdziwa dla k = n — 1 oraz k = n, gdzie n > 2.
Wykazemy, ze zachodzi ona po zastapieniu n przez n + 1 czylidla k =n oraz k =n + 1.
OczywiScie wystarczy rozwazy¢ tylko przypadek ¥ = n + 1. Mamy na mocy zalozenia
indukcyjnego

Qn—}-l = yn—i—lQn + Qn—l >
> NYn+1tn—1>2n-1,

a wiec
Qn+12n+1a
gdyz2n—1>n+1dlan > 2. ]

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia 8. Oznaczmy przez P,, Q., R, wy-
razenia P,,Qn, R, w ktérych zmienne y; zastapiono przez a;. Zgodnie ze wzorem (33)
mamy (po zastapieniu n przez n + 1)

= Ryi1(ap,a1,. .., 00, Tpnt1),
a zatem wobec (35), (36)

xn-l—lpn + Pn—l
$n+1Qn + Qn—l

(43) T =
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oraz

_ P
44 R,= =",
(44) O

Odejmujac (43), (44) dostajemy po wykorzystaniu réwnosci (40)

h (=D"
(45) v Rn B (-'En+1@n + Qn—l)Qn .

Poniewaz zgodnie ze wzorami (30)

Tn+1 = Op41 + > Ap41

Tn+2

wiec B ~ ~ ~ ~
xn—i—lQn + Qn—l > an—i—lQn + Qn—l = Qn+17

zatem z (45) dostajemy oszacowanie

_ 1
|z — Rp| < =——=—.
" QnQn—i—l

Po uwzglednieniu lematu 2 z ostatniej nieréwnosci wynika,
(46) |z — Rn| < !

€T — —
a stad .

T— R, < —.

| n | ng
Ostatnia nier6wnosé¢ konczy dowdd twierdzenia. 0

W dalszym ciagu (punkt 9) beda podane przyklady rozwiniecia liczby niewymiernej na
utamek tancuchowy.

7 otrzymanych oszacowan wynika twierdzenie dotyczace aproksymacji liczb niewymier-
nych przez wymierne, ktére bedzie wykorzystane dalej.

Twierdzenie 9. Niech = bedzie liczbg niewymierng. Wowczas do dowolnego m € IN
mozna dobraé liczby wymierne
_ b 4!
w=-, W =—
q q1

tak, by zachodzity nierownosci
(l) q,q1 > m,
(i) 0<z—w< 4,
(iii) 0 < wy —x < qi
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przy czym oba utamki w,wy sq nieskracalne.

DOWOD. Jak widaé ze wzoréw (35), wielomiany Q) nie zalezg od yo. Poniewaz a; = [z;]
dla j = 1,2,... jest liczbg naturalna, (liczba ag = [x] moze byé ujemna), droga indukcji
wnioskujemy, ze dla kazdego k wyrazenie Py jest liczba, calkowita zas$ wyrazenie Qy, liczba
naturalna,.

Dla dowodu twierdzenia zauwazmy, ze zgodnie z (45) wyrazenie £ — R, jest dodatnie
dla n parzystych, ujemne dla n nieparzystych. Wystarczy zatem przyjaé

w = Rog, w1 = Rog41
gdzie 2k > m i skorzystaé z oszacowania (46). Zgodnie z lematem 2 mamy
q= Qo >2k>m

oraz )
@1 =Qaky1>2k+1>m

co koniczy dowdd wlasnosci (i) - (iii).
Pozostaje wykazaé, ze utamek ~
_ P,
R ="
" Qn
jest nieskracalny dla dowolnego n € IN. Wynika to natychmiast z réwnosci (40). Przy-
pusé¢my bowiem, ze dla pewnego k£ mamy

Py, = my, p, Qk = My gk
gdzie my, g sg liczbami naturalnymi, py jest catkowite oraz my > 1. Wéwcezas (40) daje

(="
my

@k Pr—1 — prQr—1 =
co jest niemozliwe, gdyz lewa strona jest liczba catkowita a modut prawej strony nalezy do
przedziatu (0, 1). O

7. dowodu twierdzenia 9 wynika, ze znajac rozwiniecie liczby niewymiernej na utamek
lancuchowy mozemy otrzymad jej przyblizenie wymierne z dowolna, z gory dang doktad-
noscia. 7 oszacowan (ii), (iii) widaé, ze blad przyblizenia moze byé¢ maly przy nieduzym
mianowniku q.

8*. Ciag a, = {nz}. Niech {y} = y — [y] oznacza cze$¢ ulamkowsy, liczby rzeczy-
wistej y. Zbadamy wiasnosci ciagu, ktérego n-ty wyraz dany jest wzorem

an = {nz},

w zaleznodci od liczby x € IR.
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PRZYPADEK 1: & wymierne.
Jezeli z jest liczba catkowita, to a,, = 0 dla kazdego n. Zalézmy wobec tego, ze

(47) v=_ We€ZqeN)
jest utamkiem nieskracalnym, przy czym ¢ > 2. Liczbe £ mozemy przedstawi¢ w postaci

a::P—i—@
q

gdzie P = [z] jest liczba, calkowita zas pg liczba, naturalng z przedzialu (0, q), przy czym
utamek % réwniez jest nieskracalny. Woéwczas

a wiec

Mozemy wobec tego zalozy¢ od razu, ze licznik p we wzorze (47) przyjmuje jedna z wartosci
{1,2,...,q—1}.

(i) Liczby a1, a9, ...,aq S roine.
Dla dowodu przypusémy, ze istnieja, takie dwie liczby n,m wystepujace w ciagu

{1,2,...,q},
Ze n > m oraz a, = a,,. Oznacza to, ze
nx — [nx] = mx — [mz]

czyli
p
n—m)— =Q,
( )

gdzie Q = [nz]| — [mz] jest liczba naturalna. Zatem
(n—m)p = Qq

a poniewaz zalozyliSémy, ze liczby p, q sa wzglednie pierwsze, wiec musi by¢ Q = kp gdzie
k € IN. Po skréceniu dostajemy
n—m=kq

co jest niemozliwe, gdyz kq > q i jednoczesnie n —m < q — 1.

(ii) Liczby a1, az, . . ., aq dzielg odcinek [0,1) na g réwnych czesci.
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Stwierdzenie to wynika natychmiast z udowodnionego przed chwila punktu (i). Istotnie,

kazda z liczb a1, ag, ..., a4 jest utamkiem o mianowniku ¢, w ktérym licznik przyjmuje
jedna, z wartosci {0, 1, 2, ..., ¢ — 1}. Poniewaz sa one rézne, musza, to by¢ liczby

0 1 -1
(48) Ty T R q—7

q 9 q

by¢ moze ustawione w innej kolejnosci.
(iii) Dla kazdego n € IN
Qg4n = An-

Dowdéd jest natychmiastowy, gdyz

(n+qp, _  np
{T}_{q +p}

_ (P
—{q}-

Widzimy wiec, ze w przypadku gdy z jest liczba wymierna, w ciagu {a,} mamy tylko
skoniczong, ilo§é réznych wyrazéw, ktére dziela, odcinek [0, 1) na réwne czesci.

Przeprowadzone rozumowanie ilustruje nastepujacy

Przykitad 10. Niech

7 1+3
r=— = —
4 4’

wowczas dla kazdego n € IN
3
fn} = {n- 3},

zatem 3

anp ={nz} gdzie z; = 7
Mamy g = 4 oraz
2 1
4’ 4
Jak wida¢, sa to liczby postaci % (j = 0,1,2,3) ustawione w kolejnosci od najwiekszej

do najmniejszej. Ze wzgledu na (iii) liczby te powtarzaja sie (w podanej kolejnosci)
nieskoriczenie wiele razy, zatem ciag {a,} ma postaé

3
al:Z’ ag = as = 0.

3 g e e

1
-, 0
I 47 7

>~ w
PN

PRZYPADEK 2: T niewymierne.
Niech w = g bedzie liczba, wymierna, o ktérej mowa w twierdzeniu 9. Dlan =1,2,...,¢q
zachodzi nieréwnos¢

1
(49) 0<nr—nw< —.
q



Jak wynika z rozwazan przypadku 1, do kazdego j; =
n; € {1,2,...,q} oraz l; calkowite takie, ze

(50) njw =1l; + S
q
Z (49), (50) wynika
: 1 q

lj+%<njx<lj+%

a stad
[njz] = 1

oraz

J Jj+1
p < an; = {n;z} < Y

Ostatnia nieréwnos¢ oznacza, ze w kazdym przedziale

.
]Pj:<z,i)
q q
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0,1,...,q — 1 istnieja liczby

lezy (przy tym dokladnie jeden) wyraz ciagu {a,}, gdzie n = 1,2,...,q. Mozemy teraz

latwo udowodnié

Twierdzenie 10. Jezeli x jest liczbg niewymierna, to do dowolnego o € [0,1] i dowol-

nego € > 0 istnieje n. € IN takie, ze

an, = {nex} € (zg — €,20 + ).

DOWOD. Wystarczy dobraé tak g, by dla pewnego j € {0,1,...,q— 1}

IP; C (zo —€,z0+¢).
Warunek ten bedzie na pewno spelniony, jezeli obierzemy

1
q> -
€

a ta nieréwnos¢ uzyskamy obierajac
1
m > —
w twierdzeniu 9.

Twierdzenie 10 mozna sformutowaé nieco inaczej:
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Twierdzenie 10°. JezZeli x jest liczbg niewymierna, to wyrazy ciagu {an,} leza gesto
w odcinku [0,1).

9*. Zastosowanie ulamkéw lanncuchowych do aproksymacji. Dla uproszczenia
oznaczen nieskonczony utamek tancuchowy (34) bedziemy zapisywali w postaci

[a0; A1y -y Apy -]

Zgodnie z twierdzeniem 8 kazda, liczbe niewymierna mozna przedstawi¢ w postaci takiego
utamka rozumianego jako granica

lim R, (ag,ay,...,an).
n—0o00

Przyklad 11. Przedstawi¢ w postaci nieskoriczonego utamka laiicuchowego liczbe /2.
Poniewaz 1 < 2 < 4 wiec 1 < /2 < 2, zatem

ap = [\/5] =1.

Wobec tego
1

V2 -1’

co po pomnozeniu licznika i mianownika przez v/2 + 1 daje

ry =

1 =v2+ 1.

Zatem 2 < x; < 3, skad
a1 = [.’131] = 2.

Okazemy indukcyjnie, ze
(51) Tn=V2+1

dla dowolnego n € IN. Dla n = 1 réwnos¢ (51) zostala sprawdzona. Przyjmujac (51) jako
zalozenie indukcyjne dostajemy

1 1
X = =
T Vel —2 V2-1

czyli
.’L‘n+1 = \/5 + 1.

Wobec tego a, = a; = 2 dla dowolnego n € IN czyli

V2 =11;2,2,2,...].
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Przyklad 12. Przedstawi¢ w postaci nieskoriczonego utamka laricuchowego liczbe /3.
Poniewaz 1 < 3 < 4 wiec 1 < /3 < 2, skad

apg = [\/?_)]:1

Rachujac podobnie jak w przykladzie 11 dostajemy
1
T = 5(\/5 + 1)7

zatem 1 < x1 < %, skad
al = [.171] =1.

Dalszy rachunek daje

2
Ty = :\/§+1,
2T /3o

a stad 2 < z9 < 3, zatem
g = [3?2] = 2.

Udowodnimy metoda, indukcji, ze
1
Toapn—1 = 5(\/§+ ]-)a

$2n:\/§+1

(52)

dla dowolnego n € IN. Dla n = 1 réwnosci (52) zostaly juz sprawdzone. Przyjmujac (52)
jako zalozenie indukcyjne otrzymujemy

1 1
To2n+1 = m = 5(\/5'1‘ 1)a

a stad po przeksztalceniu utamka

2
Topys = —— =3 +1,
2n+2 \/3_1

co konczy dowdd indukcyjny. Zatem

ap—1 = a; = 1,

azn, = az = 2

co daje
V3=1[1;1,2,1,2,1,2,...].

W obu przykladach ciagi mianownikéw sa okresowe. W Przykladzie 11 ciag mianownikéw
jest ciggiem stalym - okres zawiera tylko jeden wyraz 2. W Przykiadzie 12 okres sklada
sie z dwoch wyrazéw 1, 2. Mozna udowodnié, ze liczba niewymierna rozwija sie na ulamek
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tancuchowy okresowy wtedy i tylko wtedy gdy jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego
o wspélczynnikach catkowitych.®

Przyklad 13. Dla liczby v/3 znalezé przyblizenia wymierne w z niedomiarem i w; z
nadmiarem, z bledem nie przekraczajacym ¢ = i.
Wystarczy przyjaé
w = Rog, wi = Rapy1

obierajac odpowiednio k. Dla przyblizenia z niedomiarem mamy

1 1
I<z—w<-—=—=<— <g,
(Qar)? — 4k> ~

wystarczy zatem przyja¢ k = 1. Dla przyblizenia z nadmiarem

1 1
O<w —x< — < <e
' (Qar41)? — 2k +1)2 —

skad wynika, ze rowniez wystarczy ¥ = 1. Ulamki w i w; znajdziemy postugujac sie
twierdzeniem 6. Otrzymujemy kolejno

Po=0Qo =1,

P =2  Py=2P +Py=5,
P;=P,+P =T,

Q1=1, Q2 =2Q1+ Qo =3,

Q3= Q2+ Q1 =4,

stad
" w—R—§ w—R—Z
=Re =3, 1=Rs=.

Przyklad 14. Dla liczby v/2 znalezé przyblizenia wymierne w z niedomiarem i w; z nad-
miarem, z bledem nie przekraczajacym € = 0,1. Rozumujac podobnie, jak w przykladzie
10, otrzymujemy oszacowanie dla k

k

dla przyblizenia z niedomiarem,

1
>

‘ -
— jaw]
o

DN
R
DN | =

>
v

dla przyblizenia z nadmiarem.

M‘
DN | =

Poniewaz /10 < v/16 = 4, w obu przypadkach wystarczy przyja¢ k = 2. Postlugujac sie
twierdzeniem 6 otrzymujemy kolejno

5Dowéd mozna znalezé w ksigzce W. Narkiewicz, Teoria liczb, wyd. 2, Warszawa 1990, str. 293.
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Ph=Qo=1

P, =3, P,=2P, + Py =7

Py =2P,+ P, =17

Py =2P;+ P, =41

P; =2P;+ P; =99

Q1 =2, Q2=2Q1+Qo=5
Q3=2Q:+ Q1 =12
Qs=2Q3+ Q2 =29
Qs =2Q4+ Q3 =170

zatem

= 41 = 99
’UJ—R4—@, wl—R5—%.

Znajdujac przyblizenia dziesietne utamkow stwierdzamy, ze
1,413 < w < V2 < wy < 1,415.

Bilad znalezionych przyblizen jest wiec w rzeczywisto$ci mniejszy od zalozonej z géry war-
tosci 0, 1, nie przekracza bowiem 0, 002.

10. Twierdzenie Stolza. Zal6zmy, ze {a,} jest ciagiem zbieznym do granicy a i
utworzmy ciag $rednich arytmetycznych:

1
81 =ai1, 82= 5(01 + ag)

Powstaje pytanie, czy ciag {sn} jest zbiezny do tej samej granicy, co ciag {a,}? Pytanie to
ma prosta interpretacje fizyczna. Przypu$émy, ze a jest wartoscia, jakiejs wielkosci fizycznej
zas Wyrazy a, s§ liczbami otrzymanymi z pomiaréw tej wielkosci, przy czym ze wzrostem
n wzrasta dokladnosé pomiaru. Rozwazajac abstrakcyjna sytuacje nieskonczenie wielu
pomiaréw mamy

lim a, = a.

n—oo
Intuicyjnie wydaje sie oczywiste, ze biorac érednie arytmetyczne pomiaréw otrzymamy
réwniez dobre przyblizenia wartosci a tzn. ze ciag {s,} jest réwniez zbiezny do granicy a.
Sprébujemy udowodnié to formalnie.
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Zalézmy na chwile, ze a jest liczba dodatnia oraz ze

a
(53) ap > =
2
dla n € IN (z definicji granicy wynika, ze nieréwno$é ta jest shuszna poczawszy od pewnego
wskaznika n = ng, bedzie wiec spelniona dla wszystkich n po odrzuceniu pewnej skoniczone]
ilodci poczatkowych wyrazéw ciagu {a,}). Wobec (53)

na
a1t tan > o

skad wynika, ze ciag po lewej stronie jest rozbiezny do co. Zatem ciag {s,} jest ilorazem
dwéch ciagéw rozbieznych do oo i nie mozemy zastosowa¢ do niego twierdzenia o granicy
ilorazu. Méwimy, ze wyrazenie s, jest nieoznaczonosciq typu 3. Do obliczania granicy
takich ciagéw bywa przydatne nastepujace

Twierdzenie 11 (Stolza). ¢ Zaléimy, ze ciag {yn} jest Scisle rosnacy, przy czym
yn # 0 (przynajmniej poczqwszy od pewnego wskaznika n = ng) oraz Ze spelniony jest
jeden z warunkow

(i) lim z, =0= lim y,,
n—00 n—0o0

(i)  lim y, = oo.

n—o0
Wowczas
. Tn . Tp — Tp-1
(54) Iim — = lim —————
n—,oo yn n—,oo yn — yn—l

przy zatozeniu, Ze istnieje granica g po prawej stronie (wtasciwa lub niewtasciwa).

DOWOD. Odrzucajac w rozwazanych ciagach ng poczatkowych wyrazéw (co, jak wiemy,
nie wplywa na zbiezno$é¢) mozemy bez zmniejszenia ogélnosci zalozy¢, ze

(55) Yn+1 > Yn, Yn 7é 0

dla wszystkich n € IN. Rozwazmy najpierw przypadek g € IR i obierzmy dowolnie £ > 0.
Istnieje wéwczas liczba P (dobrana do ¢) taka, ze dla k > P zachodzi nieréwno$é epsilonowa

g T — Tl—-1 g
56 g— =< —< g+ =,
(56) 2 Yk — Yk—1 2

za$ wobec (55) nieréwnos¢ ta, mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci

(57) (g - %) (Y — Yk—1) < 2 — Tp—1 < (g + %(yk — Yg—1)-

60tto Stolz (1842 - 1905), matematyk austriacki.
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Obierajac dowolnie p > P oraz n > p i dodajac stronami nieréwnosci (57) dla k =
p+1,p+2,...,n dostajemy po redukcji
€ €
(58) (g - 5) (Yn — Yp) < Ty — Tp < (g + 5) (Yn — Yp)
Zalézmy teraz, ze speliony jest warunek (i) i ustalmy liczbe p. Przechodzac do granicy
przy n — oo w nieréwnosci (58) dostajemy
€ €
(59) (g = 5) (—=9p) < —zp < (g + 5) (=9p)-
Poniewaz ciag {y,} jest Scisle rosnacy i zbiezny do 0, jego wyrazy musza by¢ ujemne.
Wobec tego, dzielac nieréwnosé (59) przez —y,, dostajemy
e T E
g 2=y, = g 9
istad
Zp

— —4g
Yp

dla p > P. Udowodniliémy wiec (54) przy zalozeniu, ze speliony jest warunek (i) i ze g
jest granica wlasciwa. Przechodzac do przypadku granicy niewlasciwej zalézmy, ze g = oo
i obierzmy dowolnie liczbe M > 0. Istnieje wéwczas liczba P (dobrana do M) taka, ze dla
k > P zachodzi nier6wnosc

<eg

Tk — Tl
2M < M’
Y — Yk—1
ktéra, mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci
(60) 2M (yr — Yr—1) < Tk — Tp_1.

Dalej postepujemy podobnie, jak w przypadku granicy g wlasciwej.Ustalmy dowolnie liczbe
p > P iniech n > p. Dodajac stronami nieréwnosci (60) dla k = p+ 1,p+2,...,n
otrzymujemy po redukcji

2M (yn — Yp) < Tn — Tp,

co po przejsciu do granicy przy n — oo 1 podzieleniu nieréwnosci przez —1y,, daje
p

oM < 22,
Yp
skad wynika, ze
M<
Yp
dla p > P. Oznacza to, .ze (54) zachodzi przy zalozeniu (i) w przypadku, gdy g = oc.
Dowéd dla g = —oo przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi.

Przejdziemy teraz do dowodu (54) przy zalozeniu, ze spelniony jest warunek (ii). Roz-
wazymy najpierw przypadek g € IR. Wéwczas nieréwnosé (58) mozna po uwzglednieniu
(55) zapisa¢ w postaci

€ Tp—Tp €
(61) g 2<yn—yp<g+2 (n>p>P),
przy czym liczba P jest dobrana do e.

W dalszym ciagu dowodu bedziemy korzysta¢ z nastepujacego lematu, ktérego dowod

pozostawiamy Czytelnikowi.
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Lemat. Jezeli a,, > 0 dlan € IN, to

lim a, =
n—oo
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
1
lim — =00
n—00 an
Aby oszacowaé réznice
Tn
— =g
Yn
przeksztalcimy najpierw wyrazenie
x Tp — T
Xpp=n_In="%

Yn Yn — Yp

Mamy
TpYn — TnlYp

Yn (yn - yp)

skad, dodajac i odejmujac w liczniku z,y,, dostajemy

n,p —

Tp(Yn — Yp) + Yp(Tp — Tn)

X =
P Yn (yn - yp)

czyli

(62) Xn’pzm_P+y_p.M_
Yn Yn Yn — yp

Ustalajac p stwierdzamy na mocy lematu, ze

x
lim ~2 = lim 2 =0,
n—oo Y, N0 Y,

ponadto, zgodnie z nieréwnoscia, (61) ciag {u,}, gdzie

Tp — T

Up = 3
Yn — Yp

jest ograniczony. Zatem drugi wyraz po prawej stronie (62) dazy do 0 przy n — oo jako
iloczyn ciagu zbieznego do 0 przez ciag ograniczony (por. twierdzenie 4 §1) i w konsekwencji

(przy ustalonym p > P) mamy

(63) lim X,, = 0.

n—o0
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Wobec (63) istnieje liczba N > p taka, ze dla n > N zachodzi nier6wnosé epsilonowa

€
(64) Xnpl <5
Poniewaz
Ty Ty — X
(65) __g‘§|Xn,p+7p_ga
Yn Yn — Yp

uwzgledniajac (61), (64), (65) dostajemy

T
—"—g‘<€

n

dlan > N, gdzie liczba N jest dobrana do €, a to daje teze twierdzenia przy zalozeniu (ii),
jezeli g jest granica wladciwa,.

Pozostaje do rozwazenia przypadek przy zalozeniu (ii), gdy granica g po prawej stronie
(54) jest niewlasciwa.

Jezeli g = o0, to istnieje taka liczba r, ze dlan > r

Tn — Tp—1

>1
Yn — Yn-1
a wiec wobec (58)
(66) Ty — Tp—1 > Yn — Yn—1 > 0.
Nier6wnos$é (66) mozemy napisaé kolejno dla n = r + 1,7 + 2,..., k. Dodajac stronami

otrzymane nieréwnosci dostajemy

T — Ty > Yk — Yr

skad wynika, ze
lim zp = cc.
n—o0
Ponadto z (66) widaé, ze ciag {x,} jest, przynajmniej poczawszy od wyrazu z,, ciagiem
Scisle rosnacym. Zatem ciag {x,} spelnia zalozenia uczynione w twierdzeniu o ciagu {y, }.
Poniewaz zalozyliSmy, ze
. Tn — Tp—1
lim — = o0,
n—oo yn — yn_l
wiec
lim In " Yn-t _

n—=+00 Tp — Tn-—1

a to pozwala zastosowa¢ udowodniona juz czesé twierdzenia w przypadku g = 0 z zamiang,
ol ciagéw {z,}, {yn}. Zatem

(67) lim 2* =o.

n—00 Ty,
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Poniewaz oba ciagi sg rozbiezne do oo, wiec przynajmniej dla dostatecznie duzych n mamy
Ty, >0, y,>0.

Opierajac sie na lemacie 2 dostajemy z (67)

lim — = oo,
n—>00 y,n
co daje teze w przypadku g = oo.
Jezeli g = —o0, to przyjmujac 2z, = —x, mamy
. —Zn T Zpn-1
lim ——— = —x

n—=00 Yn — Yn—1

a zatem
. Zn — Zn-—1
lim ———— =
n—oo yn — yn—l

i stosujac juz udowodniong cze$¢ twierdzenia dostajemy

. Zn
Iim — =0
n—r00 y,n
a wiec
€ .z
Iim — = -0
n—o0 yn
co konczy dowédd. U

Mozemy teraz wréci¢ do postawionego poprzednio pytania dotyczacego zbieznosci ciagu
Srednich arytmetycznych.

Twierdzenie 12 (o $redniej arytmetycznej). Jezeli {a,} jest ciggiem zbieznym do
granicy a (wlasciwej lub niewtasciwej), to

1
lim —(a1+---+an) =a.

n—oo N

DOWOD otrzymujemy natychmiast z twierdzenia Stolza przyjmujac

Tp =01+ -+ Qp, Yn =N
gdyz
Tn — Tp—-1
—_— = a,-
Yn — Yn—1
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11. Granica gérna i dolna ciagu. Liczbe o nazywamy liczbgq graniczng ciggu {a,},”
jezeli jest ona granica pewnego podciagu ciagu {a,}. Na przyklad ciag

(68) 1,0,1,0,1,0,...
ma dwie liczby graniczne oy = 1, a2 = 0, bowiem dla dowolnego n € IN
(69) azpn—1 =1, az, =0

zatem

a; = lim agy,_1, a2 = lim ag,
n—o0 n—oo

przy czym latwo zauwazyé, ze kazdy podciag zbiezny wyjety z ciagu (68) musi byé¢ od
pewnego miejsca identyczny z jednym z podciagéw (69).

Liczbe G nazywamy granicq gdrnag ciagu {a,}, jezeli ciag ten jest ograniczony z géry i
G jest najwiekszg jego liczba graniczng. Zapisujemy

G =lima,

lub
G = limsup ay,.

Liczbe g nazywamy granicq dolng ciagu {a, }, jezeli ciag ten jest ograniczony z dotu i g
jest najmniejsza, jego liczbg graniczna,. Zapisujemy

g =limay

lub

g = liminf a,.
Twierdzenie 13. Kazdy ciqg ograniczony ma granice gorng ¢ dolna.
DOWOD. Z zalozenia istnieja, liczby m, M takie, ze
(70) m<a, <M
dla wszystkich n € IN. Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb granicznych ciagu {a,}. Na
mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa zbior ten nie jest pusty, natomiast z nieréwnosci

(70) wynika, Ze jest on zbiorem ograniczonym. Wobec tego (por. rozdz.I §2) zbiér A ma
kres gérny G i kres dolny g. Okazemy, ze

(71) G = limsupa,, ¢ =liminfa,.

"Uzywany jest réwniez termin punkt skupienia ciggu {an}.
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Udowodnimy najpierw pierwsza, z réwnosci (71). Z definicji kresu gérnego (warunek (supl))
a< G

dla dowolnej liczby granicznej a. Wystarczy wobec tego okazac, ze G jest liczba, graniczna,
Wykorzystamy teraz ponownie definicje kresu gérnego przyjmujac €1 = 1 w warunku
(sup2). Wynika z niego istnienie liczby granicznej «; takiej, ze

G-l<a1 <G<G+H+1.

Poniewaz «; jest granica pewnego podciagu wyjetego z ciagu{a,}, w przedziale
(G —1,G +1) lezy nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu {a, }. Oznaczmy przez a,, wyraz o
najnizszym numerze. Mamy

G-1<a, <G+1.

Przyjmujac €5 = % i powtarzajac opisane rozumowanie mozemy znalez¢ ny > nq takie, ze

1 1

G—§<an2<G+§

Postepujac podobnie dla i, = £ (k = 3,4, .. .) konstruujemy ciag scisle rosnacy wskaznikéw
{nk} o tej wlasnosci, ze

1 1
dla dowolnego k € IN. Z nier6wnosci (72) wynika na mocy twierdzenia o trzech ciagach,
ze

lim a,, =G.
k—o0

Zatem G jest liczba graniczna,.
Dla dowodu drugiej réwnosci (71) zauwazmy, ze zgodnie z definicja kresu dolnego (warunek
(inf1))

g«

dla dowolnej liczby granicznej a. Pozostaje wykazaé, ze g jest réwniez liczba, graniczna,
podobnie jak G. Dowdéd jest podobny i pozostawiamy go Czytelnikowi jako ¢wiczenie. [

Podobnie, jak w przypadku granicy ciagu, mozna wprowadzi¢ niewlasciwe granice gérna,

i dolna. Méwimy, ze
lim sup a,, = o0,

jezeli istnieje podciag ciagu {a,} rozbiezny do co. Podobnie
liminfa, = —oc,
jezeli z ciagu {a,} mozna wyjaé podciag rozbiezny do —oo.

Zachodzi latwe do udowodnienia
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Twierdzenie 14.
(i) Ciag {an} jest nieograniczony z géry wtedy i tylko wtedy gdy

lim sup a,, = oo,
(ii) ciag {a,} jest nieograniczony z dotu wtedy i tylko wtedy gdy
lim inf a,, = —oc.

DOWOD. Udowodnimy punkt (i); dow6d (ii) przebiega tak samo i pozostawiamy go
Czytelnikowi. Jezeli ciag {a, } jest nieograniczony z géry, to do dowolnego M > 0 istnieja,
wyrazy ciagu spelniajace nieré6wnoscé

(73) an > M.

Wyrazéw tych jest nieskoriczenie wiele. Przypusémy bowiem, ze tak nie jest i (73) zachodzi
jedynie dla skoniczonej ilosci wyrazéw an,,...,a,,. Wéwczas nieréwnos¢ (73) nie bedzie
spelniona dla zadnego n jezeli zastapimy M przez

M; = max(M,an,,...,a0,,).
Niech teraz M =1 i niech n; oznacza najmniejszy wskaznik taki, ze
an, > 1.
Przyjmujac dalej M = 2 wybierzemy z posrdd nieskoniczenie wielu wyrazow ciagu spelnia-
jacych (73) wyraz a,,, gdzie ng jest najmniejszym wskaznikiem wiekszym od n;. Mamy

zatem
Ony, 2> 2, N >nj.

Kontynuujac opisane postegpowanie otrzymujemy $cisle rosnacy ciag wskaznikéw {ny} taki,
ze

(74) an, > k.
Ciag {an, } jest podciagiem ciagu {a,}, przy czym z nieréwnosci (74) wynika, ze

lim a,, = oo.
n— o0

Na odwrdt - jezeli z ciagu {a,} mozna wybra¢ podciag {a,,} rozbiezny do oo, to do
dowolnego M mozna dobraé liczbe kg tak, by

Qn, > M
dla k > ko. Zatem ciag {a,} nie jest ograniczony z gory. O

Niech bedzie dany ciag liczb rzeczywistych {a,}. Méwimy, ze
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(i) wyrazy tego ciagu maja wlasnosé (w) dla prawie wszystkich n, jezeli istnieje liczba
no taka, ze a, ma wlasno$é (w) dla n > ngp;

(ii) wyrazy ciagu maja wlasno$é (w) dla nieskoriczenie wielu n, jezeli istnieje podciag
{an, } taki, ze a,, ma wlasnos¢ (w) dla kazdego k£ € IN.

Przykiad 15.
(A) Ciag {a,} ma postaé
1,0,1,0,1,0,. ..

W ciagu tym jest nieskoriczenie wiele wyrazéw réwnych zeru, natomiast nie jest prawdg
ze prawie wszystkie wyrazy sa réwne zeru.
(B) Niech
{ (11 —n)7t dla n<9
ap =
(=1 dla n>9.

Ciag {a,} ma wiec postaé

1 11 1 111 -1
09 g b L oL
W ciagu tym

a.) jest nieskonczenie wiele wyrazéw dodatnich,

b.) prawie wszystkie wyrazy sa, catkowite,

c.) jest nieskoriczenie wiele wyrazéw réwnych —1.

Postugujac sie wprowadzona, terminologia mozna nastepujaco sformulowaé¢ podana,
w §1 definicje granicy ciagu: Liczba a jest granicq ciagu {a,} jezeli dla dowolnego do-
datniego € nieréwnos¢

a—e<a,<a+e¢

jest speliona dla prawie wszystkich n. Pokazemy teraz, ze réwniez granice gérna, i dolna
mozna zdefiniowaé przy pomocy nieréwnoéci epsilonowe;j.

Twierdzenie 15. Liczba G jest granicq gdrng ciagu {a,} wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego € > 0
a.) nierdwno$é
G—-¢e<ay

jest spetniona dla nieskorniczenie wielu n oraz
b.) nieréwnosé
a, < G+e

jest spetniona dla prawie wszystkich n.

DOWOD. Zalézmy ze
G = lima,,,

wowczas istnieje podciag {a,, } taki, ze

G = lim ap,,
k— o0
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skad wynika, ze dla dowolnego € > 0 nieréwnosé¢ a.) jest speliona przez prawie wszystkie
wyrazy podciagu, a wiec przez nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu. Zgodnie z definicja,
granicy gérnej ciag {a,} jest ograniczony z géry, zatem istnieje liczba M taka, ze

a, < M

dla wszystkich n. Przypusémy teraz, ze warunek b.) nie jest spelniony dla pewnego ¢,
wobec tego dla nieskoniczenie wielu n zachodzi nieréwnosé

G+80§an§M.

Wyrazy ciagu spelniajace ostatnia nieréwnos¢ tworza, ciag ograniczony, na podstawie twier-
dzenia Bolzano-Weierstrassa mozna wiec z niego wyja¢ podciag zbiezny. Ale to oznacza,
ze 7 ciagu {a,} mozna wyjaé podciag zbiezny do liczby a € [G + €9, M|, G nie jest wiec
najwiekszg liczba, graniczng wbrew zalozeniu.

Przypu$émy teraz, ze sa spelnione warunki a.), b.) podane w twierdzeniu. Przyjmujac
e = 1 w warunku b.) widzimy, ze co najwyzej skoriczona ilo§¢ wyrazéw ciagu {a,} jest
wieksza od liczby G + 1, zatem ciag ten jest ograniczony z géry. Przyjmujac w warunkach
a.), b.) kolejno ¢ = %, (k=1,2....) mozemy skonstruowacé ciag scisle rosnacy wskaznikéw
{nk} taki, ze dla dowolnego k € IN

1 1
G_E<a"’“<G+E

(por. rozumowanie w dowodzie twierdzenia 13). Zatem

G = lim ay,,
k—o0

co oznacza, ze G jest liczba, graniczna. Gdyby istniala liczba graniczna G, > G, to
przyjmujac € = %(Gl — @) otrzymalibysmy dla nieskoriczenie wielu n nieréwnosé

an >G1—e=G+e¢

co przeczy warunkowi b.). A wiec G jest najwieksza liczbg graniczna czyli granica gérna,
O

W podobny sposéb mozna udowodnié

Twierdzenie 16. Liczba g jest granicq dolng ciagu {a,} wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego € > 0
a.) nierdwnos$é
g—e€<ay

jest spetniona dla prawie wszystkich n oraz
b.) nieréwnosé
anp < g-—+E¢€

jest spetniona dla nieskorniczenie wielu n.

DOWOD pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O
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Twierdzenie 17. Jezeli ciag {a,} ma granice dolng g i granice gorng G, to
(75) 9<G

przy czym rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy ciag jest zbiezny.

DOWOD. Nieréwnoéé (75) wynika bezposrednio z definicji. Jezeli

lim a, =a
n—oo

to a jest jedyng liczba, graniczna (por. twierdzenie 3), zatem
g=G=a.

Na odwr6t, jezeli g = G, to zbieznosé ciagu wynika natychmiast z twierdzen 15 (warunek
b.)) i 16 (warunek a.)). O

Przykitad 16. Wré6¢my do ciggu
an = {nz}

rozwazanego w punkcie 8. Jezeli z = % (utamek nieskracalny, ¢ > 2), to ciag {a,} ma ¢
roznych liczb granicznych

ajzé (j=01,...,q - 1),

zatem 1
liminfa, =0, lim sup a,, = q—.

Jezeli za$ x jest niewymierne, to z twierdzenia 10 wynika, ze kazda liczba z przedziatu [0, 1]
jest liczbg graniczna, wobec tego

liminfa, =0, limsupa,, = 1.

Przykiad 17. Niech

o = {% dla n parzystych,
" n dla n nieparzystych.

Woéwcezas
lim ag =0, lim agg4+1 = 00.
k—o00 k—o0

Ciag jest ograniczony z dotu, nieograniczony z géry. Jedyna, liczba, graniczng, jest 0, zatem

liminfa, =0, lim sup a,, = oco.
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Warto zauwazy¢, ze twierdzenia o dzialaniach na granicach (§1 punkt 4) nie sa prawdziwe
dla granic gérnej i dolnej.
Przyklad 18. Niech

a2n = bapy1 =1, A2p4+1 = bap = 0.
Woéwczas
an+bn:1, anbn:O
dla n € IN. Mamy

limsupa, = limsupb, =1
oraz
liminfa, = liminfb, = 0

a wiec

lim sup a,, + limsupb,, = 2,
lim inf a,, + lim inf b,, = 0,

(limsup a,)(limsup b,) = 1.

Natomiast oba ciagi {a, +b, } oraz {a,b,} sa stale, a wiec zbiezne i zgodnie z twierdzeniem
17 mamy
limsup(ay, + by,) = liminf(a, + b,) =1

oraz
lim sup(apby,) = lim inf(a,b,) = 0.

Zadania.

1. Poda¢ przyklady
a.) ciagu rosngcego zbieznego,
b.) ciagu malejacego zbieznego,
c.) ciagu rosnacego rozbieznego do oo,
d.) ciagu malejacego rozbieznego do —oo.

2. Pokazaé na przykladzie, ze ciag rozbiezny do oo moze nie by¢ rosnacy.

3. Znalezé granice ciagéw
2 1
ap = 'Vn2, b, =3I,

Wskazéwka. Wykorzystaé przyktady 13, 14 §1 oraz twierdzenie o podciagach.

4. Zbadac zbieznos¢ ciagéw

_n
An2 +1°

n(n+1)
2

an = (—1) Vn,  bp=(-1)"(1+(-1)")
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Wskazowka. Wykorzystaé twierdzenie o podciagach, twierdzenie 4 §1 oraz przykiad 14 §1.

5. Ktoére z podanych ciagéw przedzialéw sa zstepujace? Znalezé ich czeS¢ wspdlna, i
porowna¢ wynik z twierdzeniem Ascoliego.

a')]P [ n2’ %]’ b')ﬂ)n:[_%al'i'%]a
)P, = [~ % 31 )P, = (114277,

6. Udowodnié, ze przy zalozeniach twierdzenia Ascoliego czes¢ wspdlna wszystkich prze-
dziatéw IP,, jest przedzialem [xg,x1], gdzie

xog =sup A, A={a,:n¢€N},
=inf B, B ={b,:n € IN}.

7. Znalez¢ granice ciagéw
1\ 1\»
—(1- —) by (1 _ —) .
( 2n n?
Wskazéwka. Wykorzystaé punkt 5, twierdzenie o podciagach i zadanie 23 §1.

8. Znalez¢ granice
1 \6n
lim (1 + —) .
n— 00 2n

Wskazéwka. Wykorzysta¢ punkt 5 oraz twierdzenie o podciagach.
9. Sprawdzi¢, dla jakich n € IN zachodzi nieréwnosé
n" Tt > (n 4+ 1),
Wskazéwka. Wykorzystaé punkt 5.
10. Znalez¢ granice ciagu
1\7
Wskazéwka. Wykorzystujac punkt 5 udowodnié najpierw nieréwnosé
1\»*
1< (1+ ) <e
n
Nastepnie wykorzystac¢ przykiad 13 §1.

11. Udowodnié zbieznosé ciagu {a,} speliajacego warunki
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i.) 0 <agpq1 < agp-1,

ii.) [a2n — agn—1] < %
dlan € IN.
Wskazéwka. Udowodnié najpierw zbieznosé ciagu {asg,+1}, nastepnie zastosowaé
zadanie 4 §1.

12. Udowodnié, ze nastepujace ciagi sa, zbiezne do zera:

k
n
an = — przy ustalonych a>1,kelN,
a
pn
b, = — przy ustalonym p >0,
n!
nn
Cp = (n!)27
n!
dn - TI,_"

Wskazéwka. Udowodni¢, ze kazdy z tych ciggéw jest ograniczony z dolu i malejacy
poczawszy od pewnego wyrazu, nastepnie oprzec si¢ na twierdzeniu 5. W celu obliczenia
granicy ciagu znalez¢é najpierw zwiazek miedzy n-tym i (n + 1)-szym wyrazem ciagu.

13. Zakladajac, ze

lim %, =a
n—0o0

udowodnié, ze ciag
RN
h =2 z(k)
k=0

ma réwniez granice a.
Wskazéwka. Opierajac sie na zadaniu 18 rozdz. 1 §1 przedstawi¢ najpierw wyrazenie y,
w postaci

Yn = 2n +a

gdzie
" /n
=2 " —
=23 () - a)
k=0

Dowdd réwnosci

lim z, =0

n—0o0

zaczat od okazania, ze przy ustalonym k&

. —nfm\ _
i 27 () =0

opierajac sie na zadaniu 17 rozdz.I §1 i zadaniu 12.
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14. Zbadac¢ zbieznos¢ ciagu okreslonego wzorem rekurencyjnym

a

=—— dla n>1
1+$n—1

Tn

zakladajac, ze £1 > 0 oraz ze a jest dang liczba dodatnia,.
Wskazéwka. Przewidywana granica g spelnia réwnanie

Rozwazajac przypadki
a.) z <g, b.) z1>g9

udowodnié, ze kazdy z podciagéw {zar} oraz {zory1} jest monotoniczny i ograniczony.

Nastepnie oprzeé si¢ na twierdzeniu 5 i wykorzysta¢ zadanie 4 §1.

15. Udowodnié¢ zbieznos$¢ i obliczy¢ granice ciagu {u,} okreslonego nastepujaco (przy
ustalonym ¢ > 0):

Uy = \/Ea
(76) Unt1 =Ve+u, dla nelN.

Wskazowka. Udowodnié najpierw (metoda indukcji) nieréwnosci

Ve<up <vVe+l, u, 1 <uy,

dla n € IN. Wywnioskowaé stad, ze ciag jest zbiezny, nastepnie przejs¢ do granicy w (76)
opierajac sie na zadaniu 23 §1.

16. Wykazaé, ze ciag okreslony nastepujaco (por. przyklad 7):
up=a, us=>b (a#b)
1
Upt1 = §(un_1 +u,) dla n>2

ma granice
1 2
== =b.
g 3a+ 3

Podac¢ interpretacje geometryczng na osi liczbowe;.
Wskazowka. Ciag {u,} byl rozwazany w Przykladzie 7, gdzie wykazaliSmy ze speknia
warunek Cauchy’ego, zatem na podstawie twierdzenia 6 jest zbiezny, przy czym

g = lim U2n+1

(dlaczego?). Aby obliczyé¢ ta ostatnia granice nalezy najpierw, zakladajac ze a < b,
udowodnié¢ indukcyjnie nier6wnosé

Uop—1 < U2p (n € ]N),
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nastepnie korzystajac z réwnosci (22) wyrazié¢ réznice
U2p4+1 — U2n—1

przy pomocy wyrazenia b — a i skorzysta¢ z przedstawienia

n

Ugp41 = U1 + Z(U2k+1 — Ugk—1)-
k=1

W dalszych rachunkach nalezy wykorzystaé¢ réwnosé (17) i Przyklad 4 §1. Przypadek a > b
sprowadzi¢ do poprzedniego rozwazajac ciag vy, = Upt1-

17. Obliczy¢ granice ciagu {h,,} okreslonego nastepujaco (por. zadanie 8 §1):

hl = a, h2 = b,
2hn ) hn—l
=—F7—— dla n>2.
n—+1 hn i hn—l =
(zakladamy, ze a, b sa réznymi liczbami dodatnimi). Podaé interpretacje geometryczna na
osi liczbowe;j.
Wskazéwka. Rozwazy¢ ciag

Sl

Uy =
i skorzysta¢ z zadania 16.

18. Udowodnié¢ zbieznos¢ ciagu

1
=31
—nt k
Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniu 5.

19. Dla danych a > b > 0 okreslimy dwa ciagi

b
ap = a—2i— ; b1 = Vab
b
(77) Up41 — In —2|_ na bn+1 = a'nbn

dla n € IN. Udowodnié, ze oba ciagi {a,} i {bn} sa zbiezne do tej samej granicy lezacej w
przedziale (b, a) (zwanej $redniq arytmetyczno - geometryczng liczb a, b).

Wskazéwka. Opierajac sie na zadaniu 7 rozdz.l §1 udowodnié najpierw, ze oba ciagi sa
monotoniczne 1 ograniczone. Zastosowa¢ twierdzenie 5 1 przejS¢ do granicy
w réwnosciach (77).
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20. Dla danych a > b > 0 okresdlimy ciagi

o = a+b by = 2ab
2’ a+b
G = Qn +bn’ 1= 2a,by,
2 an + by

Udowodni¢, ze oba ciagi sa zbiezne do tej samej granicy réwnej v/ ab.
Wskazoéwka. Zbieznos¢ ciagéw 1 réwnos¢ ich granic udowodni¢ podobnie, jak
w zadaniu 19. W celu obliczenia granicy udowodnié¢ najpierw indukcyjnie réwnosé

ap, b, =ab (n € IN).

21*. Udowodni¢ nastepujace rozwiniecia na utamki laricuchowe:

a)  V5=1[2;4,4,4,...]
b.)  V6=1[2;2,4,2,4,...]
c) V7=1[2;1,1,1,4,1,1,1,4,...].

22*. Opierajac sie na zadaniu 21 znalezé dla liczb \/5, \/6, V7 przyblizenia wymierne z

nadmiarem i z niedomiarem z bledem nie przekraczajacy € = i.

23. Niech 1
an = 5 (14 (=1)"*),

1
An:ﬁ(al+a2+"‘+an)-

Pokazac, ze

(78) lim A, = =

n—00

natomiast ciag {a,} nie ma granicy. Poréwna¢ z twierdzeniem 12.
Wskazéwka. W dowodzie (78) wykorzystaé¢ zadanie 4 §1.

24. Obliczy¢ granice

a.) nlgrolo%(l-l—\/_-l-\/_-l- +\/_>

b.) nllﬁlglo%(1+f+\f+ +\F)

c.) nli}rgo%(2+< > (§>3+ +(n;|;1>”)’
I T ]
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25. Obliczy¢ granice ciagéw

1422447

a’n bl
n'n,
nN+214--. 4 n!
b, = )
n!
1+22V/24+---+n2n
Cp = 3
nn+1)(n+2)
dy= = T2 T e ),

nk+1

Wskazowka. Oprze¢ sie na twierdzeniu Stolza. Przy badaniu ciagu {d, } wykorzystaé¢ wzor
dwumianowy Newtona.

26. Znalez¢ granice gérng i dolna, ciagéw

2+ (=1)"n?
Up = ——o
n(3n+1)

bn = (_1)n(1 + %)7

Cn =1+ (=1)"(n - )%

S

27. Udowodnié, ze ciag {a,} o wyrazach dodatnich spehiajacy jeden z warunkéw

(wq) limsup /a, <1,

a
n+1<1

(w2) lim sup
Qn

jest zbiezny do zera.
Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniu 15 i wykorzysta¢ Przyktad 4 §1.

28. Niech {a,} bedzie ciagiem ograniczonym. Udowodnié, ze

A limsupa, dla A>0

li Ady) =
imsup(Aan) { A liminf a,, dla A <0.

29. Zalézmy, ze ciagi {an}, {bn} sa ograniczone i ze zachodzi nieréwnosé
an < by, (s € IN).

Udowodnié, ze
limsup a,, < limsup b,

lim inf a,, < liminfb,,.
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30. Obliczy¢
lim a,

n—>00

jezeli ciag {a,} ma postaé

9 3 g v

co| —
Co|

1
7 4?

=
=
N | =
DN | =
e

Wskazéwka. Najpierw znalezé ogdélny wzér dla wyrazéw parzystych oraz dla wyrazéow
nieparzystych ciagu {a, }, nastepnie wykorzysta¢ Przyklad 13 §1, twierdzenie o podciagach
i zadanie 4 §1.



