§2. Granica funkcji.

VRV

1. Definicja granicy funkcji. Niech f bedzie funkcja okreslona w calym zbiorze liczb
rzeczywistych IR i niech a,g beda dwoma elementami prostej rozszerzonej R, (a wiec
liczbami rzeczywistymi lub elementami ”niewlasciwymi” oo, —00.) Méwimy, ze funkcja f
ma granice g przy T — a, jezeli dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych {x,, } spelniajacego
warunki

(@) rn #a dla n €N,
(B) lim z, =a

n—o0
zachodzi

() lim f(z) =g
Zapisujemy

lim f(z) = g.

W przypadku gdy a € IR, zamiast granica funkcji f przy x — a mozna mowi¢ réwniez
granica funkcji f w punkcie a. Jezeli g = oo lub g = —o0, to méwimy, ze funkcja f ma
granice niewtasciwa przy T — a.

Przykiad 1. Niech a = oo, niech
flx)=2*+3zx—1
i niech {x,} bedzie dowolnym ciagiem spetiajacym warunki («), (8). Oznacza to, ze
(1) Ty — 00,
za$ warunek («) jest spelniony automatycznie, gdyz z zalozenia z,, € IR dla dowolnego
n € IN. Okazemy, ze ciag {f(z,)} jest rozbiezny do co. Niech P bedzie dowolnie ustalona,

liczbg, rzeczywista. Musimy udowodnié, ze mozna dobra¢ N tak, by dla n > N zachodzila
nieréwnosé

(2) f(zy) > P.

7 zalozenia (1) wynika, ze do dowolnie obranej liczby 2 mozna tak dobraé¢ Ny aby spemiony
byt warunek

T, > Q dla n > Ni.

Zakladajac, ze () > 1 mamy stad
2 + 3z, —1>4Q — 1.
Nier6wnos$é (2) bedzie speliona, jezeli obierzemy liczbe @ tak, by
4Q —1> P,

129
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na przyklad mozemy przyjac
1
@ = max(1, ZP +1).
Woéwezas przyjmujac N = N; widzimy, ze nieréwnosé¢ (2) jest spetiona dla n > N, co

koniczy dowdd. Zatem
lim (22 + 3z — 1) = oco.

T—00

Przyklad 2. Niech (rys. 5)

z dla z< -1,
flz)y=<¢ 1 dla |z| <1,
i dla z>1
A
y
-1 0 1 x
[rys. 5]

i niech {z,,} bedzie dowolnym ciagiem rozbieznym do co. Wobec tego do dowolnej liczby
P mozna tak dobra¢ N, by dla n > N zachodzita nieré6wno$cé

T, > P.

Przyjmujac P = 1 mamy zatem dla n > N;

(3) f(n) = —

n

Okazemy, ze ciag (3) jest zbiezny do zera. Niech ¢ bedzie dowolnie obrana, liczba, dodatnia.
Nieréwnosé epsilonowa

1
4 —| <
(@ —l<e
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bedzie speliona, jezeli zalozymy, ze
1
Ty > —,
€

za$ ta ostatnia nieréwnosc zachodzi dla n > Ny, gdzie N3 jest dobrane do liczby P = é
Zatem nier6wnos¢ epsilonowa (4) jest speiona dla n > max(Ny, N2) a to oznacza, ze

nli)rglo f(zn) =0.
Okazalismy wiec, ze
lim f(x)=0.
Tr—>00

O

Zbadamy teraz granice funkcji f przy x — —oo. Niech {y,} bedzie dowolnym ciagiem
rozbieznym do —oo. Wobec tego do dowolnej liczbu p mozna dobraé N tak, by zachodzila
nieré6wnosé

Yn <P
dla n > N. Zakladajac, ze p < —1 mamy wéwczas dla n > N

f(yn) = yn <,

a to oznacza, ze
lim f(yn) = —o0.

n—oo
Zatem
lim f(z)=—o0.

Tr—r—00

Przyklad 3. Niech (rys. 6)
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o=

—/ 0 R x

Znajdziemy granice funkcji f przy =z — % Niech {z,} bedzie dowolnym ciagiem takim,
7€

[rys. 6]

1 1
lim xnzi, .’L‘nséi dlan € IN.

n—>00

Wobec tego
f(xn) =12z},

i stosujac twierdzenia o dzialaniach na granicach udowodnione dla ciagéw (rozdz. II §1)
stwierdzamy, ze

. 3
A flen) = 7

Zatem 3
lim f(x) = -.
Jim f(x) =

O

Zauwazmy, ze w podanym przykladzie granica funkcji w punkcie z = % nie jest rowna

wartosci funkcji w tym punkcie.

Z definicji granicy funkcji wynika, ze liczba g speliajaca () musi byé niezalezna od
sposobu w jaki obieramy ciag {x, } speliajacy warunki («), (8). Stad prosty sposéb okazy-
wania, ze granica funkcji przy x — a nie istnieje: wystarczy obra¢ dwa ciagi {z/,}, {z},
oba spelniajace («), (8), w taki sposéb, by granice

/

g' = lim f(z,)

n—o0
oraz
g" = lim f(z)
byly rézne.
Przykiad 4. Okazemy, ze nie istnieje
lim cosz.

T—r00
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Przyjmijmy
s
z, =2nm, zI =2nm+ 5
wowczas
lim z;, = lim z = oo,
n—o0 n—o0

oba ciagi spelniaja, wiec warunki (), (8). Natomiast
fl@n) =1, f(z3)=0
zatem ¢’ = 1,9" =0, a wiec ¢’ # g". O

2. Sasiedztwo punktu. Przez sgsiedztwo S(a) punktu a € IR rozumiemy zbiér postaci

S(a) =U(a) \ {a},
gdzie U(a) jest otoczeniem punktu a (por. rozdz.II §1 punkt 8). Jezeli
c<a<d

oraz

U(a) = (¢, d)

to zbiér S(a) mozna zapisa¢ w postaci
S(a) = (¢,a) U (a,d).
W szczegélnosci obierajac jako otoczenie punktu a jego otoczenie epsilonowe
Ues(a)=(a—¢€,a+¢)
(gdzie € jest ustalona liczba dodatnia) otrzymujemy sasiedztwo epsilonowe
Sc(a) =U.(a)\ {a} =(a—¢€,a) U (a,a+¢).

W przypadku a = oo lub a = —o0 sasiedztwem punktu a nazwiemy kazde jego otoczenie,
czyli

kazdy przedzial (P, o0) gdy a = oo
wzglednie

kazdy przedziat (—oo,p) gdy a = —oc0.

Podajac w poprzednim punkcie definicj¢ granicy funkcji f przy z — a zalozyliSmy,
ze funkcja f jest okreslona w calym zbiorze liczb rzeczywistych. Cazytelnik z latwoscia
zauwazy, ze definicja ta pozostaje poprawna, gdy zalozymy, ze funkcja f jest okreslona
jedynie w pewnym sasiedztwie punktu a € IR .
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Przyklad 5. Zbadamy istnienie granic

(1) }I‘I_I)I(l) sin.—
oraz
. . 1
(ii) lim z sin —
z—0 T
(rys. Ta, 7b).
a) b)

v

[rys. 7]

Obie funkcje sg okreslone dla z # 0 a wigc w szczegdlnosci w zbiorze (—2,0)U (0, 2), ktéry

jest sasiedztwem punktu a = 0.
W przyktadzie (i) przyjmijmy

T, 2
T, =—, Ih=—
nt’ " (dn+ )7

Oba ciagi spehiajg warunki (@), (8) punktu 1 dla a = 0, ale

1 1
sin — =0, sin— =1 (ne€lN),
'/L"n/ x'n‘

wigc granice ciagéw {sin —-} i {sin _;} sa rézne. Wobec tego granica w przykladzie (i) nie

istnieje.

O
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Przechodzac do przyktadu (ii) zalézmy, ze {z,} jest dowolnym ciagiem spehmiajacym
warunki
lim z, =0, =z, #0.

n—00

Poniewaz

o1
|sin—| <1
xn
dla dowolnego n € IN, wiec na mocy twierdzenia 4 rozdz. II §1

lim z,sin — = 0.
n—00 Tn

Zatem

lim zsin — = 0.
z—0 T

O

3. Dzialania na granicach. Twierdzenia o dzialaniach na granicach udowodnione
dla ciagéw w rozdz. II §1 przenosza sie latwo na przypadek granicy funkcji. Zachodzi
mianowicie
Twierdzenie 1. Zaktadamy, zZe funkcje f,g sq okreslone w sasiedztwie punktu a € IR

1 ze majq skornczong granice przy x — a. Wowczas istniejq granice przy x — a funkcyi
f(x) £ g(x) oraz f(x)g(x), przy czym zachodzq réwnosci

(5) Jim (f(2) £ 9(x)) = Jim () + Jim g(z),

(6) lim f(z)g(x) = (lim f(x)) (lim g(x))

Tr—ra Tr—ra Tr—a

Jezeli zatozymy dodatkowo, zZe
lim g(z) # 0,

r—a
to g(x) # 0 w pewnym sqsiedztwie punktu a oraz istnieje granica przy x — a funkcji f(z)

g(z)’
praYy czym

 f(@) lime. f(2)
(7) ) T Tmen, (@)

Twierdzenie 2. Zalozmy, zZe funkcje f,g okreslone w sqsiedztwie punktu a € IRy, spet-
niajq nierownosé
f(z) < g(x)

oraz zZe funkcje te majq skonczone granice przy r — a. Wiowczas

lim f(z) < lim g(z).

r—a

Prawdziwy jest réwniez odpowiednik twierdzenia o trzech ciagach.
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Twierdzenie 3 (o trzech funkcjach). Zaléimy, Ze funkcje f, g, h okreslone w sqsiedz-
twie punktu a € Ry spelniajq w tym sasiedztwie nierownosci

f(z) < g(z) < h(z)

oraz ze

lim f(z) = lim h(z) = G,

T—a r—a

gdzie G jest liczbg rzeczywista. Wowczas

lim g(z) = G.

r—a

Udowodnimy twierdzenie 1 w przypadku ilorazu funkcji. Przypu$émy, ze nie istnieje
sasiedztwo punktu a o ktérym mowa w tezie twierdzenia. Oznacza to, ze w kazdym
sasiedztwie punktu a funkcja g ma miejsca zerowe. Wobec tego istnieje ciag {b,} taki,
ze

1 1
by, #a, a——<b,<a+ —
n n

oraz
g(bn) = 0.

Ciag {b,} czyni zado$¢ warunkom («), (8) punktu 1, zatem

lim g(b,) = lim g(x) # 0,
z—0

n—o0

co przeczy poprzedniej réwnosci. Zatem w pewnym sasiedztwie punktu a funkcja g nie

znika, a wiec iloraz % jest dobrze okreslony.

Réwnosci (5), (6), (7) oraz twierdzenia 2 i 3 otrzymujemy latwo z definicji granicy
funkcji stosujac odpowiednie twierdzenia o ciagach. Szczegoly dowodu pozostawiamy
Czytelnikowi. O

Przyklad 6. Udowodnimy, ze

(8) lim sinz = 0.
z—0

Oprzemy sie na nieréwnosci (39) §1, z ktérej wynika
0 <sinz < z=|z|
dla 0 <z < 5. Przyjmujac y = —x mamy
siny = —sinx,

a stad
—lyl=y <siny <0
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dla —35 <y < 0. Zatem
9) —|z| < sinz < |z|

dla z € (—%,0)U (0, %). Z nier6wnosci (9) otrzymujemy (8) w oparciu o twierdzenie 3. O]

Przyklad 7. Okazemy, ze

(10) lim cosz = 1.

z—0

Z nieréwnosci (41) §1 mamy
1—sinz <cosx <1

dla 0 <z < 5. Wykorzystujac parzystos¢ funkcji cos dostajemy
1 —sin|z| <coszx <1

dla z € (-7, %), a stad juz wynika (10) w oparciu o Przyklad 6 i twierdzenie 3. O
Przyklad 8. Okazemy, ze

(11) lim 200 — 1,
z—0 X
Zauwazmy, ze funkcja
sin x
fw) ==
jest okreslona dla wszystkich x # 0, a wiec w dowolnym sasiedztwie punktu x = 0.
Z nieréwnosci (40) §1 mamy
(12) cosT < ot <1
x

dla 0 < x < 7§, przy tym obie funkcje wystepujace w (12) sa, parzyste, a wigc nie zmieniaja
wartosci po zastapieniu x przez —x. Wobec tego nieréwnosé (12) jest prawdziwa dla
r € (-%,0) U (0,%). Korzystajac z Przykladu 7 i twierdzenia o trzech funkcjach
(twierdzenie 3) otrzymujemy (11). O

4. Definicja Cauchy’ego granicy funkcji.

Twierdzenie 4. Niech f bedzie funkcjq okreslong w sqsiedztwie S punktu a € IR i niech
g bedzie liczba rzeczywistq. Wowczas

(13) lim f(z) =g

Tr—a

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek
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(C) do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé liczbe § > 0 tak, aby dla x spetniajacych
nierownos$é

(14) 0<|zr—al <o
byto
(15) [f(z) —gl <e.

DOWOD. Zalézmy najpierw, ze speliony jest warunek (C) i niech {z,} bedzie dowolnym
ciagiem zawartym w S i speliajacym warunki («), (8) punktu 1. Wéwczas mozemy dobraé
N tak, by dla n > N zachodzila nier6wnosc¢

0<|zp—al<é

a stad na mocy warunku (C)

|f($n) - g| <e
dla n > N, co oznacza, ze
(16) nli)rglo flxn) =9

Udowodnilismy wiec (13).

Okazemy teraz, ze z réwnosci (13) wynika warunek (C). Dowéd przeprowadzimy przez
sprowadzenie do niedorzecznosci. Zalézmy, ze zachodzi (13) ale warunek (C) nie jest
spelniony. Wobec tego istnieje liczba ¢y > 0 taka, ze przy dowolnym obiorze liczby 6 > 0
dla pewnego x5 spetniajacego (14) bedzie zachodzila nieréwnosé przeciwna do (15). Mamy
zatem

0<|zs—al<$§

oraz
|f(z5) — gl > €0

- Todo: S 1 — 5
Przyjmijmy w szczegdlnosci 0 = -(n € IN), x5 = x,,, woéwczas

1
17 0 " — -
(17) <lan —al <~
oraz
(18) |f (@n) — 9] = €o.

Z nieréwnosci (17) wynika na mocy twierdzenia o trzech ciagach, ze ciag {z,} spehia
warunki (a), (8). Wobec zalozenia (13) ciag {f(z,)} musi zatem spelnia¢ warunek () -
ale to jest sprzeczne z nieréwnoscia, (18). Dow6d jest zakoriczony. O
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Podana w punkcie 1 definicja granicy funkcji, oparta na pojeciu granicy ciagu, pochodzi
od E. Heinego! i nosi nazwe definicji Heinego. Podany w twierdzeniu warunek (C) bywa
przyjmowany jako definicja granicy funkcji (zwana definicjq Cauchy’ego). Z twierdzenia 4
wynika ze obie definicje sa réwnowazne.

Przykilad 9. Dla dowolnie ustalonej liczby a > 0

lim o* = 1.
x—0

Zgodnie z twierdzeniem 4 wystarczy udowodnié¢, ze do dowolnie obranego ¢ > 0 mozna
dobraé¢ § > 0 tak, ze dla z € IR z warunku

0<|z|<é
wynika
la® — 1| < e.
Dow6d byt przeprowadzony w §1 (punkt 7, lemat 14). O

Twierdzenie 4 przenosi si¢ na przypadek, gdy a jest elementem niewlasciwym oo lub —oo
wzglednie gdy granica g jet niewlasciwa. Zachodza mianowicie nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 5. Zatozmy, zZe funkcja fjest okreslona dla x > r, gdzie r jest odpowiednio
dobrang liczbg. Wowczas

(i) lim f(z)=9g (9€R)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi warunek
(A4) do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe P tak, by dla x > P zachodzita nieréwnosé

[f(z) —gl <e.

(i) lim f(z) =00
T—r00
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi warunek
(A2) do dowolnej liczby Q mozna dobraé liczbe P tak, by dla © > P zachodzila nierdw-
nosé

flz) > Q.

(iii) lim f(z)=—o0
T—r0oQ
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi warunek
(A3) do dowolnej liczby ¢ mozna dobraé liczbe P tak, by dla x > P zachodzita nieréwnosé

flz) <q
Analogicznie

!Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881), urodzony w Berlinie, profesor na uniwersytetach w Bonn i w
Halle. Zajmowal sie funkcjami zmiennej rzeczywistej i zmiennej zespolonej oraz réwnaniami rézniczkowy-
mi. W 1872 r. podal (niezaleznie od G. Cantora) konstrukcje zbioru liczb rzeczywistych, jako uzupehienia
zbioru liczb wymiernych w zwyklej metryce.
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Twierdzenie 6. Zaléimy, zZe funkcja f(x) jest okreslona dla x < s, gdzie s jest odpowied-
nio dobrane. Wowczas

(i) lim f(z)=g (9€R)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi warunek
(B1) do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe p tak, by dla © < p zachodzila nieréwnosé

f(@) —gl <e.

(i) lm_f()=oc

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(B2) do dowolnej liczby Q mozna dobraé liczbe p tak by dla x < p zachodzita nieréwnosé

flz) > Q.

(i) lim_f(z) = —oo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(B3) do dowolnej liczby ¢ mozna dobraé liczbe p tak, by dla x < p zachodzita nieréwnosé

f(z) <q.
Ponadto zachodzi

Twierdzenie 7. Niech [ bedzie funkcjq okreslong w sgsiedztwie punktu a € R. Wowczas
() lim f(z) = o0
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(D1) do dowolnej liczby QQ mozna dobraé liczbe § > 0 tak, by dla x spetniajacych
nierownosé
0<|zr—al <o

zachodzita nierownosé

fz) > Q;

(ii) lim f(z) = —o0
T—ra
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek
(D3)do dowolnej liczby ¢ mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla x spelniajacych nierdw-
nosé
0<|zr—al <o

zachodzita nierownosé

flz) <q.
Dowody twierdzen 5, 6, 7 przebiegajg podobnie jak dowdd twierdzenia 4, proponujemy
zatem Czytelnikowi samodzielne ich przeprowadzenie. 0

Na zakonczenie zauwazmy, ze twierdzenia 4 - 7 mozna sformutowac krocej w nastepujacej
postaci:
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Twierdzenie 8. Niech a,g € IRy, i niech f bedzie funkcjq okreslong w sqsiedztwie
punktu a. Wowczas

lim f(z) =g

T—a

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(C1) do dowolnego otoczenia U(g) punktu g mozna dobraé sqsiedztwo S(a) punktu a tak,

by
f(z) € U(g)

dla x € S(a).
Przykiad 10. Udowodnimy, ze dla a > 1

(19) wll)rgoa =00

oraz

(20) lim a” =0.
T—>—00

Dla dowodu (19) przyjmijmy
a=1+Db, (b>0)

woéwczas z nieréwnosci Bernoulliego (rozdz. 1 §1 punkt7) mamy
a"=(14+b">1+nb

dla n € IN oraz z wlasnodci funkcji wykladniczej

a® > a"
dla z > n. Wobec tego
a® > Q
dla z > n, gdzie
Q-1
> .
T

Wystarczy zatem w warunku (Aj) twierdzenia 5 przyjaé
—1

Dla dowodu (20) trzeba okazaé, ze do dowolnego € > 0 mozna dobraé tak liczbe p, by dla
x < p zachodzila nier6wnosé

(21) a® < e.

Wystarczy w tym celu zauwazyc¢, ze
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gdzie y = —z. Wobec tego nieréwnos¢ epsilonowa (21) zachodzi, jezeli
(22) a¥ > !
=

Zgodnie z (19) do liczby € > 0 mozna dobraé P. tak, by (22) zachodzila dla y > P-..
Oznacza to, ze (21) zachodzi dla z < —P,, co koniczy dowdd (20). O

5. Granica jednostronna funkcji. Dla ustalonego a € R niech U(a) bedzie otocze-
niem punktu a, za$ S(a) - sasiedztwem punktu a. Przyjmiemy nastepujace definicje:
otoczenie prawostronne punktu a

Ut(a)={z €U(a): z > a},

otoczenie lewostronne punktu a
U (a)={z €U(a):z < a}l,

sasiedztwo prawostronne punktu a
ST(a) ={z € S(a): x> a},

sasiedztwo lewostronne punktu a
S7(a)={zx € S(a):z < a}.

Jezeli w szczegblnosci U(a) = Us(a) oraz S(a) = Ss(a) s odpowiednio otoczeniem

i sgsiedztwem deltowym punktu a, to otoczenie i sasiedztwo deltowe lewo- wzglednie pra-
wostronne latwo okresli¢ przy pomocy nieréwnosci, mianowicie

Uf(a)={z:0<2—a<d}

Us(a)={x:0<a-—z <0},

Sfa)={z:0<z—a<d},
(

S5 (a)={r:0<a—z <0}

Zakladajac, ze funkcja f jest okreslona w sasiedztwie prawostronnym punktu a wprowa-
dzimy definicje granicy prawostronnej. Moéwimy, ze funkcja f ma granice prawostronng
g € Ry przy x — a (lub w punkcie a ), jezeli dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych
{z,} spemiajacego warunki

(ay) zn >a dla nelN,
(B) lim z, =a

n—00

zachodzi
(v) lim f(z,) =g.

n—oo
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Zapisujemy
li =g.
a:—l)I(?-l- f(.'lf) g
Podobnie, zakladajac ze f jest okreslona w sasiedztwie lewostronnym punktu a, definiu-
jemy granice lewostronna. Méwimy, ze f ma granice lewostronng g € Roo przy z — a (lub
w punkcie a), jezeli dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych {x,} speliajacego warunki

(o) z, <a dla né€lN,
(8) lim z, =a

n—00

zachodzi
(7) lim f(xn) =9
n—oo
Zapisujemy
lim f(z)=g.
r—a—
Jezeli g = oo lub g = —o0, to méwimy, ze f ma w punkcie x = a granice prawostronna,

(lewostronna) niewtasciwg. Obie granice, lewostronng, i prawostronna nazywamy granicami
jednostronnymi.

7 podanych definicji widaé, ze jezeli funkcja f ma przy £ — a granice, to ta granica jest
jednoczesnie granicg prawostronng i lewostronng. Twierdzenia sformulowane w punkcie 3
dla granicy funkcji pozostaja prawdziwe dla granic jednostronnych.

Przyklad 11. Niech (rys. 8)

dla >0
osz dla z<0.

8 |

) ={

o
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A
y T
2+
1,

-n Zin -1 ol 77 1 x
—-1F
[rys. 8]

Funkcja f jest okreslona dla z # 0, a wiec w kazdym lewostronnym i w kazdym pra-
wostronnym sasiedztwie punktu x = 0.
Niech {z,} bedzie dowolnym ciagiem spehliajacym warunki

T, =0, 2, >0 dla nelN

i niech P bedzie dowolnie obrana, liczbg rzeczywista. Z definicji granicy ciagu wynika, ze

do liczby € = % mozna tak dobra¢ N, by dla n > N zachodzila nieréwnosé¢

<1
T —.
"TP

Wobec tego
flxy)>P

dla n > N, a to oznacza ze
lim f(z,) = co.

n—0o0
Zatem
i () = o
Natomiast
A =1
jak wynika z przykladu 7. 4

Twierdzenia udowodnione w punkcie 4 przenosza sie latwo na przypadek granicy jed-
nostronnej. Sformulujemy je dla granicy prawostronne;.
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Twierdzenie 9. Zalozmy, Ze funkcja f jest okreslona w prawostronnym sqsiedztwie
punktu a € R. Wowczas

i)  Jim fz)=g (9€R)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(C1) do dowolnego € > 0 mozina dobraé liczbe § > 0 tak, by dla x spetniajgcych
nierownos$é

(23) 0<z—a<$é

byto
[f(@) —gl <&

(i) lim f(z)=oo
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(A}) do dowolnej liczby Q mozna dobraé liczbe § > 0 tak, by dla z spetniajacych
nieréwnosé (23) bylo

f(z) > Q;

i) fim f(z) = —oc
wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek
(By) do dowolnej liczby q mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla x spetniajacych
nierdwnosé (23) byto

flz) <q.

Analogiczne twierdzenie dla granicy lewostronnej otrzymujemy zakladajac, ze funkcja
f jest okreslona w lewostronnym sasiedztwie punktu a i zastepujac nier6wnosé (23) przez

(24) 0<a-z<96

(proponujemy, by Czytelnik sformutowat to twierdzenie dokladnie). Dowody obu twierdzen

przebiegaja, zupelnie podobnie do dowodu twierdzenia 4 i pozostawiamy je Czytelnikowi

jako ¢wiczenie. O
Jako wniosek otrzymujemy

Twierdzenie 10. Niech f bedzie funkcjq okreslong w sqsiedztwie punktu a € IR. Wiow-
czas

lim f(z) =g (9 € Re)

r—a

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
lim f(z)= lim f(z)=g.

r—a+ T—a—
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Przykiad 12. Udowodnimy, ze

1\? 1\?
(25) lim (1 + —> =e= lim (1 + —) .
y—00 Y y——00 Y
Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze niero0wnosé
(26) n<y<n-+l1,

po wykorzystaniu znanych wlasnosci potegi (twierdzenie 3 §1), daje

1 Y
(27) Qp S <1 + _> S bna
Y

gdzie

Poniewaz

oraz .
1 1
() (1)
n n
stosujac twierdzenie o granicy iloczynu otrzymujemy

lim a, = lim b, =e
n—0o0 n—00

(por. rozdz. II §2 punkt 5). Wynika stad, ze do dowolnie ustalonego ¢ > 0 mozna dobraé
N tak, by dla n > N zachodzily nieréwnosci

an > e — ¢, b, <e+e

i w konsekwencji

1 Y
(28) —6<<1+—> —e<e

Yy
dla y speliajacych (26). Zauwazmy, ze nier6wnos¢ (26) jest spetmiona (przy odpowienio
dobranym n > N), jezeli zalozymy, zZe
(29) y>P=[N]+1.

Zatem nier6wnosé¢ (28) zachodzi dla y spelmiajacych (29) - a to oznacza, zgodnie z twierdze-
niem 5, ze prawdziwa jest pierwsza z réwnosci (25). Druga, réwnosé (25) otrzymujemy latwo
z pierwszej. Podstawienie

y=-t
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daje bowiem

skad wynika, ze

a zatem
1 y
lim (1 + —) =e.
Yy——00 Y

Przyklad 13. Opierajac si¢ na réwnosci (25) latwo wykazaé, ze

8 |~

(30) il_I)%(l +x)* =e.
Istotnie, podstawienie
1
y=-
x
daje
) y
lim (1+z)> = lim <1 + —)
z—0+ Yy—>00 Yy
oraz
) y
lim (1+z)= = lim (1-|— —) )
z—0— Y—>—00 Yy
zatem z (25) otrzymujemy
1 1
1 li 1 » = li 1 z =e.
(1) A, (1 +@)s = lim (1+2)> =e
Ostatnia réwnos¢ (31) oznacza, zgodnie z twierdzeniem 10, ze zachodzi (30). O

6. Twierdzenie o zbiezno$ci monotonicznej. Twierdzenie o zbieznosci ciagow
monotonicznych udowodnione w rozdz. II §2 przenosi sie na przypadek granicy funkcji w
nastepujacy sposob:

Twierdzenie 11. Jezeli funkcja f jest monotoniczna i ograniczona w pewnym sqsiedztwie
prawostronnym Sy (lewostronnym S_ ) punktu a € R, to istnieje skoriczona granica

Jim f@) - (Jim f@).

DOWOD. Dla ustalenia uwagi rozwazmy granice prawostronna zakladajac, ze f jest
rosnaca (w pozostatych przypadkach funkcji malejacej wzglednie granicy lewostronnej rozu-
mowanie jest zupelie podobne i nie bedziemy go powtarzac).



148

Ciag {a + %} jest malejacy, wobec tego ciag {f(a + %)} jest réwniez malejacy i ogra-
niczony (przynajmniej poczawszy od n = ng, jezeli a + 1 € S} dla n > ng). Na mocy
twierdzenia 5 rozdz. II §2 istnieje skorniczona granica

, 1
(32) Jm flat o) =09,
przy czym

1
(33) flat )2y

dla n € IN. Niech teraz {z,} bedzie dowolnym ciagiem spemiajacym warunki (ay), (3)
(por. punkt 5). Okazemy, ze

(34) lim f(zn) = g.

n—0o0

Z uwagi na (32), (33) do ustalonej dowolnie liczby ¢ > 0 mozna dobra¢ m € IN tak, by
zachodzila nieré6wnosc¢

1
0< fla+—)—g<e.
m

Z zalozenia () wynika z kolei, ze do liczby m mozna tak dobraé¢ liczbe N, by dla n > N
zachodzita nieréwnogé

1
Ty, < a4+ —.
m

7 ostatnich dwéch nieréwnosci dostajemy

(35) flxn)—g<e

dla n > N. Ponadto przy dowolnie ustalonym n € IN istnieje liczba naturalna r,, taka, ze

1
(36) Tp >0+ —

Tn

- wystarczy w tym celu przyjaé
1
Tn > ;
Tp —a

co jest mozliwe zgodnie z zasada, Archimedesa (twierdzenie 2 rozdz.I §2). Z nieréwnosci
(36) i (33) wynika

f@n) > flat —) > g,

n

zatem

(37) f(zn) —g9 2 0.
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Poréwnujac (35) i (37) widzimy, ze
0< flzn) —g<e

dlan > N, przy czym liczba N jest dobrana do ¢ a to oznacza, ze zachodzi (34). Poniewas,
ciag {z,} byt dowolnym ciagiem spelniajacym warunki («) i (8), wynika stad, ze

Jim f(z) =g.
Przykiad 14. Niech (rys. 9)

z+1 dla x>1,
r dla z<1.

@)= {

v

[rys. 9]

Funkcja f jest rosnaca i ograniczona w zbiorze (0,1) U (1,2), ktéry jest sasiedztwem
punktu z = 1, zatem zgodnie z twierdzeniem 11 ma przy x — 1 granice lewostronng i
prawostronng. Latwo sprawdzic, ze

lim f(z)=2, lim f(z)=1.
z—1+ z—1—
Granice jednostronne nie sa réwne, nie istnieje wiec granica funkcji f przy z — 1. U
7 podanego przyktadu widaé, ze twierdzenie 11 przestaje by¢ prawdziwe, jezeli zamiast o
granicach jednostronnych bedziemy méwili po prostu o granicy funkcji - nawet w przypadku
gdy funkcja ta jest monotoniczna i ograniczona w pewnym sasiedztwie punktu.

Twierdzenie 11 mozna nastepujaco uogdlni¢ na przypadek, gdy a = oo lub a = —o0:
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Twierdzenie 12. Jezeli istnieje liczba P taka, Ze funkcja f jest monotoniczna i ograni-
czona dla x > P (x < —P) to istnieje skoriczona granica

li li )

Jim f(z)  (lim f(z))

DOWOD przebiega podobnie do dowodu twierdzenia 11 i pozostawiamy go Czytelnikowi
jako ¢wiczenie. O

VARV

7. Warunek Cauchy’ego istnienia granicy. W rozdziale II §2 punkt 6 sformutowa-
lismy warunek Cauchy’ego dla ciagéw i udowodniliémy, ze jest on warunkiem koniecznym i
dostatecznym zbieznoéci ciagu. Podamy teraz analogiczny warunek zapewniajacy istnienie
granicy funkcji.

Twierdzenie 13. Niech f bedzie funkcja okreslona w sqsiedztwie punktu a € IR. Na to,
by istniata skonczona granica funkcji f przy x — a, potrzeba i wystarcza, by spelniony byt
warunek

(Cy) do dowolnej liczby € > 0 mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla x,x" spelniajacych
nierownosci

(38) O0<|z—a|<d, 0<|z'—a]<éd
byto
(39) f(z) — f(z)] <e.
DOWOD. Zalézmy ze istnieje
lim f(z) =g,
T—ra

Wobec tego zgodnie z twierdzeniem 4 do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ liczbe § > 0 tak,
by dla z, z’ spemiajacych (38) zachodzily nieréwnosci
€ € € N €
5 <fl@)—9<3, 5 <9 fl@) <3
Dodajac te nieréwnosci stronami dostajemy (39). Zatem warunek (Cy) jest warunkiem
koniecznym istnienia granicy.
Dla dowodu dostatecznosci warunku (Cy) zalézmy, ze jest on spelniony i obierzmy 6 > 0
tak, by nieréwnosé (39) byla speliona z zastapieniem e przez /2. Niech {z,} bedzie
ciagiem spelniajacym warunki

lim z, = a, Tn #a dla n e N,
n—oo

wowczas istnieje liczba N taka, ze dla n, m > N zachodza nieréwnosci

0< |zy —al <46, 0 < |zm —al <4,
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z ktérych wynika, ze

Fn) = Fom)| < 5.

Zatem ciag {f(x,)} spelia warunek Cauchy’ego i na mocy twierdzenia 6 rozdz. II §2 jest
zbiezny. Niech
lim f(z,) =g,
n—>00
wowczas istnieje liczba N7 taka, ze dla n > N; mamy
€

‘f(mn)_g| < 2

Poniewaz
(@) — gl < |f(z) = flzn)| + [f(zn) — gl,
ustalajac n > max(N, Np) i zakladajac, ze

0<|zr—al <o

dostajemy

e €
|f(33)—9|<§‘|‘§—€,

a to oznacza (por twierdzenie 4), ze

lim f(z) = g.
O
Twierdzenie przenosi sie¢ na przypadek a = co lub a = —oc (definicja sasiedztwa punktu
a = 0o, wzglednie a = —oo byla podana w punkcie 2).

Twierdzenie 14. Niech f bedzie funkcjg okreslona dla dostatecznie duzych x. Wowczas
f ma skonczong granice przy r — oo wtedy i tylko wtedy gdy spelniony jest warunek
(Coo) do dowolnego € > 0 istnieje @ takie, Ze dla xz,x' > @ zachodzi nieréwnosé

f(z) = f(a)] <e.

Twierdzenie 15. Niech f bedzie funkcja okreslong dla x < p, gdzie p jest odpowiednio
dobrang liczbg. Wowczas f ma skoriczong granice przy x — —oo wtedy i tylko wtedy gdy
spetniony jest warunek

(C_o0) do dowolnego € > 0 istnieje q takie, ze dla x,z’ < q zachodzi nieréwnosé

[f(z) = f(a)] <e.

Dowody obu twierdzen sa analogiczne do dowodu twierdzenia 13. Proponujemy, aby
Czytelnik przeprowadzil je samodzielnie. 0
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Przykitad 15. Niech
f(z) = cosx.

Wiemy (Przyklad 4), ze funkcja ta nie ma granicy (nawet niewlasciwej) przy x — oo.
Okazemy, ze nie jest speliony warunek (C.,) podany w twierdzeniu 14. Zaprzeczenie
warunku ma postacé

(nie Cwo) istnieje takie eg > 0, ze dla dowolnej liczby @ mozna znalezé liczby zq, rg > Q
tak, by zachodzila nieréwnosé

(40) f(zq) — f(zg)| = €o.

Wystarczy przyjaé
eo=1, =zg=2nm, zg=(2n+1)r,

dobierajac dostatecznie duze n € IN. Wéwczas
coszg =1, coszg=—1,

zatem réznica po lewej stronie (40) wynosi 2. a
Przykiad 16. Niech
1
f(z) =sin— (x #0).
x

Wiemy, (Przyktad 5), ze nie istnieje granica (nawet niewlasciwa) tej funkcji przy x — 0.
Pokazemy, ze nie jest spelniony warunek (Cy) podany w twierdzeniu 13. Zaprzeczenie
warunku ma postacé
(nie Cy) istnieje takie €¢, ze dla dowolnej liczby 6 > 0 mozna znalezé liczby x5, 5 takie,
ze spelnione sa nieréwnosci
lzs| < 8, |zh]<d

oraz

(41) |f (o) = f(z5)| = €o-

Wystarczy przyjaé

2 2
= 1 = " ! =
O BT e T dn+ d)n
dobierajac n tak, by bylo
2
— <9,
(An+ )7
wowczas
sinzs =1, sinzy=—1,

a wiec r6znica po lewej stronie (41) wynosi 2. O
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Przyktad 17. Wiemy, ze (Przyklad 5)

lim zsin — = 0.
z—0 x
Okazemy, ze funkcja
!

) = rsin —

fl@) = wsin -
A
y

[rys. 10]

spelnia warunek (Cy) przy z = 0. Istotnie, z rys. 10 wida¢, ze réznica wartosci funkcji
f w dowolnych dwdch punktach zbioru (—4,0) U (0, §) nie przekracza 20. Zatem dla z, z’
spetniajacych nieréwnosci

lz| <6, |z'|<d

mamy

[f(2) = f(a")| <20

i wystarczy w warunku (Cy) prayjac 0 = 5. O
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Zadania.
1. Przy ustalonym p € IN obliczy¢ granice

c4+z’+- 2P —p

a.) lim ,
z—1 z—1
b.) lim (1+z)(1+2z)---(1+px) — 1.
z—0 T

Wskazéwka. Zauwazy¢, ze obie funkcje sa wielomianami. Zastosowaé¢ twierdzenia o
dzialaniach na granicach, nastepnie wykorzysta¢ zadanie 10 rozdz. I §1.

2. Obliczy¢ granice ciagdéw

2 . T
Up = n°sin —,
n

N SO |
vn—(smg) sm(smﬁ),
2

3
Wy =1 sin2(5).

Wskazowka. Wykorzysta¢ Przyklady 6, 8.

3. Obliczy¢ granice ciagéw

an = (v/3)(1- V),
bn g (\/5)(1_ %).
Wskazéwka. Wykorzystaé¢ Przyklad 9 oraz Przyklady 13, 14 z rozdz. II §1.

4. Udowodnié, ze dla ustalonego k € IN

lim (14 E)" = k.

n—00 n

Wskazéwka. Skorzystaé z Przykladu 13.

5. Zbadacd, czy istniejg granice

a)  lim (¢ [a])
.1 1

b.) il_l)%(g - [ED’

¢)  lim(1-a[-]),
. sinax

d.) il_I)% @ #0

Uwaga. Symbolem [z] oznaczamy funkcje czesé catkowita x (por. rozdz. 1 §2).
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6. Zbadac istnienie nastepujacych granic
a.) opierajac sie na definicji granicy funkcji podanej w punkcie 1,
b.) sprawdzajac, czy spelniony jest warunek Cauchy’ego (twierdzenia 13, 14):

1
(1) il_I}I%) cos —, (ii) mlggo sin 22,
(iii)  lim 2% cos —, (iv) lim —sinz?
z—0 x T—00 I

7. Zbadac¢ istnienie granic jednostronnych w punkcie z = a nastepujacych funkeji

sin(z — 1)

(i) a=1, f(x)= z—1
2¢ dla z <1,

dla = >1,

sin 2z

dla x>0,
.. _ _ €T
(i) a=0, gl)=3 &
dla z <0,
2x

cos(z?) dla =z <0,

—0, h(z)=
(i) o (z) {a:—}—l dla z >0,

(iv) 0 (z) {2”” dla x>0,
1 = =
v e=5 P@ 922 dla z < 0.

Ktéra z tych funkcji ma granice przy x — a?

8. Zakladamy, ze funkcja f (okreslona dla dostatecznie duzych x)
(i) jest ograniczona w kazdym ograniczonym przedziale,
(ii) czyni zado§¢ warunkowi

lim [f(z+1) - f(z)] =g

Tr—>00

gdzie g € IR. Udowodnié, ze wowczas

lim —f(x) =g
T—r00 €T
Wskazéwka. Z warunku (ii) wynika, ze do dowolnie ustalonego ¢ > 0 mozna tak dobra¢
liczbe A, ze
g—e< flz+1)—f(z)<g+e
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dla z > A. Nalezy skorzysta¢ z rownosci

fle)=(fx) = fle-1))+(fle-1)-Fflz=2)+ -+ (flz-—m+1) = flz-—m))+ f(y),

gdzie
m=|[x—A], y=x—m.

Nastepnie zauwazyc¢, ze

lim =1
T—00 I
(dlaczego?).
9. Udowodni¢ twierdzenie sformulowane w zadaniu 8 w przypadku g = oo oraz g = —o0.

Wskazowka. Gdy g = oo, to na mocy zalozenia (ii) do dowolnie obranej liczby P > 0
mozna tak dobraé liczbe A, ze

fle+1)— f(zx) > P

dla x > A. Dalsze rozumowanie przebiega podobnie jak w zadaniu 8. Przypadek g = —o0
mozna rozwazaé bezposrednio lub sprowadzi¢ go do poprzedniego wprowadzajac nowa
funkcje h(z) = —f(x).

10. Poda¢ interpretacje geometryczng twierdzen dowodzonych w zadaniach 8 i 9 oraz
zilustrowac je nastepujacymi przykltadami

(i) f(z)=az+
(ii) f(z)= \f :
(i) ()= e,
1
(iv) f(x)= - sinz + x.
Narysowa¢ wykresy tych funkcji.
Wskazéwka. Zauwazy¢, ze
f(z)

fa+1) - 1) =tga@), 1 = tgp(a)
przy odpowiednim obiorze katéw a(z), B(x).
11. Obliczy¢ granice ciagu

14 14 14
(079 —COS§COS2—2 COS2—n

Wskazéwka. Rozréznié¢ przypadki ¢ = 0 oraz ¢ # 0. Dla ¢ # 0 zastosowaé n-krotnie wzdér

. e’ 1%
Sin @ = 2sin — cos —
2 2
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i wykorzystac¢ przykiad 8.

12.0bliczy¢ granice
. l—cosz
lim ———.
z—0 2
Wskazowka. Wykorzysta¢ przyktad 8.

13. Zbadac, czy istnieje granica g € IR przy r — 0 funkcji
f@)=(1+a)7.
Wskazéwka. Oszacowaé ciag

1
f( - )-
14. Obliczy¢ granice

lim zsin —.
T—00 €T

Wskazéwka. Zastosowaé podstawienie x = % i wykorzysta¢ Przyktad 8.

15. Udowodnié, ze przy ustalonych a > 1, k € IN
X

lim — =
z—00 Tk

(funkcja wykladnicza dazy do oo szybciej, niz dowolna potega = - por. Przyklad 10).
Wskazéwka. Obierzmy dowolnie ciag z, — oo i niech I, = [z,]. Nalezy oszacowaé z dotu
wyrazenie

a®r

(zn)F

przez n-ty wyraz ciagu
(ln)*’
nastepnie skorzysta¢ z zadania 12 rozdz. 11 §2 i oprze¢ si¢ na twierdzeniu 2 rozdz. II §2.

bn

16. Obliczy¢ granice
sinz T +sinz

a.) lim b.) lim

T—00 I m—>ooa:—|—cosa:'

17.Niech
W(Z) = ™ + Ay 12™ " + -+ a1z + ag

bedzie wielomianem stopnia m o wspéilczynniku a,, > 0. Udowodni¢, ze

a.) gﬁlggo w(z) = zgr_noow(a:) =00
dla m parzystego,
b.) wlg{)lo w(z) = oo,mgr_noow(x) = —00
dla m nieparzystego.
w(z)

Wskazéwka. Zbada¢ najpierw granice wyrazenia



