§3. Funkcje ciagle i ich wlasnosci.

o © ©

1. Ciaglos¢ funkcji w punkcie. Niech f bedzie funkcja okreslona w pewnym otocze-
niu punktu a € IR. Méwimy, ze f jest ciagta w punkcie a (lub dla x = a), jezeli spelnione
sa, warunki

(i) istnieje granica lim,_,, f(z) = g € R,

(i) f(a) =g.
Przyklad 1. Wiemy, ze (Przyktad 5 §2)

lim zsin — = 0.
x—0 x

Wobec tego funkcja p okreslona wzorami

() {xsin% dla z #0,
xTr) =
b 0 dla z=0.

jest ciagla w punkcie z = 0. Natomiast funkcja

()_{xsin% dla z #0,
ae) = 1 dla z=0

spelia warunek (i), nie jest jednak ciagla w punkcie z = 0, gdyz nie czyni zado$é¢ wa-
runkowi (ii). Méwimy, ze funkcja ¢ ma w punkcie z = 0 niecigglo$é nieistotng. Latwo
ja usunad, zmieniajac definicje funkcji w punkcie z = 0 tak, by przyjmowala ona w tym
punkcie warto$¢ réwna, granicy. Otrzymujemy woéwcezas funkcje p, ktora jest ciagla dla
z = 0.

Przyklad 2. Wiemy, ze (Przyktad 5 §2) nie istnieje granica

lim sin —.
x—0 x

Wobec tego funkcja
sin% dla x #0,

fc(w):{c dla =0

jest niecigglta w punkcie x = 0 niezaleznie od tego, jak obierzemy liczbe rzeczywista, ¢, gdyz
nie spelnia warunku (i). Méwimy, ze funkcjaf. ma w punkcie z = 0 nieciggto$é istotna.

Poniewaz w §2 wprowadzili§my dwie réwnowazne definicje granicy funkcji (definicje
Heinego i definicje Cauchy’ego), mozemy sformutowaé¢ dwa warunki konieczne i dostateczne

cigglosci funkcji w punkcie a.

158
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Twierdzenie 1. Funkcja f okreslona w otoczeniu punktu a jest ciaggta w tym punkcie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu x, — a

lim f(za) = f(a).

n— 00

Twierdzenie 2. Funkcja f okreslona w otoczeniu punktu a jest ciagta w tym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla x € IR
spetniajgcych nieréwnosé

|z —al <§

zachodzita nierownosé epsilonowa

[f(z) = fla) <e.

Zauwazmy, ze twierdzenie 2 mozna sformulowaé¢ w sposéb réwnowazny nastepujaco

Twierdzenie 3. Funkcja f okreslona w otoczeniu punktu a jest ciagta w tym punkcie
wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdego otoczenia U punktu f(a) mozna dobraé otoczenie V
punktu a tak, by

f(vV)cUuU.

Dowody twierdzen pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

2. Ciaglos¢ jednostronna. Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym pra-
wostronnym otoczeniu punktu a. Méwimy, ze f jest prawostronnie ciggta w punkcie a (lub
dla x = a) jezeli

(iy) istnieje granica prawostronna

Jm f(z) =g+ €R

oraz

(iiy) f(a) = g+

Podobnie okreslamy ciaglo$¢ lewostronna, zakltadajac ze funkcja f jest okreslona w
pewnym lewostronnym otoczeniu punktu a. Méwimy, ze f jest lewostronnie ciaglta w
punkcie a (lub dla x = a), jezeli

(i_) istnieje granica lewostronna

lim f(z)=9- €R

r—a_—

oraz
(i) f(a)=g_.
7 definicji granicy prawostronnej oraz z twierdzenia 9 §2 wynikaja nastepujace warunki
konieczne i dostateczne cigglosci prawostronnej.
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Twierdzenie 4. Funkcja f okreslona w prawostronnym otoczeniu punktu a jest pra-

wostronnie ciaglta w tym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu {x,} spetnia-
jacego warunki

Ty — A, Ty >a

zachodzi

lim f(z,) = f(a).

n—00

Twierdzenie 5. Funkcja f okreslona w prawostronnym otoczeniu punktu a jest pra-
wostronnie cigglta w tym punkcie wtedy @ tylko wtedy, gdy do dowolnego € > 0 mozna
dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla x € IR spelniajacych nieréwnosé

0<z—-—a<d

zachodzita nierownos$é¢ epsilonowa

|f(z) = fla)| <e.

Dowody obu twierdzen pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Proponujemy réw-
niez, by Czytelnik samodzielnie sformutowal analogiczne twierdzenia podajace warunki
konieczne i dostateczne ciaglosci lewostronnej funkcji. U

7 twierdzenia 10 §3 wynika natychmiast

Twierdzenie 6. Funkcja okreslona w otoczeniu punktu a € IR jest w tym punkcie ciggta
wtedy 1 tylko wtedy gdy jest w nim ciqgta prawo- i lewostronnie.

Przyklad 3. Niech (rys. 11)

z dla z <0,

z+1 dla x>0,
r dla z <0,

rz+1 dla x>0,
z dla z <0,
fa(x)=4¢ 2 dla z=0,
r+1 dla z>0.

fi(z) :{
f2(z) ={
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A A A
y ¥ ¥
S /s 54 /3
1 19 1
X’ x’ x’
[rys. 11]

Jak latwo sprawdzié
lim f;j(z)=1, lim fj(z)=0

z—0+ z—0—

dla j = 1,2,3. Z definicji funkcji f; wynika, ze

f1(0) =0, f2(0)=1, f3(0)=2

zatem

f1 jest ciagla lewostronnie dla z = 0,

fo jest ciagla prawostronnie dla x = 0,

f3 nie jest ciagla (nawet jednostronnie) dla z = 0. Jest to punkt nieciaglosci istotnej,
gdyz nie istnieje granica funkcji f3 przy x — 0.

3. Ciaglos¢ funkcji w przedziale. Zal6zmy, ze funkcja f jest okreslona w przedziale
IP = (a,b), gdzie —oo < a < b < co. Méwimy, ze f jest ciggla w przedziale P, jezeli jest
ciaglta w kazdym jego punkcie. Jezeli przedzial IP zawiera jeden ze swoich koncéw tzn.
jest postaci

[a, b], gdzie —o0 < a < b < o0
lub

(a,b], gdzie —0o < a < b < 0
lub

[a,b), gdzie —o0 < a < b < o0
to o funkcji f zaktadamy dodatkowo, ze jest ciaggla prawostronnie w lewym konicu przedziatu
IP wzglednie ciggla lewostronnie w prawym koticu przedziatu IP.

7 twierdzenia 2 wida¢, ze warunek ciagtosci funkcji mozna w sposéb mniej precyzyjny
sformulowaé¢ nastepujaco:

funkcja f jest ciagglta w przedziale IP, jezeli mala zmiana argumentu x € IP powoduje
mala, zmiane wartosci funkcji f(z).

Przykilad 4. Niech

0 dl =0,
f(:l?):{l v

= dla z>0.

T
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Dla dowolnego zop > 0 mamy

funkcja f jest wiec ciagla w przedziale (0, 00). Nie jest natomiast ciaglta w przedziale [0, co)
gdyz

Funkcja f nie ma skonczonej granicy prawostronnej przy xz — 0, nie moze wiec czynié
zados$¢ warunkom (iy), (ii).

4. Dzialania na funkcjach ciaglych i ciagtosé¢ funkcji elementarnych. 7 twier-
dzeni o dzialaniach na granicach (§2) wynika natychmiast

Twierdzenie 7. Zalozmy, zZe funkcje f, g okreslone w otoczeniu punktu a sq ciagte w tym
punkcie. Wowczas

(i) funkcje f + g, f — g oraz fg sq ciagle w punkcie a;

(ii) jezeli g(a) # 0, to funkcja 5 jest ciagta w punkcie a.

Twierdzenie pozostaje stuszne jezeli ciaglo§¢ funkcji zastapimy przez ciaglosé prawo-
(lewo-)stronng. Szczegdlty dowodu pozostawiamy Czytelnikowi. O

W §1 byly wprowadzone przyktady funkcji zwanych umownie funkcjami elementarnymi.
Zbadamy teraz ich ciaglo$c.

Z definicji funkcji ciaglej wynika tatwo, ze funkcja stala f(xz) = ¢ (gdzie ¢ € RR) oraz
funkcja tozsamosciowa f(x) = x sa ciagte w kazdym punkcie zog € IR. W oparciu o
twierdzenie 7 stwierdzamy, ze

1% wielomian jest funkcja ciagta w calym zbiorze liczb rzeczywistych TR,

20 funkcja wymierna jest ciagta w kaidym punkcie nie bedacym miejscem zerowym mi-
anownika.

W szczegblnosci
39 funkcja potegowa o wyktadniku naturalnym

fl@)=2a" (nelN)
jest ciggta w catym zbiorze liczb rzeczywistych IR

oraz
4% funkcja potegowa o wyktadniku catkowitym ujemnym

flg)=2""  (neNN)

jest ciagta wszedzie poza punktem xo = 0.

Przyklad 5. Niech
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Mianownik utamka po prawej stronie ma miejsca zerowe x; = 1 oraz xo = —2, wobec tego
funkcja f jest okreélona i ciagla w zbiorze

D = (—00,-2) U (=2,1) U (1, 00).

Przechodzac do funkcji wykladniczej o podstawie a > 0 mamy dla dowolnie ustalonego
X € R

a® = aaz—woawo’
zatem przyjmujac y = x — o dostajemy (por. §2 Przyktad 9)

lim a® = a®° lim a¥ = a™°.
T—T0 y—0

Wobec tego
59 funkcja wyktadnicza jest ciagla w calym zbiorze liczb rzeczywistych R.

Zbadamy teraz ciggloé¢ funkcji trygonometrycznych. Przyjmujac y = ¢ — x( dla usta-
lonego zp € IR mamy

sinz = sin(y + z¢) = siny cos xg + cos y sin xy,
a stad (por. §2 Przyktady 6,7 )

lim sinz = (coszp) lim siny + sinzg lim cosy =
T—rTo y—0 y—0

= sin xg.

Podobnie
cosz = cos(y + xg) = cos Yy cos Ty — sin y sin
a wiec

lim cosz = (coszp) lim cosy — (sinxp) lim siny =
T—Tq y—0 y—0

= COS Zyp.

Stwierdzamy wiec, ze
69 funkcje sinz, cosx saq ciggle w calym zbiorze liczb rzeczywistych IR
oraz w oparciu o twierdzenie 7
79 funkcja tgx jest ciagta w kazdym punkcie xo € R takim, Ze coszg # 0,
89 funkcja ctgx jest ciagla w kazdym punkcie xo € IR takim, Ze sinzg # 0.

Na zakoniczenie udowodnimy twierdzenie o ciaglosci funkcji zlozonej z funkcji cigglych.

Twierdzenie 8 (o ciaglosci superpozycji). Niech f bedzie funkcjq okreslong w otocze-
niu punktu o € R, zas g funkcjg okreslong w otoczeniu punktu yo = f(xg). Jezeli

(i) f jest ciggta w punkcie xg,

(ii) g jest ciggta w punkcie yg
to funkcja ztoZona
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jest ciggta w punkcie xg.

DOWOD wynika natychmiast z twierdzenia 1. Dla dowolnego ciagu z,, — xp mamy
wobec zalozenia (i)

Yn = f(xn) — Yo,
wobec tego ciag {g(yn)} jest dobrze okreslony przynajmniej dla dostatecznie duzych n. Z
zalozenia (ii) wynika, ze
han) = g(yn) = 9(yo) = h(zo).

Poniewaz ciag {x,} byt dowolnie obrany, udowodnili§my ciagtosé funkcji h w punkcie xg.
U

Przykilad 6. Niech
1

:y2_1

f(z) =sinz,  g(y)

Funkcja f jest ciaglta w kazdym punkcie ¢ € IR, za$ funkcja g jest ciagla w kazdym punkcie
Yo nie bedacym miejscem zerowym mianownika tzn. speiliajacym warunek

yo # 1.

Wobec tego funkcja zlozona

hz) =g9(f(@)) = ———

sin“z —1

. . . . . ’ s 3
jest c1afg1a wszedzie za wyjatkiem punktéw postaciz = § + 2km oraz z = <F + 2kw dla k
catkowitych.

Przyklad 7. Zbadamy cigglos¢ funkcji
f(z) = |z|
(wykres funkcji przedstawiony jest na rys. 12).

A
y

v

[rys. 12]
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Niech a € IR bedzie dowolnie ustalonym punktem. Udowodnimy ciaglosé¢ funkcji f w
punkcie a opierajac si¢ na twierdzeniu 1. Zal6zmy, ze {z,} jest dowolnie obranym ciagiem
zbieznym do a. Wobec tego do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ liczbe N tak, by dlan > N
zachodzita nieréwnos¢

|z, —a| < e.

Poniewaz
|f(zn) = f(a)| = [|zn| = |a]| < |2n — al,

wiec dla n > N zachodzi réwniez nieréwnosc¢

[f(zn) — fla)l <&

a to oznacza, ze

lim f(zn) = f(a),

n—00

co konczy dowdd.
Ciaglos¢ funkcji w punkcie ¢ mozemy réwniez udowodni¢ opierajac sie na twierdzeniu
2 i wykorzystujac nieréwnosé¢

[f(@) = f(a)] = ||z] = |al| < |z~ al,
z ktérej widaé, ze do liczby € > 0 wystarczy dobraé¢ 6 = €. Wowczas z nierdwnosci deltowej
|z —al <9
wynika nier6wnosé epsilonowa dla funkcji
f(z) = f(a)| <e.
Poniewaz punkt a byt dowolnie obrany, funkcja
f(z) = |z|

jest ciagla w calym przedziale (—oo, 00). d

Przyklad 8. Rozwazmy funkcje

f(z) = [z]
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Yy

2+ — o

1F ——0
| | N | | >
-2 -1 O 1 2 3 X

[rys. 13]
ktorej wykres podany jest na rys. 13. Z definicji funkcji cze$é catkowita r wynika, ze
flx)=k dla k<z<k+1

gdzie k jest dowolna, liczba, catkowita. Jezeli zg nie jest liczba, catkowita, to w pewnym jej
otoczeniu f jest funkcja stala, a wiec jest ciagla w punkcie x(y. Zalézmy teraz, ze ro = k.
Jezeli

T, =k, x,>k

to przynajmniej dla dostatecznie duzych n wyrazy ciagu {z,} leza w przedziale [k, k + 1),
zatem

flzn) =k — f(k).
Na podstawie twierdzenia 4 funkcja f jest prawostronnie ciagla w punkcie k. Jezeli nato-
miast obierzemy ciag {x,} tak, by

T, =k, x,<k

to dla dostatecznie duzych n wyrazy ciagu leza w przedziale [k — 1, k) 1 wéwczas

flzy,) =k —1.

Wynika stad, ze
lim f(z)=Fk—1%# f(k).

r—k—

A wiec funkcja f nie jest lewostronnie ciagla w zadnym punkcie catkowitym. O

VARV

5. Jednostajna ciaglos¢ funkcji. Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale IP C IR
i niech zy € IP. Zgodnie z twierdzeniem 2 oznacza to, ze do dowolego € > 0 mozna dobra¢
0 > 0 tak, by dla z € IP speliajacych warunek

(1) |CU—.’130| )
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zachodzila nieréwnosé

(2) f(z) — f(z0)| <e.

Zauwazmy, ze liczba 0 jest dobierana do liczby € przy ustalonym xzg. Jezeli zmieniamy
punkt xg, to by¢ moze przy danym e trzeba bedzie dobra¢ inna, mniejszg liczbe § na to,
aby byta spetniona nieréwnosé epsilonowa (2). ITlustruje to nastepujacy przyktad:

Przykiad 9. Niech
1
f(x):E dla 0<z<1

i niech xzg oraz zo + h beda dwoma punktami przedziatu IP = (0,1]. Wiemy (por.
Przyklad 4), ze funkcja f jest ciagla w przedziale IP. Nier6wnos$é epsilonowa przybiera
postaé

1 1

o .’L'0+h

(3)

‘<z—:.

Jezeli h > 0, to (3) mozna zapisaé w réwnowaznej postaci

h
— < g,
xo(zo + h) €

co daje po prostych przeksztalceniach

zie

4 h<hi=
) ! 1 — xge

(nie zmniejszajac ogblnosci mozemy zatozyé, ze ¢ < 1, wéwczas prawa strona jest liczba,
dodatnia). Jezeli h < 0, to w podobny sposéb przeksztalcajac (3) otrzymujemy

2
€T

5 h| < hy = .
6 <o = 200

Z warunkéw (4), (5) widac¢ ze nieréwnosé¢ (3) bedzie speliona dla z czyniacych zadosé
warunkowi (1) tylko wtedy, gdy obierzemy

5 = min(hl, h2)
czyli

2
__Ex
14 zoe

(6) 0 = d(zo,€)

W przypadku obrania liczby § wiekszej, niz to okresla wzér (6) nieréwnosé epsilonowa dla
funkcji nie bedzie zachodzic.
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Zauwazmy, ze przy ustalonym & > 0

lim 6(zp,e) =0.

xo—0+

Jest to oczywiste, jezeli spojrzymy na rys. 14. Im blizej punktu x = 0, tym szybciej
rosnie funkcja f, tym mniejszy musi wiec by¢ przedzial, na ktérym funkcja osiaga przyrost
nie przekraczajacy danej z gory liczby €. O

Powstaje pytanie, czy dla danej funkcji f ciaglej w przedziale IP mozna dobra¢ do liczby
e liczbe § w sposéb "uniwersalny” tzn. tak, by z nieréwnosci (1) wynikata nieréwnosé (2)
dla dowolnie obranego zo € IP. W przypadku funkcji rozwazanej w przyktadzie 6 jest to
niemozliwe z uwagi na (7). Przyczyna lezy w tym, ze funkcja f(z) = I nie jest ciagla
w przedziale [0,1], a jedynie w przedziale lewostronnie otwartym (0, 1] - por. przyklad 4.
W dalszym ciagu podamy warunki dostateczne, przy ktorych istnieje mozliwos¢ obrania

liczby ¢ zaleznej tylko od € i odpowiedniej dla kazdego punktu z( rozwazanego przedziatu.

Zaczniemy od wprowadzenia definicji. Mowimy, ze funkcja f jest jednostajnie ciggta w
przedziale IP, jezeli do dowolnego € > 0 mozna dobrac liczbe § > 0 tak, by dla dowolnych
z', x" € IP speliajacych nier6wnosé

(8) ' — 2| < §

zachodzila nier6wnos¢ epsilonowa

(9) f(z") = f(@")] <e.

Jednostajna ciaglos¢ oznacza, ze liczba § jest dobrana tylko do liczby e i nie zalezy od

punktéw z’,z”. Méwiac inaczej, przyrost funkcji na odcinku o dlugosci < §, dowolnie
umieszczonym w przedziale IP, nigdy nie przekracza z gory danej liczby e.
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Latwo sprawdzi¢, ze funkcja jednostajnie ciagla w przedziale jest ciagla w kazdym
punkcie tego przedzialu (por. zadanie 20).

Przykitad 10. Niech
1
flx)== dla 0<z<1.
x
Wiemy (por. Przyktady 4, 9), ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu
IP = (0, 1]. Udowodnimy, ze nie jest ona jednostajnie ciagla w tym przedziale. Wystarczy

w tym celu wykazad, ze nie jest spelniony warunek podany w definicji jednostajnej ciaglosci,
co oznacza ze funkcja f ma nastepujaca wlasnosc:

istnieje takie g > 0, Ze przy dowolnym obiorze liczby § > 0 mozna znaleZé punkty x5, xy €
IP takie, ze

|zl — x| < 6
oraz

|f (z5) — f(z5)] = eo.

DOWOD jest prosty. Przyjmujac

1
eo=1, 2/=4, 2'==¢
2
mamy
L D k.7 1 I S
' ! -z - § =7
s s 5 Ts
gdyz z zalozenia punkty x5, 2§ leza, w przedziale (0,1}, zatem musi by¢ § < 1. O

Twierdzenie 9 (Heinego). Funkcja ciggla w przedziale domknietym jest w tym prze-
dziale jednostajgnie ciggta.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Przypusémy,
ze funkcja f ciagla w przedziale IP = [a, b] nie jest w nim jednostajnie ciagla. Zaprzeczenie
warunku jednostajnej ciaglosci oznacza, ze istnieje €y > 0 takie, ze przy dowolnym obiorze
liczby 6 > 0 znajdziemy punkty zf, 2§ € IP, dla ktérych spelnione sa nieréwnosci

(10) |z — 25| < 6
oraz
(11) |f(z5) — f(x5)] = 2e0.

W szczegdlnosci przyjmijmy

Poniewaz

(12) a<z
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ciag {z]} jest ograniczony i na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa (twierdzenie 3
rozdz.Il §2) mozna z niego wyja¢ podciag zbiezny z;,, — ¢, przy czym z (12) wynika, Ze
¢ € [a,b]. Na mocy (10) mamy
|z, — x| < E
n n n
zatem
/ ]' 1 !/
xnk—n—k<xnk<xnk+n—k
a stad wynika, ze réwniez x%k — ¢. Poniewaz funkcja f jest ciagla w pukcie ¢, wiec zgodnie
z twierdzeniem 1

(13) Tim f(a,) = lim [(,) = f(o)

Natomiast z (11) wynika
f(zh,) — f(z5,)| = €0
dla k£ € IN, co przeczy réwnosci (13). O

Zauwazmy, ze w dowodzie korzystaliSmy w sposéb istotny z zalozenia, ze funkcja jest
ciagla w przedziale domknietym [a, b] (a wiec w szczegblnosci wpunkcie ¢). Jezeli pominiemy
to zalozenie, twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe, jak wskazuje Przykiad 10.

o © Q

6. Funkcje ograniczone, kres gorny i dolny funkcji. Moéwimy, ze funkcja f
okreslona na zbiorze D C IR jest w tym zbiorze ograniczona jezeli zbiér f(D) jest ograni-
czony. Réwnowazne sformulowanie brzmi:

funkcja f jest ograniczona w zbiorze D C IR, jezeli istnieje stala A > 0 taka, ze

(14) [f(z)] < A

dla z € D.

Zalézmy, ze f jest funkcja ograniczona w zbiorze D C IR. Wobec tego (por. rozdz. I
§2) zbidér f(D) ma w zbiorze liczb rzeczywistych swdj kres gérny M i kres dolny m. Liczbe
M nazywamy kresem gornym funkcji f na zbiorze D, zapisujemy

M =sup f
D
lub
M = sup f(x).
z€eD

Liczbe m nazywamy kresem dolnym funkcji f na zbiorze D, zapisujemy
= inf
m = in f

lub

m = mlélfo(CE)

Z podanych w rozdz. I §2 warunkéw okreslajacych kres gérny wzglednie dolny zbioru
wynikajg natychmiast
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Twierdzenie 10.
supf =M
D

wtedy 1 tylko wtedy, gdy spelnione sq warunk:
(i) f(z) <M dla z € D,
(ii) do dowolnego € > 0 istnieje x. € D takie, Ze

flze) > M —e.
O
oraz
Twierdzenie 11.
1%f f=m
wtedy 1 tylko wtedy gdy spelnione sq warunki
(i) m < f(z) dlax € D,
(ii) do dowolnego € > 0 istnieje x. € D takie, Ze
m+e > f(ze).
O

Niech w dalszym f bedzie funkcjg okreslona na zbiorze D C IR. Moéwimy, ze f jest
ograniczona z gory (ograniczona z dotu) w zbiorze D, jezeli zbioér f(D) jest ograniczony z
gory (z dotu). Mozna to sformulowaé inaczej w sposéb réwnowazny:

f jest ograniczona z gory w zbiorze D, jezeli istnieje liczba B taka, ze

fz) < B
dla x € D;
f jest ograniczona z dotu w zbiorze D, jezeli istnieje liczba b taka, ze
b< f()
dlaz € D.

7Z rozwazan rozdz. 1 §2 wynika, ze kazda funkcja ograniczona z géry (z dotu) w zbiorze
D posiada na zbiorze D skoriczony kres gérny M (kres dolny m). Jezeli funkcja F nie jest
ograniczona z gory w zbiorze D, to przyjmujemy

sup f = oc.
D

Podobnie - jezeli funkcja f nie jest ograniczona z dolu w zbiorze D, to przyjmujemy

1%ff = —00.

Opierajac sie na twierdzeniu 9 udowodnimy teraz wazna, wlasnos¢ funkcji ciagtych.



172

Twierdzenie 12 (Weierstrassa). Funkcja ciaglta w przedziale domknietym jest w tym
przedziale ograniczona i osigga w nim swoje kresy (gdrny i dolny).

DOWOD. Udowodnimy najpierw

Lemat. Jezeli
sup f = M < oo,
D

to istnieje w zbiorze D ciqg {x,} taki, Ze

(15) lim f(z,) = M.

n—oo

DOWOD LEMATU. Jezeli M € IR, to zgodnie z twierdzeniem 10 do dowolnego n € IN istnieje
xr, € D takie, ze

1
n

a stad na mocy twierdzenia o trzech ciagach wynika (15). Jezeli zas M = oo, to funkcja f
nie jst ograniczona z goéry w zbiorze D. Wobec tego do dowolnego n € IN istnieje z,, € D
takie, ze

flzn) >n

i stad ponownie wynika (15). O
Przechodzac do dowodu twierdzenia 12 zalézmy, ze funkcja f jest ciagla w przedziale
D = [a, b], niech
supf =M < o0
[a,b]

i niech {x,} oznacza ciag, oktérym mowa w lemacie. Ciag ten jest ograniczony, zatem na
mocy twierdzenia Bolzano - Weierstrassa (twierdzenie 4 rozdz. II §2) mozna z niego wyjaé
podciag zbiezny {z,, }. Oznaczajac

lim z,, =g

k— o0

mamy
a<z, <b

i stad po przejsciu do granicy (por twierdzenie 5 rozdz. II §1)
a<g<b.
Poniewaz z zalozenia funkcja f jest ciagla w punkcie g, mamy
limk — oo = f(g).
Z (15) wynika, zgodnie z twierdzeniem o podciagach (twierdzenie 3 rozdz. 11 §2), ze

lim f(zn,) =M

k—o0
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a wiec musi by¢
M = f(g).

Oznacza to, ze M < oo, zatem funkcja f jest ograniczona z géry i osiaga sz6j kres gorny
dla z = g.

Dowéd, ze funkcja f jest ograniczona z dotu i osiaga swoj kres dolny przebiega podobnie
i pozostawiamy go Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

Uwaga. Jezeli funkcja f okreslona w przedziale IP osiaga w nim swdj kres gérny M (kres
dolny m), to liczba ta stanowi jej najwieksza, (najmniejsza) warto$¢ w przedziale IP. W
zwiazku z tym niektérzy autorzy nazywaja, liczbe M maksimum absolutnym (lub globalnym)
funkcji f, za$ liczbe m minimum absolutnym (lub globalnym) funkcji f w przedziale IP.

7. Wilasnos¢ Darboux. Moéwimy, ze funkcja f okreslona w przedziale IP ma w tym
przedziale wlasnosé Darbouz,' jezeli spelniony jest nastepujacy warunek (zwany warunkiem
Darbouz):

(D) jezeli a,b € P, a < b, f(a) # f(b) oraz

fla) <y < f(b) gdy f(a)< f(b)

lub
fb)<y<fla) gdy [f(b)<f(a)

to istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze
y = f(c).

Mowiac mniej precyzyjnie, warunek Darboux oznacza, ze funkcja f przyjmuje kazda,
warto$¢ posrednia miedzy swoimi dwoma réznymi warto$ciami czyli, méwiac inaczej, prze-
chodzi od jednej wartosci do drugiej przez wszystkie wartosci posrednie. Wydaje sie rzeczg
oczywista, ze wlasno$¢ Darboux ma kazda funkcja ciagla, jezeli zauwazymy ze wykres
funkcji ciaglej kojarzy sie nam z linia na plaszczyznie nie majaca zadnych przerw. Istotnie,
zachodzi

Twierdzenie 13 (Bolzano - Cauchy’ego). Funkcja ciggla w przedziale I ma w tym
przedziale wtasnosé Darboux.

DOWOD. Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze f(a) < f(b) (w przeciwnym przypadku dwéd
przebiega podobnie) i niech y bedzie ustalona, liczba, spehiajaca nieréwnosé

fla) <y < f(b).

Nalezy okazaé, ze y jest wartoscig funkcji f w pewnym punkcie przedzialu (a,b). Niech
co bedzie Srodkiem przedziatu Py = [a,b]. Jezeli f(cy) = y, dowdd twierdzenia jest
zakonczony. W przeciwnym wypadku zachodzi jedna z mozliwosci

(i) f(a) <y < f(co) lub (i)  f(co) <y < f(b).

1Jean Gaston Darboux (1842 - 1917), matematyk francuski. Zajmowal sie analiza matematyczna,
geometrig rézniczkows i mechnika, od 1884 r. byt czlonkiem Paryskiej Akademii Nauk.
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Przyjmijmy IP; = [a, cg] w przypadku (i) zas$ IP; = [cg, b] w przypadku (ii) i przeprowadzmy
opisana, konstrukcje zastepujac przedzial Py przez IP1 = [a1,b1]. Jezeli ¢ jest §rodkiem
przedziatlu 1P, oraz f(c1) = y, dowdd jest zakoriczony. Jezeli réwno$é ta nie zachodzi,
mamy znowu dwie mozliwosci

() fla) <y <fler) b (i) fle) <y < [f(b)

W przypadku (i) przyjmujemy Py = [a1,c1], w przypadku (ii) za$ Py = [c1, b1]. Jezeli
powtarzajac opisang konstrukcje otrzymamy punkt c,, dla ktérego f(cn,) = y, dowdd
twierdzenia jest zakonczony. Jezeli za§ warto$¢ y nie jest przujmowana przez funkcje f w
zadnym punkcie ¢, otrzymujemy ciag zstepujacy przedzialéw IP,, = [a,, b,] taki, ze

(16) flan) <y < f(bn).

Na podstawie twierdzenia Ascoliego (twierdzenie 1 rozdz.IT §2) istnieje punkt ¢ nalezacy
do wszystkich przedzialéw IP,,, mamy zatem

(17) an < c<b, (n € IN).

Kazdy z ciagéw {an}, {bn} jest zbiezny jako ciag monotoniczny i ograniczony (por.
twierdzenie 4 rozdz.Il §2). Poniewaz
_b—a

(18) b, — a, = on —0 przy n — oo,

oba ciagi maja, ta sama, granice, zas z (17) wynika, ze granica ta jest liczba c. Korzystajac
z ciaglodci funkcji f dostajemy po przejSciu do granicy w (16)

fle) <y < flo)

czyli f(c) = y. O

Uwaga. Przeprowadzony dowdd podaje jednoczesnie metode przyblizenia rozwiazania
(by¢ moze nie jedynego) réwnania

fl@)=y (y dane).
Oznaczajac bowiem przez c, $rodek przedziatu IP,, mamy

an + by
2

Cp =

i stad

lim ¢, =c.
n—o0

Oszacowanie bledu nie przedstawia trudnosci, bowiem

bn_an

len —c| <
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czyli wobec (18)
b—a
on+1 '

len — ¢ <

Jak juz wspomnieli§my, wlasnoé¢ Darboux kojarzy nam sie z pojeciem funkcji, ktérej
wykres stanowi linie ciagla na plaszczyznie. Z udowodnionego twierdzenia wynika, ze
ciaglo$¢ funkcji stanowi tu warunek dostateczny. Nie jest to jednak bynajmniej warunek
konieczny, jak wskazuje nastepujacy przyktad.

Przykiad 11. Niech
sini dla z#0,

_ T

f(x)_{o dla z=0.
Funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie ¢ # 0 jako superpozycja funkeji ciaglych (twier-
dzenie 8), nie jest natomiast ciagla w punkcie z = 0, gdyz nie ma w tym punkcie granicy
(por. Przyklad 2 i Przyklad 5 §2). Okazemy, ze mimo to funkcja f ma whasno$é Darboux
w calym przedziale (—o0, 00).

Obierzmy punkty a,b (a < b) tak, by f(a) # f(b). Oczywiscie, jezeli przedzial (a,b)
nie zawiera zera, to warunek (D) wynika z ciaglodci funkcji w kazdym z przedzialéw
(—00,0), (0,00) na mocy twierdzenia 13. Wystarczy zatem rozwazaé przypadek

a<0<hb.

Funkcja sinus jest ciagla w calym zbiorze liczb rzeczywistych, zatem zgodnie z twierdzeniem
13 przyjmuje kazda, warto$¢ z przedziatu [—1, 1] w kazdym przedziale

3
P, = [g + 2k, g + 2kn]

oraz 5 .
7 73
Qk = [7 + 2k7r, 7
gdzie k € IN. Wobec tego rozwazana przez nas funkcja f przyjmuje kazda wartos¢ z
przedzialu [—1,1], gdy y = % przebiega ktorykolwiek z przedzialow IPr, Q, co jest
réwnowazne warunkowi
2 2 2 2

— <zx{—— b —— <z ———.
Uk+3)r = Uk+r © [@dk+s)r == (dk+3)7
Jezeli obierzemy k tak, by zachodzila nieréwnos¢

2
4k + 1)m

+ 2k],

<b

to funkcja f przyjmie w przedziale (a,b) kazda warto$é z przedziatu [—1,1] (nawet nie-
skoniczenie wiele razy). Poniewaz

f(a)7 f(b) € [_17 1]
funkcja przyjmie kazda wartosé¢ posrednia miedzy f(a) i f(b) (por. rys 7a). O

7 twierdzen 12 i 13 wynika jako prosty wniosek
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Twierdzenie 14. Niech f bedzie funkcjq ciagta w przedziale domknietym P i niech m, M
oznaczajq jej kresy, dolny i gorny, na tym przedziale. Wowczas

f(]P) = [m’ M]

DOWOD. Z twierdzenia Weierstrassa (twierdzenie 12) wynika istnienie punktéw 1, z2 €
IP takich, ze
f(x1) =m, f(z2) =M.

Jezeli m < yo < M, to zgodnie z twierdzeniem 13 istnieje punkt zy taki, ze
1 <xog < I
oraz

f (o) = yo-
Zatem funkcja f przyjmuje w przedziale IP kazda, wartos$¢ z przedziatu [m, M|. Oczywiscie
nie moze przyjmowaé wartosci nie nalezacych do tego przedzialu, gdyz

m< f(x) <M

dla z € IP z definicji kreséw. U
Przykiad 12. Niech

rz dla 0<z <1,

2—z dla 1<z<3,
r—4 dla 3<x <4,
4—z dla 4<zx<5b.

[rys. 15]

Jest to funkcja przedziatami liniowa (rys. 15). W kazdym z przedzialéw (0,1), (1,3),
(3,4), (4,5) funkcja f jest ciagla jako funkcja liniowa. Aby wykazaé jej ciaglo$é w calym



177

przedziale [0, 5] wystarczy zbadaé¢ granice jednostronne na koricach wspomnianych prze-
dzialéw. Mamy

Jim f(z) =0=£(0),
i )= Jim f(z) =1=£(1),
Jim f(z) = lim f(@)=—1=f(3),
Jim f(z) = lim f(z) = 0= f(4)
Jim f(z)=—1=f(5)

skad wynika ciagtos¢é w punktach zalamania wykresu. Zatem f jest ciagla w przedziale
domknietym IP = [0, 5]. Z rys.15 widaé, ze

oraz

M=1= (),

funkcja f osiaga wiec w przedziale IP oba swoje kresy - zgodnie z twierdzeniem 12. Zbiér
wartosci funkcji f(IP) czyli rzut wykresu na o$ y-6w jest przedzialem [—1,1] - zgodnie z
twierdzeniem 14.

8. Ciaglosé¢ funkcji odwrotnej. W §1 wprowadziliSmy pojecie funkcji odwrotnej do
funkcji réznowartosciowej. Udowodnimy teraz

Twierdzenie 15 (o ciaglodci funkcji odwrotnej). Jezeli f jest funkcjq ciaglq i Scisle
monotoniczng w przedziale domknietym P = [a,b], to funkcja odwrotna jest ciggta w
przedziale f(IP).

DOWOD. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze funkcja f jest $cisle rosnaca, wéwczas

Niech yo € (f(a), f(b)), zatem
Yo = [f(20)

gdzie a < g < b. Obierzmy dowolnie ciag {y,} zbiezny do yo, wéwczas przynajmniej
dla dostatecznie duzych n wyrazy ciagu leza we wnetrzu przedzialu f(IP). Zgodnie z
twierdzeniem 13 oznacza to, ze

yn:f(xn) (a<a:n <b).

Aby udowodnié ciaglosé funkcji odwrotnej w punkcie yo nalezy wykazaé, ze ciag {x,} jest
zbiezny do xy. Przypusémy, ze tak nie jest. Wobec tego istnieje taka liczba ey > 0, ze przy
dowolnym obiorze liczby k znajdziemy w ciagu wyraz x,, (nr > k), dla ktérego nie jest
spelniona nieréwnos¢ epsilonowa przy € = g¢. Przyjmujac kolejno k£ = 1, 2, .. otrzymujemy
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ciag {z,,} wybrany z ciagu {z,} (por. rozdz. II §2 punkt 3) o tej wlasnosci, ze dla
dowolnego k € IN zachodzi jedna z nieréwnosci

Tn, <To—€o9 lub z,, > zo+€p.
Zgodnie z zalozeniem, ze funkcja f jest SciSle rosnaca, wynika stad dla k € IN
(19) Yoy <Y1 <yo lub yn, > Y2 >y,

gdzie
Y1 = f(xo —€0), Yy = f(xo + €o).

Ciag {yn,} jest ciagiem wybranym z ciagu {y.}, zatem zgodnie z twierdzeniem 2
rozdz. 11 §2 jest zbiezny do yo - co przeczy nieréwnosciom (19).

Udowodnilismy zatem ciaglosé funkcji odwrotnej w kazdym punkcie wewnetrznym prze-
dziatu f(IP). Dowdd prawostronnej ciaglosci w punkcie f(a) i lewostronnej ciaglosci w
punkcie f(b) przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi. O

Zastosujemy twierdzenie 15 do dowodu cigglosci funkeji odwrotnych do funkcji elemen-
tarnych, ktére byly omawiane w §1.
1° Funkcja
f(z) =sinz
jest ciagla i Scisle rosnaca w przedziale IP = [-F, 7], przy czym m = 1, M = 1. Wobec
tego funkcja odwrotna
g(z) = arcsinz

jest okreslona i ciqgla w przedziale [—1,1].

29 Funkcja
f(z) =cosx
jest ciagla i $cisle monotoniczna w przedziale IP = [0, ], przy czym m = —1,M = 1.
Wobec tego funkcja odwrotna
g(z) = arccos x

jest okreslona i ciqgla w przedziale [—1,1].

3% Funkcja
f(z) = tgz

jest ciagla i Scisle rosnaca w przedziale otwartym IP = (-7, %), przy czym

(20) lim tgr=—oo0, lim tgzr = oc.
T——5+ T— 5 —

Opierajac sie na twierdzeniu 13 latwo udowodni¢, ze funkcja tgzr przyjmuje w przedziale
IP kazda wartsé yo € IR. Istotnie, z (20) wynika (por. §2 p. 5) istnienie liczby § > 0 takiej,
ze

tgr <yo dla —g<x<—g+6
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oraz . .
tgr >y dla ——d<z<—.
2 2
Wobec tego
tg(—5 +5) <o <t&(5 — )
a wiec istnieje
e ( . /iy 5)
x _— J— e
0 3 2 2
takie, ze
Yo = tgxo.

Ponadto, twierdzenie 15 zapewnia ciaglos¢ funkcji odwrotnej w punkcie yqy, gdyz funkcja

tgz jest ciagla w przedziale domknigtym [—7 + g, 5= g] Zatem funkcja odwrotna

g(z) = arctgx

jest okreslona i ciggla w przedziale (—o0, 00).

4% Funkcja
f(z) = ctgz

jest ciagla i $cisle malejaca w przedziale otwartym IP = (0, 7), przy czym

lim ctgr = oo, lim ctgr = —o0.
z—0+ T—T—

Rozumujac podobnie, jak w punkcie 3° dowodzimy, ze funkcja ctgz przyjmuje w przedziale
IP kazda wartos¢ yo € IR i ze funkcja odwrotna jest ciagla w punkcie yo. Zatem funkcja
odwrotna

g(x) = arcctgz

jest okreslona i ciggla w przedziale (—oo, 00).

5% W §1 wprowadziliémy funkcje logarytmiczna jako odwrotna do funkcji wykladniczej
f(z) =a".

o podstawie a > 1. Funkcja f jest ciagla i $ci§le rosnaca w przedziale (—oo, 00), przy czym
(por. §2 Przyklad 10)

(21) lim a” =0, lim a® = oo.
Tr——00 Tr—00

Przyjmuje ona kazda warto$¢ dodatnia. Istotnie, z (21) wynika (por. §2 twierdzenia 5, 6),
ze do dowolnej liczby 3¢ > 0 mozna dobraé liczby x1, x5 tak, by

a®* <y, dla z <z
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oraz
a® >y dla x> zs.

Wobec tego
a® b < yp < a2t

i zgodnie z twierdzeniem 13 istnieje
Xg € (371 — 1,1[)2 + 1)

takie, ze
Yo = a™.

Twierdzenie 15 zapewnia ciaglos¢ funkcji odwrotnej w punkcie yo, gdyz funkcja f jest
ciagla w przedziale domknietym [z, — 1, 29 + 1]. Zatem funkcja odwrotna

g(z) =log, =

jest okreslona i ciggla w przedziale (0,00). Wynika stad, ze dodatkowe zalozenie uczynione
w dowodzie twierdzenia 4 §1 nie jest potrzebne.

6° W rozdziale I §2 udowodniliémy istnienie pierwiastka stopnia n z dowolnej liczby
dodatniej. Podamy teraz inny dowdd tego faktu oparty na twierdzeniu 13.
Funkcja potegowa o wykladniku naturalnym

fl@)=2a"  (nelN)

jest ciagla i Scisle rosnaca w przedziale [0, 00). Przyjmujac t = 2 — 1 i stosujac nieréwnosé
Bernoulliego dostajemy dla z > 1

2t =1+t)">1+n(x—1)
skad tatwo otrzymujemy

(22) lim f(z) =00

T—>00

(szczegdly dowodu pozostawiamy Czytelnikowi). Ponadto

f(0) =o.

Z ciaglosci funkcji f w punkcie 2o = 0 oraz z (22) wynika, ze do dowolnie obranej liczby
yo > 0 istnieja, liczby dodatnie x1, x5 takie, ze

0< f(zr)<yo dla 0<z<ua

oraz
flx)>yo dla x> z,.
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Wobec tego
x
F5) <wo < f(222)

i zgodnie z twierdzeniem 13 w przedziale (%, 2z;) istnieje punkt yo taki, ze
Lo = Yo
a to oznacza, ze

To = V/Yo-

Poniewaz funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym [0, 2z5], funkcja odwrotna jest
ciggla w punkcie yq i ciagla prawostronnie w punkcie y = 0. Zatem funkcja odwrotna

jest okreslona i ciggla w przedziale [0, 00).

79 Funkcja potegowa,
f(z) =2z (e € R)

okreslona w przedziale IP = (0, c0) moze by¢ przedstawiona w postaci
f(a:) — ealogm.
Wobec tego funkcja potegowa jest ciagta w przedziale (0,00) na mocy twierdzenia 8 jako
superpozycja funkcji cigglych (logarytmicznej, liniowej i wykladniczej).
Udowodnilismy zatem, ze funkcje elementarne wprowadzone w §1 sg ciagte w przedzia-
tach, w ktorych sg okreslone.

Wréémy jeszeze do twierdzenia 15 o ciaglosci funkcji odwrotnej.

Przyklad 13. Niech (rys. 16)

r dla 0<z <1,
r—1 dla 2<z<3.

@) ={
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A
y
1+ /

| | | >
0 1 2 3 x

[rys. 16]

Funkcja f jest SciSle rosnaca i ciagla w kazdym z przedzialéw [0, 1], (2,3]. Funkcja
odwrotna ma postacé

y dla 0<y<1,
9(y) =
y+1 dla 1<y<2

nie jest wiec ciagla w punkcie y = 1, gdyz

ygr{l+g(y) =2# ygql_g(y) =1,

zatem nie istnieje granica funkcji g przy y — 1. Widzimy wiec, ze funkcja odwrotna do
funkcji f ciaglej moze nie by¢ ciagla, jezeli pominiemy zalozenie (uczynione w twierdzeniu
15), ze f jest rozwazana na przedziale. W naszym przykladzie nieciaglo$é funkcji odwrotnej
wynika z faktu, ze funkcja f jest rozwazana na sumie przedziatéw [0, 1] U (2, 3].

9. Wykresy funkcji: wykladniczej, logarytmicznej i potegowej. Na zakoriczenie
zestawimy jeszcze raz wlasnosci funkcji wykladniczej, logarytmicznej i potegowej oraz nasz-
kicujemy ich wykresy.

I. Wiemy, ze funkcja wykladnicza

fle)=0a"  (a>1)
jest okreslona na calej osi rzeczywistej, Scisle rosnaca oraz

a’=1.
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a) b)

v

v

y=a (a>1) y=log,x (a>1)

[rys. 17]

Wykres jej podajemy na rys. 17a) (por. wzory (21)).

I1. Funkcja logarytmiczna

f(z) =log, = (a>1)

jest okreslona w przedziale (0, 00) i cisle rosnaca jako odwrotna do funkcji scile rosnacej
(por. §1 twierdzenie 1). Ponadto

(24) ml_l)I(I)1+ log, z = —00
oraz
(25) mlggo log, z = oc.

Aby wykazaé (24) wystarczy, zgodnie z twierdzeniem 9 §2, przy dowolnie obranej liczbie
q € IR przyjal
0 =al,

wowczas
log, z <log,d =gq

dla 0 < z < §. Dla dowodu (25) nalezy oprzeé sie na twierdzeniu 5 §2 i przyja¢ dla dowolnie
obranego @ € R
P = aQ,

wowczas
log, x > log, P = Q
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dla z > P. Z definicji funkcji logarytmicznej wynika, ze
log,1=0.

Wobec tego
log,z<0 dla 0<z<1,

log,z >0 dla z>1.
Wykres funkcji logarytmicznej podany jest na rys. 17b.
Na zakonczenie przypomnimy regute rachunkows,
(26) log, z = (log, b)(logy ) (a,b>1; z > 0)
z ktérej wynika, ze funkcje logarytmiczne o réznych podstawach réznig sie od siebie jedynie
stalym (dodatnim) czynnikiem. Sprawdzenie wzoru (26) pozostawiamy Czytelnikowi.

III. Funkcja potegowa
fz) =
jest okreslona w przedziale (0, 00) i $cisle rosnaca gdy « > 0 oraz Scisle malejaca gdy o < 0.
Ze wzoréw (21), (23), (24), (25) wynika, ze

(i) dla a >0
lim z% =0, lim z% = oo,
z— 0+ T—00
(ii) dlaa < 0
lim =% = oo, lim z% = 0.
x—0+ T—00

Wykres funkcji potegowej podany jest na rysunkach 18 a), 18 b), 18 c).

a) b) ¢)
A A A
y y y
(0] x’ (0] x’ 0] x’
y=x“0<a<l) y=x" (a>1) y=x" (@<0)
[rys. 18]
(VARVIRRV

10. Wilasnosci kresu goérnego i dolnego funkcji. W punkcie 6 wprowadziliSmy
pojecie kresu gérnego i kresu dolnego funkcji, teraz oméwimy dokladniej ich wiasnosci.
Bedziemy zakladali, ze funkcje f, g, F' maja wspoOlng dziedzine D C IR oraz ze sa ograni-
czone w D.
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Twierdzenie 16. Jezeli

(27) f(z) < g(z)
dla x € D to

inf f < i < _
(28) inf f <infg, sup f< sup g

DOWOD opiera si¢ na lemacie, ktéry wynika natychmiast z definicji kresu gérnego i kresu
dolnego.

Lemat. Jezeli
A<F(z)<B

dla z € D, to
A<infF <supF < B.
D D

Przejdzmy do dowodu twierdzenia. Z nieréwnosci (27) wynika, ze kazde ograniczenie
dolne funkcji f jest rowniez ograniczeniem dolnym funkcji g, zatem

i%ff <g(z) dla =ze€ D,

i stad na mocy lematu wynika pierwsza z nieréwnosci (28). Podobnie kazde ograniczenie
gérne funkcji g jest ograniczeniem gérnym funkcji f, stad

f(x) <supg dla z€D
D

i na mocy lematu dostajemy druga, z nieréwnosci (28). O
Twierdzenie 17. Zachodza nieréwnosci
(i) sup(f+g)<supf+supy,
D D D
iy S g,
(ii) 1%f(f +g)> 1%ff + 1%fg
Ponadto, jezeli f(z) >0, g(x) >0 dlax € D, to
(i) sup(fg) < (sup f)(supg),
D D D
i inf > (inf f)(inf g).
(iv) inf(fg) > (inf f)(inf g)
DOWOD. Z definicji kresu gérnego mamy dla x € D

(29) flz) < sup f
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oraz

(30) g(z) < Sup g,

co po dodaniu daje
f(z) +g(z) < Sup f +sup g.

Stosujac lemat otrzymujemy punkt (i). W przypadku f, g nieujemnych mozemy nieréw-
nosci (29), (30) pomnozy¢ stronami, co daje

f(z)g(z) < (s111)p f)(sgp g)

dla z € D, a stad w oparciu o lemat dostajemy (iii). Dowdd punktéw (ii), (iv) przebiega
podobnie, pozostawiamy go Czytelnikowi. Il

Twierdzenie 18. Zachodzaq rownosci
(i) sup(af)=asupf, inf(af)=ainff
D D D D

gdy a >0,
(ii)) sup(af)=c«ainf f, inf(af)=asupf
D D D D

gdy o <0,
(iii) sup(B+ f)=pB+supf, inf(B+f)=p+inff
D D D D

dla dowolnego B € R.
DOWOD. Dla o = 0 réwnosci w punktach (i) i (ii) sa oczywiste. Zalézmy wobec tego,
ze o > 0 i niech
M = sup f.
D
Oznacza to, ze

(31) flx) <M

dla x € D oraz ze do dowolnego € > 0 istnieje punkt z. € D, w ktérym spemiona jest
nieréwnosé

€
(32) flze) > M ——.
Po pomnozeniu (31), (32) przez « stwierdzamy, ze (por. twierdzenie 10)

sup(af) = aM
D
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co daje pierwszg z réwnosci (i). Dowody pozostatych réwnosci sa podobne i pozostawiamy
je Czytelnikowi. O

Zauwazmy, ze nieréwnosci w twierdzeniu 17 nie mozna zastapi¢ przez znak =, jak
wskazuje nastepujacy
Przykiad 14. Niech

r dla 0<z <1,
flx)=< 2—z dla 1<z<2
0 dla pozostatych z € IR.
oraz
r—2 dla 2<zx <3,
gx)=4¢ 4—2z dla 3 <z <4,
0 dla pozostaltych z € IR.

[rys. 19]

Na rys. 19 podane sa wykresy funkcji f (linia ciagla) oraz funkcji ¢ (linia przerywana).
Mamy

sup f = sup g =sup(f +g) =1

R R R

oraz

f(z)g(x) =0

dla z € IR, zatem w punktach (i), (iii) twierdzenia 17 zachodzi ostra nieréwnosé. O
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Zadania.

1. Znalez¢ granice ciagow

an = sin( X/2n2),

2
b, = cos(me™ (1 + %)”),

—1
Cn=tg(gun) gdzie un:7(1+\/3+---+ /5),
d,, = ctg (%nl/”),
1 n +1
T, = lo ,
g2 n+t2
1

"o =n n+1
Vn2 wn:( )3/2‘
n+ 2

Wskazéwka. Wykorzysta¢ ciaggloéé funkcji trygonometrycznych, funkcji logarytmicznej,
wykladniczej i potegowej oraz oprzec¢ si¢ na twierdzeniu 1.

2. Wyrazenie

Gp= a1 -az- - an (a; >0 dla j=1,...,n)
nazywamy Sredniq geometryczng liczb a4, ..., a,. Udowodnié

Twierdzenie o Sredniej geometrycznej. Jezeli ciag {a,} o wyrazach dodatnich jest
zbiezny do granicy a > 0 (byé moze niewtasciwej), to

lim {/a;-a2----- Gy, = a.
n—>00

Wskazéwka. Logarytmujac wyrazenie G,, sprowadzi¢ zagadnienie do twierdzenia o Sredniej
arytmetycznej (rozdz. II §2 twierdzenie 12). Nastepnie wykorzysta¢ wlasnosci funkcji
logarytmicznej i wykladniczej (punkt 8, 9) oraz twierdzenie 1.

3. Obliczy¢
1
lim — Vn!.

n—oo N

Wskazoéwka. Zastosowaé twierdzenie o sredniej geometrycznej (zadanie 2) do ciagu

1

4. Udowodnic¢, ze
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dla dowolnie ustalonego « € IR.
Wskazéwka. Wykorzystaé Przyklad 13 §2 oraz ciaglos§¢ funkcji potegowe;j

f(x) =z

5. Obliczy¢ granice ciagu okreslonego nastepujaco

vi=a>0, vya=0b>0,
Up+1 = /Un—1 -0, dla n>1.

Wskazowka. Najpierw znalezé granice ciagu
u, = logu,

opierajac sie na zadaniu 16 rozdz. II §2. Nastepnie skorzystaé z ciaglosci funkcji wyktad-
nicze]j i oprzec sie na twierdzeniu 1.

6. Funkcje
glx)=log,z (0<a<l)

definiujemy jako funkcje odwrotna do funkcji wykladniczej
f(z) =a”

(podobnie, jak w przypadku a > 1). Udowodnié, ze funkcja g jest okreslona dla dowolnego
z € IR. Narysowac jej wykres.
Wskazéwka. Przeprowadzié¢ rozumowanie podobne jak w przypadku a > 1 (por. punkt 8).

7. Dla funkcji g okre§lonej w zadaniu 6 udowodni¢ twierdzenie 4 §1 oraz zalezno$ci

log, z = —logy /, @,
(1Oga b) : (1Ogb a) = 13
1Oga T = (loga b) (1Ogb '7’.)

dla a,b,z >0, a#1, b#1.
8. Ktére z podanych liczb sa wymierne

log 52, logs V3, log,p2, logs3?

9. Udowodnié, ze

. . x
(@) wli)nolo logz o

(ii) $1_1)Ig)1+$10g.’17 = 0.
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Wskazowka. W punkcie (i) zastosowaé¢ podstawienie
y =logz,

nastepnie wykorzystaé¢ zadanie 15 §2. W punkcie (ii) podstawié¢

1
t=—
x

i wykorzysta¢ punkt (i).
10. Naszkicowa¢ wykres i zbadaé ciagltosé nastepujacych funkcji

a.) f(e)=zlz], b) [f(z)=x—][z],

¢) fl@)=le|+]z+1], d) f(x)zlfm.

11. Poda¢ przyklad funkcji ciaglej g takiej, by funkcja
(33) f(z) =[9()]

byla a.) ciagta, b.) nieciagta. Przy jakich zalozeniach o funkcji g funkcja f okreslona
wzorem (33) jest ciagla?

12. Poda¢ dziedzine i naszkicowa¢ wykres funkcji
f@)=(@-1)"  gl@)=("+1)7""

Czy funkcje te sa ciagle?

13. Poda¢ dziedzineg i zbada¢ ciaglo$é funkcji

a.) f(x) =log(1 + cos®z + sin? z),
b.)  f(z) =log(l - 2z),
c.) f(z)=(1-a%)"e2

14. Naszkicowaé¢ wykres i zbadaé ciagltosé funkcji

|sinl]| dla z#0, —2<z<2

1 dla z=0

cos% dla z #0, —%§x§27r,

2 dla z=0

sin = dlax # +1, —V3<z<V3,
0 dla z=1, z=—1.

SR
b) 1) ={
) fa={
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Czy funkcje te maja wlasnosé Darboux?

15. Niech f, g beda funkcjami ograniczonymi w pewnym otoczeniu punktu a, przy czym f
jest ciagla w punkcie a, zas g jest w tym punkcie nieciggla. Udowodni¢, ze iloczyn fg jest
funkcja ciagla, w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) = 0.

16. Niech f bedzie funkcjs parzysta, g funkcja nieparzysta. Udowodnié, ze
a.) f jet ciagla w zerze wtedy i tylko wtedu gdy jest prawostronnie ciagla w zerze,
b.) g jest ciagla w zerze wtedy i tylko wtedy gdy jest prawostronnie ciagla w zerze.

17. Zbadac ciaglosé funkcji

0 dla z niewymiernych,
flo) = % dla a::g(pE]N, q€ 7)

(zakladamy, ze utamek % jest nieskracalny).
Wskazowka. Wykorzysta¢ zadanie 6 rozdz. I §2 oraz zadanie 21 rozdz. II §1.

18. Niech

flx)=—-n(n+1z+2n+1 dla (n € IN).

1 < <1
m —_
1 - n

n
Udowodnié, ze funkcja f jest ciagla w przedziale (0,1], ale nie jest w tym przedziale
jednostajnie ciagta.

19. Niech

1 1
<zx<— (nelN),

f(z) = —n’z +b, dla 1 -

a.) dobraé stale b, tak, by fukcja f byla ciagla w przedziale (0, 1],
b.) udowodnié, ze przy zadnym obiorze stalych b, funkcja f nie jest jednostajnie ciagla w
tym przedziale.

20. Udowodnié, ze funkcja jednostajnie ciagta w przedziale IP jest ciagla w kazdym punkcie
wewnetrznym tego przedzialu i ma granice jednostronna na jego koticach. Czy stuszne jest
twierdzenie odwrotne?

Wskazéwka. W dowodzie istnienia granicy oprze¢ sie na twierdzeniu 13 §2.

21. Zbadaé jednostajna, ciagltosé nastepujacych funkcji w przedziale (0, 10):

22. Udowodni¢, ze funkcja jednostajnie ciagla w przedziale ograniczonym jest w tym
przedziale ograniczona.
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23. Udowodnié, ze iloczyn dwoch funkcji jednostajnie ciaglych i ograniczonych w przedziale
IP jest funkcja, jednostajnie ciagla,.

24. Niech
f(x)=z, g(z)=sinz.

Udowodnié, ze a.) kazda z funkcji f, g jest jednostajnie ciagla w przedziale (—oo, 00); b.)
iloczyn fg nie jest jednostajnie ciagly w tym przedziale.
Poréwnacé z twierdzeniem sformutowanym w zadaniu 23.
25. Funkcja f jednostajnie ciagla w przedziale (0, 00) spelnia warunek

lim f(na) =0 dla dowolnego a > 0.

n—o0

Udowodnic¢, ze
lim f(x)=0.

T—>00

Wskazoéwka. Skorzystaé z rownosci
f(z) = [f(z) = f(na)] + f(na)

i oszacowac¢ oba skladniki po prawej stronie dla dostatecznie duzych x.
26. Udowodnié¢, ze kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma w zbiorze liczb rzeczywistych
co najmniej jeden pierwiastek.
Wskazéwka. Skorzystaé z zadania 17 §2 i oprzeé sie na twierdzeniu 13.
27. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y spelniajacych warunek

B
istnieje dokladnie jedna liczba a € (—m, 7] taka, ze

r=cosa, Y =sina.

Wskazéwka. Rozwazyé oddzielnie przypadki z = 0, y2 = 1 oraz x2 = 1, y = 0, nastepnie

zalozy¢ kolejno 0 < z < 1 oraz —1 < x < 0 1 oprzec sie na twierdzeniu 13.

28. Dla podanej nizej funkcji f i przedziatu IP znalezé zbiér f(IP). Wynik poréwnaé z
twierdzeniem 14. .
a.) flz)=—3, P=(0,1]

z2’

b.) f(z)=sinz dla 0<z <,
fo)=1,  P=[0,1];

c) f@)=2z dla 0<z<]1,
f=3,  P=I0,1];

d) f(zr)=2% P =[-1,1].
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Naszkicowa¢ wykresy podanych funkcji. Ktére z nich sa, ciagle w przedziale IP 7

29. Podaé¢ przyklad funkcji f, ¢ dla ktérych zachodzi ostra nieré6wno$¢ w punktach
(ii), (iv) twierdzenia 17.

30. Niech .
f(z) = cosz, g(z) = cosz, D =0, 5]

Sprawdzi¢, ze w punktach (i), (iii) twierdzenia 17 zachodzi nieréwnos¢ ostra.

31. Udowodnié, ze funkcja f ciagla i r6znowartosciowa w przedziale [a, b] jest albo Scisle
rosnaca albo Scisle malejaca w tym przedziale.
Wskazowka. Opierajac sie na twierdzeniu 13 udowodnié¢ najpierw, ze dla = € (a, b)
(i) z warunku f(a) < f(b) wynika f(a) < f(z) < f(b),
(ii) z warunku f(a) > f(b) wynika f(a) > f(z) > f(b).
Nastepnie rozwazy¢ punkty
a<z <2’ <b

i powtdrzy¢ przeprowadzone poprzednio rozumowanie.

32. Uogolnié¢ stwierdzenie sformutowane w zadaniu 31 na przypadek dowolnego przedziatu
IP (ograniczonego lub nie).

33. Pokazac¢ na przyktadach, ze zalozenie ciaglosci funkcji jest istotne w zadaniach 31 i 32.

34. Udowodni¢, ze kazda funkcja réznowartosciowa i majaca wiasnosé Darboux w prze-
dziale IP jest w tym przedziale ciagla.

Wskazéwka. Wykazaé, ze dla dowolnego a € IP spelniony jest warunek podany w twierdze-
niu 2.

35. Narysowa¢ wykres i zbadaé ciaglosé funkcji
f(x) = arc sin(sin )

oraz
g(z) = arc sin(cos z).

Wskazowka. Zauwazy¢ najpierw, ze funkcja f jest nieparzysta, funkcja g jest parzysta

oraz ze obie sa, okresowe o okresie 27.

36. Ktoéra z funkcji

przyjmuje wartosc¢

V5 -1 V2 _ V341
Gl 1o T BT
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37. W jakim otoczeniu punktu xy prawdziwa jest nieréwnosé¢ f(z) < M, jezeli

a.) f@)=2*+1, zp=1, M =10;
b.) f(zx)=¢€" xo+0, M=2;
3

c.) f(z)=2sinz, z¢= 5™ M =-1.

38. Niech f bedzie funkcja okreslona w otoczeniu punktu a, ciagla w punkcie a. Udowodni¢,
ze jezeli f(a) # 0, to w pewnym otoczeniu punktu a funkcja f przyjmuje wartosci rézne
od zera i tego samego znaku, co f(a).



