o © ©
§4. Pochodna funkcji.

1. Pochodna i jej interpretacja geometryczna. Niech f bedzie funkcja okreslong
w otoczeniu ustalonego punktu zo € IR. Funkcje

(1) o(h) = f($0+h})l—f($0)

(okreslong dla dostatecznie malych |h| # 0) nazywamy ilorazem rdéznicowym funkcji f w
punkcie xo. Jezeli istnieje granica (by¢é moze niewlasciwa - por. §2 punkt 1) funkcji ¢(h)
przy h — 0, to nazywamy ja pochodna funkcji f w punkcie ro. Oznaczamy

@ Jim (1) = f'(z0)

Przykitad 1. Niech
f(z) =22,

Funkcja f jest okreslona w catym przedziale (—oo, c0). Dla dowolnie ustalonego o mamy

o+ h)? — 23
o) = D=5,

czyli po reduckji w liczniku i wykonaniu dzielenia
o(h) = 2z¢ + h.

Zatem
f'(z0) = lim (2z¢ + k) = 2.
h—0

Przykilad 2. Niech
fl@) == (&+0).

Dla dowolnie ustalonego zg # 0 funkcja ¢(h) jest okreslona dla 0 < |h| < |xo|. Mamy

8|+~

1 1 1
h) = — - —
w(h) h(:vo-i-h To

)7

czyli po sprowadzeniu do wspolnego mianownika i redukcji w liczniku

-1
h)=+———,
o(h) (@0 + 7o
co po przejéciu do granicy daje
-1
/ _
f (370) - 72

195
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Przykitad 3. Niech

o1
Tsin dla z#0
0 dla z=0

i niech xg = 0, wowczas

1
@(h) = sin 7

Wiemy (por. §2 Przyklad 5 (i)), ze nie istnieje granica

lim sin —.
h—0

Wobec tego funkcja f nie ma pochodnej w punkcie xz.

v

[rys. 20]

Przejdziemy teraz do interpretacji geometrycznej pochodnej. Poprowadzmy przez punk-
ty Py = (xo, f(x0)) oraz P, = (zo+h, f(zo+h)) prosta (zwang sieczng wykresu - rys. 20) i
oznaczmy przez oy, kat miedzy dodatnia, polosia, z-6w a sieczng, Py P tzn. kat, o jaki nalezy
obrécié dodatnia pétos z-6w, aby przyjeta polozenie réwnolegle do siecznej (przypominamy,
ze kat ap ma miare dodatnia, gdy obracamy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek
zegara oraz miare ujemng, gdy obrot jest zgodny z ruchem wskazéwek zegara - por.
§1 punkt 9). Z tréjkata PyQP, (o przyprostokatnych Py@Q, QP réwnolegltych do osi
uktadu) widaé, ze

o(h) = tgap.

Styczng do wykresu funkcji f w punkcie Py okre$limy jako graniczne polozenie siecznej
PyPy, gdy h — 0. Jezeli przez o oznaczymy kat miedzy dodatnia pélosia z-6w a styczna,
to z (2) wynika, ze

(3) I (zo) = tga.
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Przyklad 4. W przykladzie 1 pokazalismy, ze dla funkcji f(x) = x? i dowolnego o € R

mamy

zatem

Przyklad 5. Niech

wowczas

f,(ﬂfo) = 2.’130.

A
y

v

[rys. 21]

f’(%)=tga=1
_r
o = 4
fz) = |zl
A
y
S(x) = x|
0] x>
[rys. 22]
Ih| {1 dla h >0,
h = — =
wo(h) =5 _1 dla h<o.
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Granica (2) nie istnieje, zatem funkcja f nie ma pochodnej w punkcie g = 0. Z rysunku
(rys. 22) widaé, ze w punkcie (0,0) nie istnieje styczna do wykresu funkcji. Latwo nato-
miast okazaé, ze funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie xzy # 0. Jezeli ¢y > 0, to dla
dostatecznie matych |h| réwniez o + h > 0, zatem

o(h) = W =1,

jezeli zas xo < 0, to dla dostatecznie makych |h| réwniez 2o + h < 0, a wiec

o(h) = —10 +hh) o

Przechodzac do granicy przy h — 0 mamy wobec tego

f’(:v):{l dla z >0,

-1 dla z <0,

co mozna zapisa¢ krécej

f(z)= |z—‘ dla z #0.

Zauwazmy, ze styczna do wykresu funkcji f w kazdym punkcie (zo, |xo|), gdzie o # 0,
pokrywa sie z wykresem (rys. 22).

Przykilad 6. Niech
vV dla z >0,

f(m):{—\/——as dla <0

v

[rys. 23]
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i niech zyg = 0. Wéweczas

% dla h >0,
p(h) = —
V=R e h<o
—h
zatem 1
p(h) = —F—
VA
a stad

lim o(h) = f(0) = oo.

Funkcja f ma w punkcie 2o = 0 pochodna, nieskoriczona. Wobec (3) mamy

a= -,
2

a wiec styczna do wykresu w punkcie (0,0) jest prostopadla do osi do osi z-6w (rys. 23),
czyli pokrywa sie z osia, y-6w.

Ze zwiazku (3) wynika, ze rdwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xo,yo)
(gdzie yo = f(xp)) ma postaé

(4) y = (z —20)f' (o) + yo
przy zalozeniu, ze istnieje skoriczona pochodna f'(zg).

Oprécz granicy (2) mozemy rozwazaé granice jednostronne funkcji ¢(h) przy h — 0.
Granice lewostronna,

lim () = f’ (o)

h—)wo —

nazywamy pochodnga lewostronna funkcji f w punkcie xo, za$ granice prawostronna,
li h) = f! (z
pim o(h) = f3 (o)

- pochodnq prawostronna funkcji f w punkcie xq.
W przypadku funkcji

f(z) = |z,

rozwazane] w przykladzie 5, pochodna w punkcie 2y = 0 nie istnieje, istnieja natomiast
pochodne jednostronne

fL00)=-1, fi(0)=1.

Funkcja rozwazana w przykladzie 3 nie ma w punkcie xy = 0 zadnej z pochodnych jednos-
tronnych.

7 twierdzenia 10 §2 otrzymujemy natychmiast
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Twierdzenie 1. Funkcja f ma w punkcie xoy € IR pochodnaq

fI(CUO) =gc Roo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
fL(zo) = fi(z0) = 9.

2. Roézniczkowalnosé funkcji. Podobnie jak w poprzednim punkcie zalozymy, ze
funkcja f jest okre$lona w otoczeniu ustalonego punktu zy € IR. Moéwimy, ze funkcja
f jest rdzniczkowalna w punkcie g, jezeli istnieja stala A i funkcja r(h) takie, ze dla
dostatecznie matych |h|

(5) f(zo+ h) = f(xo) + Ah +1(h)
przy czym
(6) lim % —0.

Z réwnosci (5) wynika, ze w przypadku funkcji rézniczkowalnej przyrost jej wartosci
f(@o + h) — f(zo)
moze by¢ zastapiony przez funkcje liniowa przyrostu zmiennej niezaleznej

Ah

z bledem r(h), ktory zgodnie z (6) dazy do zera szybciej niz przyrost h.

Twierdzenie 2. Funkcja [ jest roiniczkowalna w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje skoriczona pochodna f'(xy), przy tym

A= f,(.T,'()).

DOWOD. Jezeli f jest rézniczkowalna w punkcie g, to na mocy (5)

skad wobec (5)
f'(xo) = lim p(h) = A.
h—0

Na odwrét, zatézmy ze istnieje skoriczona pochodna f/(z¢) i niech

r(h) = f(zo+ h) — f(zo) — Ah
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gdzie
A= f,(l'o).
Woéwczas )
r
—— =ph)—A
o = e(h)
a wiec zgodnie z (2) funkcja r(h) spelnia warunek (6). O
Przykitad 7. Niech
f(z) =22
W przyktadzie 1 pokazaliSmy, ze
f'(z0) = 2x0

dla dowolnego zy € IR. Na mocy twierdzenia 2 funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie
Zo, przy czym A = 2xq. Zgodnie z (5)

r(h) = (zo + h)? — z3 — 2hxzy = h?,

a wiec spehiony jest warunek (6). O
Przykitad 8. Niech
1
f(l“):; (z #0).
Zgodnie z przykladem 2
1
f'(zo) = —x—g

dla dowolnego xy # 0, zatem wobec twierdzenia 2 funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie
xo. Z réwnosci (5) wynika, ze dla |h| < |zo|

1 1 h
h, = _— —_— =
r(h) o+ h o +m%
h2
~ 23(zo+ h)’
a wiec
r(h) h 0
h afg(aio + h)
przy h — 0, co oznacza, ze funkcja r(h) spehia (6). O

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xq, to jest w tym punkcie
ciagta.

DOWOD. Z warunku (6) wynika, ze dla dostatecznie matych |h|

r(h)
— 1
h‘<’
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czyli
r(h)| < |Al.
Wobec tego
lim 7(h) =0
h—0

i z réwnodci (5) dostajemy podstawiajac y = zg + h
li = .
Jm f(y) = f(o)
O

Zal6zmy teraz,ze funkcja f jest okreslona w przedziale otwartym IP (ograniczonym lub
nie). Méwimy, ze f jest rézniczkowalna w przedziale IP, jezeli jest rézniczkowalna w kazdym
punkcie tego przedzialu. Zgodnie z twierdzeniem 2 oznacza to, ze dla kazdego zo € IP
istnieje skoriczona pochodna f’(zg).

3. Dzialania na funkcjach rézniczkowalnych. Bedziemy zakladali, ze funkcje f, g
sg, okreslone w pewnym otoczeniu punktu zy € IR.

Twierdzenie 4. Jezeli funkcje f,g saq rozniczkowalne w punkcie xy oraz c jest stata, to
funkcje
f(@)+g(x), f(2)—g(z), cf (@), f(@)g(z)

sq rowniez rozniczkowalne w punkcie xg, przy czym zachodzq wzory

(7) (f +9) (o) = f'(x0) + ¢'(w0),

(8) (f = 9)(z0) = f'(20) — g’ (20),

(9) (cf) (o) = cf'(w0),

(10) (f9)'(xo) = f'(w0)g(xo) + f(w0)g' (o).

DOWOD. Udowodnimy wzér (10). Mamy

(fg)(wo +h) = (fg)(z0) =
= f(zo + h)[g(xo + h) — g(z0)] + g(z0)[f (z0o + k) — f(z0)]-

Wobec tego iloraz réznicowy dla funkcji fg ma postaé

(f9)(zo + h) = (fg)(x0) _
h
f(@o+h) — f(@o) (zo + h) — g(x0)
h h '

Przechodzac do granicy przy h — 0 i korzystajac z ciaglo$ci funkcji f w punkcie xq
(twierdzenie 3) dostajemy (10).

Dow6d wzoréw (7) i (9) pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Wzdr (8) wynika z
przedstawienia,

9(x0) + f (0 + h)2

po kolejnym zastosowaniu (7) i (9). O
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Twierdzenie 5. Jezeli funkcje f,g sq rézniczkowalne w punkcie xy oraz g(xo) # 0, to

(1) (£) (o = L emlateod = Hznld )

g9 l9(z0)]?

DOWOD. Mamy

1[ L1 ]_lg(mo)—g(xo—i—h)
higlzo+h) g(xo) h glwo+ h)g(wo)

co po przejsciu do granicy przy h — 0 i wykorzystaniu ciggloéci funkcji g w punkcie xg
(twierdzenie 2) daje

L, =)
(,)(x0) .

Stosujac wzér (10) do iloczynu

@ o1
PIRAR)

dostajemy (11). O

~
N—r

Q
—~

Przejdzmy teraz do twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej (superpozycji).

Twierdzenie 6. Zakladamy, Ze

(i) funkcja f jest okreslona w otoczeniu punktu xo € R,

(ii) funkcja g jest okreslona w otoczeniu punktu yo = f(xo),
(iii) f jest rézniczkowalna w punkcie xg,

(iv) g jest rdzniczkowalna w punkcie yq.
Wowczas funkcja

F(z) = g(f(z))
jest rozniczkowalna w punkcie xo, przy tym

(12) F'(z0) = ¢'(y0) f' (o)

DOWOD. Oznaczajac
f(@o +h) — f(zo) = k(h)

mamy wobec rézniczkowalnosci funkcji f

(13) k(h) = hf'(zo) +r1(h),
gdzie
a1 fm, 23 =

Poniewaz f jest ciagla w punkcie o na mocy twierdzenia 3, wiec

(15) lim k(k) = 0.

h—0
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7 zalozenia rozniczkowalnosci funkcji ¢ wynika, ze

F($0+h)—F($0):

(16) =g(yo+ k) — g(yo) = kg’ (yo) + r2(k),
gdzie
- fim g =0

lloraz réznicowy dla funkcji F' mozna, po uwzglednieniu (13), (16) przedstawi¢ w postaci

F(zo+h)— F(x ri(h
(18) ot 1) = F0) _ 1(a) + Mgy + g0,
gdzie
_ r2(k)
Dla k£ = 0 mamy
_200) _
za$ w przypadku gdy k£ # 0
_r2(k) k _ ra(k) f(mo + h) — f(@o)
co zgodnie 7z (15), (17) daje
lim p(h) =0 - f'(zo) = 0.
h—0
Uwzgledniajac (14) dostajemy stad teze po przejsciu do granicy w (18). O

Na zakonczenie udowodnimy twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotne;.

Twierdzenie 7. Niech f bedzie funkcjq ciggla $cisle monotonicznag w otoczeniu punktu
xo 1 rozniczkowalng w punkcie xq, przy czym

f' (o) # 0.
Wéwczas funkcja odwrotna g jest rézniczkowalna w punkcie yo = f(xo) @ zachodzi réwnosé

p 1
(19) g (yO) - fl(xO) :

DOWOD. Zauwazmy przede wszystkim, ze funkcja g jest okreslona w otoczeniu punktu
yo 1 jest w tym punkcie ciggla zgodnie z twierdzeniem 15 §3. Dla dostatecznie malego
k| # 0 przyjmijmy

(20) h = g(yo+ k) — g(%o)-
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Poniewaz g jest funkcja, ré6znowartosciowa, mamy h # 0 i przy tym z (20) wynika, ze
xo+h= g(yo + k),

a wiec
f(xo+h)=yo+ k= f(zo) + k.

Zatem iloraz réznicowy dla funkcji ¢ mozna przedstawi¢ w postaci

(21)

9o + k) — 9(yo) _ h
k f(zo+h)— f(zo)

Prawa strona (21) dazy przy h — 0 do granicy m Wobec tego oznaczajac przez G(k)

lewa, strone (21) stwierdzamy, ze do dowolnie obranego € > 0 mozna dobraé liczbe n > 0
tak, by dla |h| < n zachodzila nieréwnosé

(22) |G()

| <e.

_ 1
f'(wo)

Wobec ciaglosci funkcji ¢ w punkcie yy mozna z kolei do liczby n dobra¢ liczbe § > 0 tak,
by dla |k| < § byla spelniona nieréwnosé

b = |g(yo+ k) — g(yo)| <.

Wobec tego nieréwnosé (22) jest spelniona dla |k| < § a to oznacza, ze

gl(yo) = %I_I)%G(k) = f/(:L_O) :

g

4. Inne oznaczenia pochodnej. Oprécz oznaczenia pochodnej funkcji y = f(x)
wprowadzonego w punkcie 1 uzywane sg oznaczenia

. fe =@y =L =
d Cody  d
:%f(:v):y = a7

Pochodng w punkcie z( zapisujemy przy uzyciu oznaczen (23)

df (z) dy
/ = — | .. = — . .
f (ZL'()) dﬂf ‘.’E—wo d.'L' T=XQ
Dwa ostatnie oznaczenia (23) (pochodzace od G.W. Leibniza') czytamy: df(z) po dz, dy

po dz.

1Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), jeden z twércéw rachunku rézniczkowego i catkowego,
zalozyciel Akademii Nauk w Berlinie. Uczony o wszechstronnych zainteresowaniach i ogromnej erudycji.
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W tak wprowadzonej symbolice wzory rachunkowe podane w twierdzeniach 4, 5 mozna
zapisa¢ nastepujaco:

(7) (y+2) =y +72,
(8") (y—2) =y -2,
(9) (cy) =cy,
(10°) (y2) =y'z + y2,
Yy  Yz—yd
11 Iy 42 I7

ar) Ly =22
jezeli przyjmiemy

= f(z), z=g(w).

W oznaczeniach Leibniza wzory te maja postacé

d(y + 2) _dy  dz

(7”) ] dz - Eliw + Z_x7
—Z z
(8”) (yCCllx ) dg dx,
C
" “o.g
z z
(107) dvz) _ i—iwy%,
d yz_ az
(11”) %(%) — dz z2ydm .

Zapiszemy jeszcze w oznaczeniach Leibniza wzér (12) na pochodna funkcji zlozonej.
Oznaczajac

mamy

dz dz dy

12” — =
(127) dr dy dx

Wreszcie wzor (19) na pochodng funkcji odwrotnej przyjmuje w tych oznaczeniach postaé

dy 1
197 = -
Y

Zauwazmy, ze we wzorach (12”), (19”) symbol Z_Z zachowuje si¢ jak ulamek (co ulatwia
ich zapamietanie i sprawdzenie czy nie popeiliSmy bledu).

5. Pochodne funkcji elementarnych. Podamy teraz wzory rachunkowe pozwalajace
znalezé pochodne funkcji omawianych poprzednio (zwanych umownie funkcjami elemen-
tarnymi). Czynnosé¢ obliczania pochodnej danej funkcji nazywamy rdézniczkowaniem..
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1° Funkcja stala

Iloraz réznicowy

zatem w granicy przy h — 0

(24) & .

29 Funkcja potegowa o wykladniku naturalnym
f(z) =z, (r € R,n € IN).
Udowodnimy metoda, indukcji, ze

d n
(25) ET e,

Dla n =1 iloraz réznicowy ma postac

zatem

f(w) = lim o(h) = 1.

Zakladajac stusznosé wzoru (25) dla n € IN udowodnimy, ze pozostaje on stuszny po
zastapieniu n przez n + 1. Stosujac regule rézniczkowania iloczynu (12”) dostajemy
dz"*t  d(z-2")
dr dx
= 2" +2(nz" ) = (n+1)z"

co konczy dowdd indukcyjny. O

39 Funkcje trygonometryczne

d sinz d coszx
=cosx, —— = —sinz (z € R).
dz ’ dz ( )

(26)

Dla dowodu rozwazmy iloraz réznicowy funkcji sinz

_sin(z+h) —sinz 2 . h h
o(h) = h = sing cos(z + 5)
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Wykorzystujac wzér (11) §2 oraz ciagtosé funkcji cos z mamy

}ILE)% p(h) = cosz,

co daje pierwszy ze wzoréw (26). Dla dowodu drugiego wzoru zapiszemy iloraz réznicowy
funkcji cosx w postaci

_cos(x+h)—cosx 2 . h h
o(h) = . =—sing sin(z + 5)

Wykorzystujac ponownie wzér (11) §2 oraz ciaglosé funkcji sin z otrzymujemy

i o) = i
lim o(h) = —sinz,

czyli drugi ze wzoréw (26). O

Stosujac regute rézniczkowania ilorazu (11”) dostajemy w oparciu o wzory (26)

dtgr  d sinz, cos’z+sin’z dctgr d cosz, —sin’z—cos’w
dr dx'cosz’ cos2 z ’ dr  dz 'sinz’ sin’
czyli
d tgx 1 d ctgx 1
(27) e B -
dz cos? dzx sin® x

4% Funkcja logarytmiczna.
Zaczniemy od logarytmu naturalnego. Iloraz réznicowy ma postac

x+h)—logx
h

log( 1 h=

h) = = —log(1+4 —)~.
o(h) —log(1+ )

Korzystajac ze wzoru (30) §2 oraz z cigglosci logarytmu dostajemy

1 1
lim p(h) = - loge = -

h—0
co daje

dlogx 1
28 = — 0).
(28) BL— (>0)

W przypadku logarytmu o dowolnej podstawie a > 1 korzystamy ze wzoru (26) §3, skad
zgodnie z reguls, (9”)

dlog,z 1

29 =
(29) dzx zloga

(x > 0).
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O

59 Aby obliczyé pochodna funkcji wykladniczej zastosujemy regule rézmiczkowania,
funkcji odwrotnej (19”) i wyniki punktu 4°. Przyjmujac

y=e
mamy
x =logy
i stad
dy
dz =3 =Y
Ty
czyli
d T
(30) dex =e’ (zelR).

Wzér (30) wyraza wazna wlasnos$é funkeji wykladniczej o podstawie e: jest ona identyczna
ze swoja pochodna,
W przypadku funkcji wyktadniczej o dowolnej podstawie a > 1 przyjmijmy

y=a-,
wOWCZzas
r =log,y
i stosujac wzér (29) dostajemy
dy 1
% = dx = leg(l,
dy
czyli
d a”®
31 =a"l € R).
(31) - wloga (e )

Uwaga. Mozna rozwazaé funkcje

g(z) =log, =

o podstawie 0 < a < 1 jako odwrotna, do funkcji wykladniczej

f(z) = a®

(por. zadania 6, 7 §3). Wzory (29), (31) pozostaja, stuszne i w tym przypadku, dowéd
przenosi si¢ bez zmian. Wzér (31) jest prawdziwy réwniez dla a = 1, bowiem funkcja
wykladnicza jest w tym przypadku funkcja stala, wiec jej pochodna jest tozsamosciowo
réwna zeru (por. (24)), zas log1 = 0.
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69 Aby znalezé¢ pochodna funkcji potegowej o dowolnym wykladniku rzeczywistym sko-
rzystamy z przedstawienia
@ = e®1%8% (> ().

Przyjmujac
z=2x% y=alogx

maimy
z=eY,

skad zgodnie z regula, rézniczkowania funkcji ztozonej (127)

dz dz dy y O
—_— = e — =g —
dr dy dx T
czyli po wykonaniu dzielenia
dx®

(32) =az® ' (z>0).

dx

Zauwazmy, ze otrzymany wzor (32) jest uogélnieniem wzoru (25) na przypadek dowolnych
wykladnikéw rzeczywistych.

7% Na zakoficzenie znajdziemy pochodne funkcji odwrotnych do funkcji trygonome-
trycznych. Przyjmujac
y =arcsinz (-1 <z <1)

mamy
x =siny,

a wiec stosujac regule rézniczkowania funkcji odwrotnej (19”) i pierwszy ze wzoréw (26)
otrzymujemy

dy 1
33 — = 0).
(33) iz~ cosy (cosy # 0)
Poniewaz
(34) sin?y +cos’y =1

oraz na mocy definicji funkcji arcsinz kat y lezy w przedziale [—7, 7], ze wzoru (34)
dostajemy

(35) cosy = 4/1 —sin®y = /1 — 2.
Ze wzor6éw (33), (35) wynika, ze

d arcsinz 1
36 = -1 1).
(36) - T (-1<z <)




211
W podobny sposéb, przyjmujac
y =arccosz (—1<z<1)

mamy
T = cos Y,

a wiec stosujac regule (19”7) i drugi ze wzoréw (26)

@_—1

dx siny

Poniewaz y € [0, ] na mocy definicji funkcji arccosz, wiec

siny = /1 —cos2y = V1-— 22,
co daje ostatecznie

-1
(37) d arccosz _ (—1<z<1).

dx V1—1z2

Pozostaje do obliczenia pochodna funkcji

y = arctgr (z € R).

Mamy
T T
=t ——<y< -
r=tgy (-5 <y<g3)
zatem na mocy (19”) i (27)
dy cos?y — cos?y e 1
dx Y cos2y + sin’y 1+ tg2y’
czyli
d arctgz 1
38 = € R).
(38) dz 1+ 22 (= )

Przyklad 9. Obliczmy pochodng funkcji

y=+vzr=z"? (z>0).

Wzér (32) dla a = 1/2 daje
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Przyklad 10. Pochodna, funkcji
1
Y= .’E_n (n € N7 €L ?é O)

mozemy obliczy¢ dwoma sposobami:

a.) dla z > 0 mozna zastosowa¢ wzér (32) dla a = —n, co daje
dy 1 -n
g ="

b.) dla x # 0 mozna zastosowa¢ wzér (11”) na pochodng ilorazu, przyjmujac w nim
y =1, z=z". Dostajemy

dy @) et —n
dz $2n 562" xn—}—l’

czyli to samo, co w punkcie a.).

Przyklad 11. Obliczymy pochodna wielomianu stopnia n
y = apz" + a4 a1+ ay,.

Zastosowanie regut (77) i (97) oraz wzoréw (24), (25) daje

d
@y = naoxn_l —+ (’n, - 1)a1xn_2 +---tap_1.

dz

Pochodna wielomianu stopnia n jest wielomianem stopnia n—1. W szczegd6lnosci pochodna
funkcji liniowej jest funkcja stala (jaki to ma sens geometryczny?).

Przyklad 12. Obliczmy pochodna, funkcji
y=z" (z>0).

Funkcja ta nie jest ani funkcja, wykladnicza (bo ma zmienng podstawe potegi), ani funkcja,
potegowa, (bo wykladnik potegi jest zmienny). Nie mozemy wiec stosowaé wzoréw wypro-
wadzonych poprzednio dla pochodnych tych funkcji. Skorzystamy z przedstawienia

zlogx

y=e

i zastosujemy regule rézniczkowania funkcji zlozonej, oznaczajac
u=zlogz.

Zgodnie 7 regula, (127) mamy

dy dy du
(39) dr ~ du dz’



213

Poniewaz
y=e",
wiec na podstawie (30)
dy w
— =e".
du

Do obliczenia pochodne;j ‘é—"; zastosujemy regute rézniczkowania iloczynu (10”), ktéra daje

du 1
— =logx+2x-— =logz + 1.
dx x

Wobec tego zgodnie z (39)

d
d—y =e"(logz + 1) = z” (logx + 1).
T

Przyklad 13. Postepujac podobnie jak w przyktadzie 12 znajdziemy pochodna, funkcji
(40) y=(sinz)*®*? (0<z<m).

Mamy

— COsT logsinx
czyli po wprowadzeniu oznaczen

u=cosz, w =Ilogsinx
funkcja (40) moze by¢ zapisana w postaci
(41) y=-¢e",

gdzie

Zgodnie z regula, rézniczkowania funkcji ztozonej (12”)

d dy dv
(42) &= dods
przy czym

d
(43) =,
zas
dv du dw

(44) dr d’ Y T

dw
— (= sin z) logsi .
(—sinz) logsinz + (cos x) o
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Pochodng, ‘3—;’ obliczymy ponownie stosujac regule rézniczkowania funkcji ztozone;.

Oznaczajac

t=sinz
mamy
w = logt,
zatem
dw dwdt 1 coS T
45 = gL =7 == .
(45) dzx dt do 17 sinz
Ostatecznie z (44), (45)
(46) do _ —(sinz) logsinz + cos”
de 8 sinx
i na podstawie (42), (43) dostajemy
dy » AU
— = —
dz dx

czyli po uwzglednieniu (41), (46)

dy _ v _
dr ~ Vdz
= (sinz)©3*~ Y (cos? z) — (sin )=+ (log sin z).

Przyklad 14. Obliczy¢ pochodna funkcji

y = arc tgy/z (x> 0).
Oznaczajac

2=z

mamy
Yy = arc tgz

i zgodnie z regula rézniczkowania funkcji zlozonej

dy _dyds_ 11
dr  dzdr 1+ 222z

(por. (38) i przyktad 9). Wracajac do zmiennej x dostajemy

dy _ 1
de  2(1+z)Vz
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Przyklad 15. Obliczy¢ pochodna, funkcji
f(z) = arc sine”.

Zbadamy najpierw dziedzine funkcji f. Funkcja y = arc sinz jest okre§lonadla —1 < z < 1,
wobec tego winna by¢ spelniona nieréwnosc

-1 <e* <1.

Lewa czes¢ tej nieréwnosci jest prawdziwa dla wszystkich z € R (bo e* > 0), natomiast
czes¢ prawa narzuca ograniczenie
z < 0.

Poniewaz pochodna, f'(z¢) okreslilismy przy zalozeniu, ze funkcja f jest okreslona w otocze-
niu punktu zy, bedziemy rézniczkowaé zakladajac r < 0. Oznaczajac

mamy
Yy = arc sinz,

zatem zgodnie z (12”), (30), (36)

dy _dydz 1,
dr  dzdr /1_ 22 ’

czyli po powrocie do zmiennej x

dy e’

Przyklad 16. Obliczy¢ pochodna, funkcji
f(z) = log(log(log z)),
Najpierw znajdziemy dziedzine funkcji f. Oznaczmy
u=logx, v=logu, y=Ilogu.
Funkcja y = f(x) jest okreslona dla v > 0, co narzuca warunek
logu > 0,

czyli
u > 1.
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Ostatnia nieré6wnos¢ jest spetniona dla z > e. Stosujac dwukrotnie regule rézniczkowania

funkcji zlozonej mamy

dy _dydv _dydv do
der  dvdr dvdudz’

zatem zgodnie z (28)

i po powrocie do zmiennej z

dy 1

dr z(log x)(log(log x))

(x >e).

6. Ekstrema funkcji. Niech f bedzie funkcja okreslona w pewnym otoczeniu U

punktu zo € IR. Méwimy, ze f ma
maksimum w punkcie zq, jezeli

flx) < f(zg) dla zeU,

minimum w punkcie g, jezeli

f(x) > f(zog) dla zeU,

maksimum wtasciwe w punkcie xq, jezeli

f(x) < f(zog) dla z €U, z# xo,

minimum wlasciwe w punkcie g, jezeli

f(x) > f(zg) dla z €U, z# xo.

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie z¢ ekstremum (ekstremum wtasciwe), jezeli ma w tym
punkcie maksimum (maksimum wiasciwe) lub minimum (minimum wilasciwe). Punkt z,
nazywamy punktem ekstremalnym, zas warto$¢ f(zg) wartosciq ekstremalng funkcji f.

Uwaga. Niektérzy autorzy uzywaja terminu maksimum (minimum, ekstremum) lokal-
ne dla podkreslenia, ze chodzi tu o zachowanie sie funkcji w pewnym otoczeniu punktu z.
Dla najwiekszej (najmniejszej) wartosci funkcji w calym przedziale, czyli jej kresu gérnego
(dolnego) uzywa sie nazwy maksimum (minimum) absolutne lub maksimum (minimum,)

globalne - por. Uwaga §3 punkt 6.
Przykiad 17. Niech

( Sx
8 —3x
2

(47) fz) =<
r—1
11 — 2z

dla
dla
dla
dla
dla
dla

0<z <1,
1<z <2,
2<x <3,
3 < x <4,
4<z<5H,
5 <z <6.
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v

[rys. 24]

Wykres funkcji f podany jest na rys. 24.
Funkcja f ma maksimum wlaéciwe w punktach z = 1, £ = 4, minimum wlasciwe w punkcie
x = 5, minimum w kazdym punkcie z € [2, 3].
Zauwazmy, ze funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym [0, 6] (proponujemy Czytel-
nikowi sprawdzenie tego faktu w oparciu o wzory (47)), wobec tego zgodnie z twierdzeniem
Weierstrassa (twierdzenie 12 §3) osiaga w tym przedziale swoje kresy dolny m i gérny M.
Jak widaé z rysunku

m=0= f(0), M =6= f(6).
Punkty £ = 0 i £ = 6 nie sa jednak punktami ekstremalnymi, gdyz funkcja f nie jest
okreslona w otoczeniu zadnego z nich.

Przyklad 18. Niech (rys. 25)

sin z dla —%<z<m,

— 3

(48) flx)=¢ 0 dla 7m<z< 3,
sin(z — %) dla 3r<z<In

v

[rys. 25]
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Funkcja f ma maksimum wiasciwe w punkcie ro = 7, minimum w kazdym punkcie
xg € [m, %71'), maksimum w punkcie zg = %71'.

Funkcja f jest ciagla w przedziale domknigtym [—Z, Z%] (proponujemy Czytelnikowi prze-
prowadzenie dowodu), zatem na mocy twierdzenia Weierstrassa (twierdzenie 12 §3) osiaga

w tym przedziale swoje kresy dolny m i gérny M. Mamy

V2 T T T
Kres gorny jest osiagany wewnatrz przedzialu w punkcie zg = 7, ktdry jest jednoczesnie

punktem ekstremalnym. Natomiast kres dolny jest osiagany na koncach przedziatu

_m
4

s
xlz_Za )

a wiec w punktach, ktére nie moga by¢ punktami ekstremalnymi, gdyz funkcja f nie jest
okreslona w otoczeniu zadnego z nich. Zauwazmy, ze gdyby$my nawet rozwazali funkcje
f w wigkszym przedziale przyjmujac na przyklad pierwszy wzér (48) dla —5 < z <,
za$ ostatni wzér (48) dla %71' < x < 2w, to réwniez wtedy punkty z,, xo nie bylyby
punktami ekstremalnymi, gdyz w otoczeniu x; funkcja f bylaby rosnaca, zas w otoczeniu
29 malejaca.

Z podanych przykladéw wida¢, ze nalezy odréznia¢ pojecie kresu funkcji w przedziale
od pojecia ekstremum. Mdéwiac o kresie (gérnym lub dolnym) rozwazamy funkcje w catym
przedziale, natomiast warto$¢ ekstremalna jest pojeciem lokalnym - jest to najwieksza
wzglednie najmniejsza warto$¢ funkcji w pewnym dostatecznie malym otoczeniu punktu
ekstremalnego. Mozemy jedynie sformulowaé twierdzenie wynikajace natychmiast z po-
danych definicji.

Twierdzenie 8. Jezeli funkcja osiqga swdj kres (dolny lub gdrny) w punkcie wewnetrz-
nym przedziatu, to punkt ten jest punktem ekstremalnym.

7. Podstawowe twierdzenia rachunku rézniczkowego.

Twierdzenie 9 (Fermata). 2 Niech f bedzie funkcjq okreslong w otoczeniu punktu xg.
Jezeli f ma w punkcie xy ekstremum i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to

(49) I (zo) = 0.

DOWOD. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze f ma maksimum w punkcie zo. Wéwczas dla
dostatecznie matych |h|

f(@o+h) < f(zo),

2Pierre de Fermat (1601 - 1665), matematyk francuski (z wyksztalcenia byt prawnikiem). Zajmowal sie
teorig liczb i rachunkiem prawdopodobiefistwa, jego idee przyczynily sie do powstania rachunku réznicz-
kowego (stworzonego pét wieku pédzniej przez I. Newtona i G.W. Leibniza). Z jego nazwiskiem zwigzane
jest twierdzenie z teorii liczb ( tzw. Wielkie Twierdzenie Fermata), udowodnione dopiero w 1995 r. przez
A. Wilesa.
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zatem iloraz réznicowy ¢(h) spelnia nieréwnosci

<0 dla h>0,
>0 dla h<O.

(50) o(h) = f($0+h])l—f(ﬂ7o){

7 zalozenia istnieje pochodna
f'(zo) = lim o(h).
h—0

Z nieréwnosci (50) wynika po przejsciu do granicy

f'(z0) <0
i jednoczesnie
f(z0) >0
czyli (49). O
A
y
y =@
0 X, x>

[rys. 26]

Twierdzenie 9 ma prosty sens geometryczny. Jezeli funkcja f ma w punkcie zy ek-
stremum (na rys. 26 maksimum), to styczna do wykresu w punkcie (zg, f(zo)) jest
rownolegla do osi z-6w, a wiec jej wspolczynnik katowy jest réwny zeru - a to wiasnie
wyraza rownosé (49) (por. wzor (3)).

Punkt z¢ speliajacy réwnanie (49) nazywamy punktem stacjonarnym funkcji f. Z
twierdzenia 9 wynika, ze kazdy punkt ekstremalny jest punktem stacjonarnym, ale nie
naodwroét, jak wskazuje nastepujacy

Przykilad 19. Niech
flz)=2* (zeR).

Mamy
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a wiec
7'(0) =0,

Jednakze funkcja f nie ma ekstremum w punkcie z = 0, gdyz jest to funkcja $cisle rosnaca
w calym przedziale (—oo, 00). Widzimy wiec, ze warunek (49) jest warunkiem koniecznym
ale nie dostatecznym dla istnienia ekstremum w punkcie zy.

Twierdzenie 10 (Rolle’a). 3 Niech f bedzie funkcjq ciagla w przedziale domknigtym
[a, b] i rézniczkowalnag wewnatrz tego przedziatu. Jezeli

(51) f(a) = f(b),

to istnieje punkt c € (a,b) taki, Ze

w calym przedziale [a,b], to f jest funkcjg stala i jej pochodna znika w kazdym punkcie
przedziatu (a,b) (por. 1° punkt 5). Zalézmy wobec tego, ze f nie jest funkcja stala,
Przynajmniej jeden z jej kreséw, dolny m lub gérny M, jest wobec tego rézny od A.
Niech dla ustalenia uwagi bedzie M # A, wéwczas M > A z uwagi na (51). Na mocy
twierdzenia Weierstrassa (twierdzenie 12 §3) funkcja f przyjmuje wartos¢ M w pewnym
punkcie ¢ € [a, b], wobec (51) nie moze byé¢ jednak ¢ = a ani ¢ = b. Wobec tego funkcja
f przyjmuje swéj kres gérny w pewnym punkcie ¢ € (a,b), ktéry wobec twierdzenia 8 jest
punktem ekstremalnym, a stad z uwagi na twierdzenie 9 wynika teza.

Dowéd w przypadku gdy m # A przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi
jako ¢wiczenie. O

Twierdzenie 11 (Lagrange’a). * Niech f bedzie funkcjq ciaglta w przedziale domknie-
tym [a,b] i rdiniczkowalng wewnatrz tego przedziatu. Wiwczas istnieje punkt ¢ € (a,b)
taki, ze

(52) fb) = f(a) = (b—a)f'(c)-
Zanim przejdziemy do dowodu podamy ilustracje geometryczna, twierdzenia Lagrange’a.

3Michel Rolle (1652 - 1719), urodzony w Amberg (Francja), od 1685 r. czlonek Paryskiej Akademii
Nauk, zajmowal sie réwnaniami algebraicznymi. Bral udzial w glodnym sporze miedzy zwolennikami
nowych metod (wprowadzonych przez G.W. Leibniza) a sympatykami matematyki dawnej (pochodzacej
od Kartezjusza), do ktérych zaliczal siebie.

4Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), urodzony w Turynie. Samodzielnie zdobyl wyksztalcenie
matematyczne i w 1755 r. zostal profesorem Krélewskiej Szkoly Artylerii w Turynie a nastepnie w
1766 r. profesorem w Berliriskiej Akademii Nauk. Wyktadat réwniez w uczelniach paryskich Ecole Normale
i Ecole Polytechnique. Zajmowal sie analizg matematyczng i mechanika, jego gtéwne dzielo ”Mechanika
analityczna” zostalo opublikowane w 1788 r. Mial wazne wyniki w algebrze i teorii liczb, m.in. rozwinal
teorie ulamkow tancuchowych.



221
Réwnosé (52) mozna przepisaé inaczej w postaci

f(b) - f(a)

(53) b4

= f'(c).

Lewa strona (53) jest wspétczynnikiem katowym siecznej s wykresu funkcji przechodzacej
przez punkty (a, f(a)) oraz (b, f(b), zas prawa strona jest wspdlczynnikiem katowym
stycznej do wykresu w punkcie (c, f(c)) (por. punkt 1, w szczegélnosci wzor (4)). Ze
wzoru (53) wynika, ze proste te sa rownolegte. Twierdzeniu Lagrange’a mozna wiec nadaé
nastepujace sformutowanie geometryczne (por. rys. 27).

A
y y

A

(@)= f(B) [ ff e N s

|

| |

| |

| |

| |

| |

| |

i i

0] a c

[rys. 27] [rys. 28]

Twierdzenie 11°. . Jezeli funkcja jest ciaqgta w przedziale domknietym i rézniczkowalna
w jego wnetrzu, to istnieje wewngtrz przedziatu punkt w ktorym styczna jest rownolegta do
siecznej wykresu.

Zauwazmy, ze twierdzenie Rolle’a jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia
Lagrange’a. W sformulowaniu geometrycznym orzeka ono, ze jezeli sieczna s wykresu
jest réwnolegla do osi z-6w, to istnieje wewnatrz przedzialu punkt, w ktérym styczna jest
réwniez réwnolegla do osi z-6w (rys. 28).

Iloraz po lewej stronie wzoru (53) mozna uwazaé za Srednia warto$é przyrostu funkcji
f w przedziale [a,b]. Twierdzenie Lagrange’a orzeka wiec, ze Srednia warto$é tego przy-
rostu jest rowna wartosci pochodnej funkcji w pewnym, odpowiednio dobranym, punkcie
wewnetrznym przedzialu. Z uwagi na ta interpretacje twierdzenie Lagrange’a bywa réwniez
nazywane twierdzeniem o wartoSci sredniej rachunku rozniczkowego.

DOWOD twierdzenia 11. Dla dowodu zauwazmy, ze réwnanie siecznej s (rys. 27) ma

postac
f(b) — f(a)

e R

y:
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zas funkcja

f(b) — f(a)

9() = F@) — 1) + =2 (- 0)

wyraza odleglo§é (mierzong w kierunku osi y-6w) miedzy prosta s a wykresem funkcji f.
Funkcja g jest ciagla w przedziale [a,b] i rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu jako
suma funkcji f i funkcji liniowej, oprécz tego (por. rys 27)

Funkcja g spelia wiec zalozenia twierdzenia Rolle’a, zatem istnieje punkt ¢ € (a,b) taki,
ze

(54) g'(c)=0.

Mamy
f(b) — f(a)
! _ / _JN") ST
g'(@) = f(x) - =1,
Podstawiajac « = ¢ i korzystajac z (54) dostajemy (52). O

Przyklad 20. Niech (rys. 29)

2 dla 2<g< 1,
fl@)=< 1+22 dla -1<z <1,
3—xz dla 1<z <3.
A
Yy
 — 2,
1
2 -1 0 12 3 x
[rys. 29]

Funkcja f ma maksimum w kazdym punkcie x; spehmiajacym nieréwnos¢ —2 < 1 < —1,
minimum wilasciwe w punkcie xs = 0, maksimum wilasciwe w punkcie z3 = 1.
Ponadto

M= sup f=2, m= inf f=0
[—2,3] (—2,3]
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przy czym
M=f1)=f(x) dla —-2<z<-1,

m = f(3).

Oba kresy, dolny i gérny, sa przyjmowane przez funkcje f w przedziale [—2, 3] zgodnie z
twierdzeniem Weierstrassa (twierdzenie 12 §3) - proponujemy, by Czytelnik udowodnil, ze
zalozenia twierdzenia sa, spelnione tzn. ze funkcja f jest ciagla w tym przedziale. Kres
dolny jest przyjmowany tylko w prawym koncu przedzialu, ktory nie jest punktem ek-
stremalnym. W otoczeniu punktu zs funkcja f jest wielomianem, jest wiec w tym punkcie
rézniczkowalna, przy tym

fl(x) =2z
dla -1 <z <1, a wiec
fl(.’lig) =0
zgodnie z twierdzeniem 9. W punktach x; = —1 oraz z3 = 1 funkcja f nie ma pochodne]

- na rysunku mamy w tych punktach zalamanie wykresu. Istotnie, iloraz réznicowy w
punkcie 1 = —1 ma postac

f(h—=1) = f(-1) 0 dla —-1<h<0,
(p(h) = =

h h—2 dla 0<h<2.
Stad

fL(=1) = lim ¢(h) =0,

h—0—
(= = 1 = —

Fi(=1) = lim o(h) = -2.

W punkcie z; = —1 funkcja f ma skoriczone pochodne jednostronne, sa one jednak rézne,

zatem zgodnie z twierdzeniem 1 nie istnieje pochodna f’(—1). Proponujemy, by Czytelnik
w podobny sposéb wykazal, ze nie istnieje pochodna f'(x3).

Przykiad 21. Niech
f(z)=sinz (0<z<m),
funkcja f jest wiec ciagta w przedziale [0, 7] i rézniczkowalna wewnatrz tego przedziahu,
przy tym f(0) = f(w). Zgodnie z twierdzeniem Rolle’a istnieje punkt ¢ € (0, 7) taki, ze
f'(e) = 0. W naszym przykladzie
f'(z) = cosz,

i _
wigc ¢ = 3.

Przyklad 22. Niech
flz) = z? (x € R),
wowczas

f(z) =2z

i dla dowolnie ustalonych a, b mozna réwnosé (53) zapisaé w postaci

b2 — a?
b—a

= 2¢,
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skad po wykonaniu dzielenia
a+b

c= :
2
Punkt ¢, o ktérym mowa w twierdzeniu Lagrange’a, jest w tym przypadku srodkiem

przedziatu [a, b], niezaleznie od jego polozenia na osi z-6w.

Przykitad 23. Niech

f@)=— (@#0)

Funkcja f jest ciagla i rézniczkowalna w kazdym punkcie x # 0, spelnia wiec zalozenia
twierdzenia Lagrange’a w kazdym przedziale [a, b] nie zawierajacym zera. Mamy

1
T\ —
f (aj) - _Ea
zatem rownosé¢ (53) przyjmuje postaé
11
b~ a_ _ 1
b—a c?’

skad

¢ = Vab.

Liczba ¢, o ktorej mowa w twierdzeniu Lagrange’a, jest wiec Srednig geometryczna, koncow
przedziatlu [a, b].

Przykiad 24. Niech

wowczas

zatem funkcja f spelia zalozenia twierdzenia Lagrange’ a w kazdym przedziale [a, b] za-
wartym w dodatniej pélosi z-6w. ROéwnosé (53) przyjmuje postaé

vb—va 1
b—a 2/’

skad

2

Jak tatwo sprawdzié
a<c<b

zgodnie z twierdzeniem.

Wracajac do twierdzenia Lagrange’a wprowadzimy we wzorze (52) oznaczenia
(55) b—a=h, c=a+0h (0<O<1).

Wowczas twierdzenie Lagrange’a moze by¢ sformutowane nastepujaco:
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Twierdzenie 11”. Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale domknietym [a,a + h] i
rézniczkowalng wewnatrz tego przedziatu. Wowczas istnieje liczba © € (0,1) taka, Ze

(56) f(a+h) — f(a) = hf'(a + OR).
0O

Przyklad 25. W Przykladach 22 - 24 wyliczyliSmy liczbe ¢ wystepujaca we wzorze (52)
jako funkcje koncéw przedziatu [a, b]. Zestawimy te wyniki uzupelniajac je wartoscia, liczby
© wprowadzonej we wzorze (56) (proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie rachunkéw):

b 1
2 G ) 62_7
2 2

f@)= 1 e=Vab, 0= (/alth - )

f(z) ==, c:(\/a+\/5)2’ @ZQW—}_h_%-

S =

Jak widaé, liczba ©, wyznaczajaca polozenie punktu ¢ w przedziale [a, b], zalezy na ogé6t od
polozenia tego przedziatu na osi liczbowej. W podanych przykladach jedynie w przypadku
paraboli y = z? funkcja O(a, h) jest stata, réwna 3.

Twierdzenie Lagrange’a mozna uog6lni¢ nastepujaco:

Twierdzenie 12 (Cauchy’ego). Zaldimy, Ze funkcjef, f1 sq ciagle w przedziale domk-
nietym [a, b] i rdzniczkowalne wewnatrz tego przedziatu, przy czym fi(z) # 0 dla z € (a,b).
Wéwczas istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze

o57) HOESIONINUGC

fr(b) = fr(a)  file)

DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze musi by¢

fi(a) # f1(b).

Gdyby bowiem zachodzila réwnosé, to wobec twierdzenia Rolle’a istnialby punkt ¢ € (a, b)
taki, ze fi(c) = 0 - co przeczy zalozeniom naszego twierdzenia. Wobec tego lewa strona
(57) jest poprawnie okreslona. Jak latwo zauwazy¢, z twierdzenia Cauchy’ego otrzymujemy
twierdzenie Lagrange’a przyjmujac f1(z) = z. Nasuwa to mysl, by w dowodzie wprowadzi¢

funkcje

f(b) = f(a)
f1(b) = f1(a)
ktéra dla f1(x) = = przechodzi w funkcje g rozwazana w dowodzie twierdzenia Lagrange’a.

7 zalozen uczynionych o funkcjach f, fi wynika, ze funkcja g; jest réwniez ciggla w
przedziale [a, b] i rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu. Ponadto

g1(z) = f(2) = F(b) + (1) - f1(®)).



226

Wobec tego funkcja g; spelnia zalozenia twierdzenia Rolle’a, zatem na mocy tego twier-
dzenia istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze

(58) g4 (c) = 0.
Poniewaz
! _ /x_f(b)_f(a) /x
(59) (@)= /&) = 4= s i)
z réwnosci (58), (59) dostajemy (57). O

Uwaga. Kazda z funkcji f, f1 wystepujacych w twierdzeniu Cauchy’ego spelnia zalo-
zenia twierdzenia Lagrange’a. Stosujac to ostatnie dostajemy

0 )= 1@) _ 1)

fi(b) = fr(a)  fi(er)

przy czym punkty ¢, ¢; € (a,b) sa na ogdt rézne (por. Przyklad 25 - polozenie punktu
¢ w ustalonym przedziale (a,b) zalezy od postaci funkcji f). Wzér (57) udowodniony
w twierdzeniu Cauchy’ego jest wzmocnieniem wzoru (60) - okazuje sie, ze w liczniku i
mianowniku mozna obra¢ ten sam ”posredni” punkt c.

Podobnie jak twierdzenie Lagrange’a, twierdzenie Cauchy’ego mozna zapisa¢ w nieco
inny spos6b po wprowadzeniu oznaczen (55).

Twierdzenie 12” (Cauchy’ego). Przy zalozeniach twierdzenia 12 istnieje liczba © €
(0,1) taka, ze

(61)
O

8. Znak pochodnej a monotonicznosé funkcji. Opierajac sie na twierdzeniu
Lagrange’a (twierdzenie 11) mozemy udowodni¢

Twierdzenie 13. Niech f bedzie funkcjq réziniczkowalng w przedziale (a,b) (ograniczo-
nym lub nie). Wowczas
(i) f'(x) =0 dla x € (a,b) <= f jest funkcjq stala,
(ii) f'(z) >0 dla z € (a,b) <= f jest funkcjag rosngca,
(ii) f'(z) <0 dla xz € (a,b) <= f jest funkcjq malejgcq.
DOWOD. Zalézmy, ze
a<x <o <b,

wowczas na mocy twierdzenia Lagrange’a istnieje punkt x3 € (z1, z2) taki, ze

f(@2) = f(x1) = (x2 — 21) f'(23).
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Wobec tego
=0 gdy f'(z)=0 dla =z € (a,b),
f(@2) = f(z1)] 20 gdy f'(z)>0 dla z€ (a,b),
<0 gdy f'(x)<0 dla z € (a,b)

i stad wynika dostateczno$¢ kazdego z warunkéw dla pochodnej podanych w punktach
(i) - (iii). Dla dowodu ich koniecznosci napiszmy iloraz réznicowy funkcji f w dowolnie
ustalonym punkcie zg € (a, b):

(2o +h) = p(x0)
h

p(h) =

Mamy dla dostatecznie matych |h|

0 gdy f jest funkcja stala,
e(h) >0 gdy f jest funkcja rosnaca,
<0 gdy f jest funkcja malejaca,

a stad po przejsciu do granicy przy h — 0 dostajemy odpowiedni warunek dla pochodne;j

(o). O
W podobny sposéb mozna udowodni¢ opierajac sie na twierdzeniu Lagrange’a

Twierdzenie 14. Niech f bedzie funkcjq réiniczkowalng w przedziale (a,b) (ograniczo-
nym lub nie). Wowczas

(i) jezeli f'(z) > 0 dla = € (a,b), to f jest Scisle rosnaca w (a,b),

(ii) jezeli f'(z) < 0 dla z € (a,b)), to f jest Scisle malejaca w (a,b).
Twierdzenie 15. Niech IP bedzie jednym z przedziatow [a, b], (a, b], [a,b), (—o0, b], [a, 00) i
niechf bedzie funkcjq ciagla w przedziale IP i rézniczkowalnag w jego wnetrzu IPy. Wowczas

(i) jezeli f'(z) > 0 dla x € Py, to f jest $cisle rosnaca w IP,
(ii) jezeli f'(z) < 0 dla x € Py, to f jest Scisle malejaca w IP.

Dowody twierdzen 14, 15 pozostawiamy Czytelnikowi. 4

Przyklad 26. Niech
f@)=2% g(@)=12> (z€MR),

wowczas

fl(z) =2z, g¢'(z)= 32"
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v

[rys. 30]

Mamy
g (r)>0 dla z#0

a wiec zgodnie z twierdzeniem 15 funkcja g jest $cidle rosnaca w kazdym z przedzialéw
(=00, 0], [0,00) ; natomiast

f’(a:){ >0 dla z>0,

<0 dla <0

skad wynika, ze f jest $ciSle malejaca w przedziale (—oo, 0] i $ciSle rosnaca w przedziale
[0,00) (por. rys. 30). Zauwazmy, ze funkcja g jest $cile rosnaca réwniez w caltym przedziale
(—00, 00) natomiast jej pochodna g’(z) = 32 znika dla x = 0. Widaé stad, ze twierdzenie
odwrotne do twierdzenia 14 (i) nie jest prawdziwe. Proponujemy, by Czytelnik pokazal na
przykltadzie, ze réwniez nie jest prawdziwe twierdzenie odwrotne do twierdzenia 14 (ii).

Przyklad 27. Niech
f(x)=a" (a>0; z€R),
zatem zgodnie ze wzorem (31)
f'(z) = a®loga.

7 omawianych w §1 wlasnosci potegi i logarytmu wynika, ze

£ ){>O dla z€lR gdy a>1,
<0 dla zelR gdy 0<a<l.

Zgodnie z twierdzeniem 14 funkcja f jest
(1) Scisle rosnaca w przedziale (—oo, 00) gdy a > 1,
(2) $cisle malejaca w przedziale (—oo,00) gdy 0 < a < 1,
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- co bylo wykazane wczesniej przy omawianiu wlasnosci potegi o wykladniku rzeczywistym
(por. twierdzenie 3 §1).

Przyklad 28. Okazemy, ze zachodzi nieréwnosé¢
e?>1+z (zelR),

/
y

v

[rys. 31]

przy czym znak réwnosci zachodzi tylko dla = 0 (por rys. 31). Dla dowodu rozwazmy
funkcje
g(z) =€ —z— 1.

Poniewaz
g(x)=¢"—1

oraz
g(0)=e’—1=0,

wiec z whasnosci funkeji wyktadniczej e® (por. Przyklad 27) wynika, ze

g () >0 dla z>0,
g () <0 dla z<O0.

Zgodnie z twierdzeniem 15 funkcja g jest écisle malejaca w przedziale (—oo, 0] oraz $cisle
rosnaca w przedziale [0, 00) zatem dla wszystkich z # 0 zachodzi nieréwnosé

g(z) > g(0) =0,
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co konczy dowdd. O

Przyklad 29. Udowodnimy nieréwnosé¢

(63) H—LZE <log(l+2z)<=z (x> —1).

Dla dowodu zauwazmy najpierw, ze funkcja
y=logz (z>0)

jest Scisle rosnaca w przedziale (0,00) (por. §3 punkt 9), mozemy zatem dla x > —1
zlogarytmowaé nieréwnosé (62) otrzymujac

(64) x > log(1l+ x)

czyli prawg, czesé (63). Dla dowodu lewej czesci przyjmijmy

t
65 -
(65) =1
wowczas )
1+z=—
1+t
i nieréwno$é
1+2>0
zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
1+t>0.

Podstawiajac (65) do (64) dostajemy lewsg czes¢ nieréwnosci (63) z zastapieniem z przez
t. U

Nier6wnoéé (63) mozemy réwniez udowodni¢ w inny sposéb, badajac pochodna. Ozna-
czajac

f(z) =2 —log(1 + x), g9(z) =log(l + ) — Ty

mamy dla x > —1
T

14z

gl(iﬂ) = m

Obie pochodne sa ujemne dla —1 < z < 0 i dodatnie dla x > 0, zatem zgodnie z twierdze-
niem 15 obie funkcje f, g sa
$cisle malejace w przedziale (—1, 0]
oraz
Scisle rosnace w przedziale [0, c0).
Wynikaja stad nieréwnosci

f(@) > f(0)=0, g(z)>g(0)=0

dla z € R, = # 0, ktére daja, (63). O

f'(z)
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9. Nieoznaczonoéci i reguly de 1’Hospitala.

Twierdzenie 16. Zalézimy, Ze

(i) funkcje f, g sq ciagle w otoczeniu punktu a € IR i rézniczkowalne w jego sqsiedztwie,
(ii) ¢'(z) # 0 w sasiedztwie punktu a,
(iii) f(a) = g(a) =0.

Wowezas

@) _ @
(%) 5 g@) 2 g'(a)

o ile istnieje granica (skoriczona lub niewtasciwa) po prawej stronie wzoru (66).

DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze stosujac twierdzenie Lagrange’a dostajemy

g(z) = g(z) — g(a) = (z — a)g'(Z)

gdzie T jest punktem lezacym miedzy punktami z, a. Wobec tego g(x) # 0 w rozwazanym
sasiedztwie punktu a z uwagi na zalozenie (ii), zatem utamek po lewej stronie (66) jest
dobrze okreslony. Stosujac wzér Cauchy’ego (57) mamy

@) _ f@) - fl) _['@
9(@) 9@ —gla)  ¢@

gdzie T jest punktem lezacym miedzy a, z. Rozwazymy najpierw przypadek, gdy granica

i 7 (@)

z—a g’(gj)

(67)

=K

jest skonczona. Wéwczas do dowolnie ustalonego € > 0 mozna dobrac liczbe § > 0 tak, ze
dla

(68) 0<|zr—al <o
zachodzi nieré6wnosé e-owa .
‘f,(a:) —K‘ < €.
g'(z)

Nier6wnosé ta zachodzi w szczegdlnnosci dla z = z, wiec z uwagi na (67) mamy

fa) k<

dla z speliajacych (68) co konczy dowdd dla K € IR. Dla K = oo rozumujemy podobnie.
Do dowolnie obranej liczby M mozna dobraé liczbe § > 0 tak, by dla = speliajacych (68)
zachodzila nieréwnos¢

f'(z)

g'(z) > M




232

Ostatnia nieréwnosé¢ zachodzi w szczegdlnosci po zastapieniu x przez z, skad wobec (67)
mamy

@) _
g(z)
dla z speliajacych (68). Zatem réwnos¢ (66) zachodzi réowniez dla K = co. Dowdéd dla
K = —o0 przebiega zupelnie podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi jako éwiczenie. [

Uwaga. Twierdzenie 16 pozostaje prawdziwe, jezeli w zalozeniach (i), (ii) zastapimy
otoczenie i sasiedztwo punktu a przez otoczenie wzglednie sasiedztwo prawostronne (le-
wostronne). Granice we wzorze (66) nalezy wéwczas zastapi¢ przez granice prawostronng
(lewostronna). Dowéd przebiega podobnie i proponujemy, by Czytelnik przeprowadzil go
samodzielnie.

Wzér (66) przenosi sie tatwo na przypadek granicy w nieskoriczonosci, zachodzi bowiem

Twierdzenie 17. Zalozmy, ze

(i) funkcje f,g sq réiniczkowalne dla x > A > 0,
(ii) ¢'(z) #0 dla z > A,

(iii) wli)rglo flz) = wlg{)lo g(z) =0.
Wowczas

@ S
(69) AL ) T A i)

o ile istnieje granica po prawej stronie (wtasciwa lub niewtasciwa).

DOWOD. Dla dowodu wprowadzimy nowe funkcje

[ f(}) dla t>0,
(70) F(t) = { 0 dla t=0
oraz

B g(3) dla t>0,
(71) Gt) = { 0 dla t=0.

Funkcje F, G s3 na mocy twierdzenia 6 rézniczkowalne (a wiec i ciagle) dla 0 < t < %,
przy czym

(72) F()=-50(G)  GW)=—50 () #0.
Ponadto

i ) = Jim 1) =0
i podobnie

lim G(t) = lim g(z) =0,

t—0+ T—00
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a wiec obie funkcje F, G sa ciagle prawostronnie dla x = 0. Do funkcji F, G mozemy
zatem zastosowaé wzor (66) (z zastapieniem granicy przez granice prawostronna), co daje

F(t) _ . F'(Y)

50+ G(t)  toor G/(t)

czyli z uwagi na (70), (71), (72)
O _ )

=0 g(})  o0r g/ (})

(73)
Poniewaz dla dowolnej funkcji P(x) okreslonej dla dostatecznie duzych x

lim P(l) = lim P(z),

t—0+ t T—00

z réwnosci (73) dostajemy teze twierdzenia. O
Proponujemy, by Czytelnik samodzielnie sformutowal i udowodnit odpowiednik twier-
dzenia 17 przy zalozeniu, ze T — —o0.

Przyklad 30. Obliczmy granice

lim sinc(z — a) ’
T—a Tr—a

gdzie stale a, c sa dowolnie obrane. Funkcje

f(z) =sin(c(z —a), glz)=z-a
spehiaja zatozenia twierdzenia 16, mozemy wiec zastosowaé wzoér (66), ktéry daje

lim sinc(z — a) = lim ccosc(z —a) = c.
z—a T —a T—a

Uwaga. Do obliczenia granicy po lewej stronie wzoru (66) nie mozemy zastosowaé
twierdzenia o granicy ilorazu, gdyz granica mianownika jest zerem. Méwimy, ze wyrazenie

f(z)

9()

wystepujace w twierdzeniu 16 i twierdzeniu 17 jest nieoznaczonosciq typu % przy r —
a (a € Ry ). Nazwe "nieoznaczonosé” usprawiedliwia nastepujacy fakt: Do dowolnie
obranej liczby ¢ € IR mozna dobraé¢ funkcje f, g spelniajace zalozenia twierdzenia 16 tak,
by

- wystarczy okredli¢ je tak, jak w Przykladzie 30.

Przejdzmy teraz do nieoznaczonosci typu .
oo
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Twierdzenie 18. Zaldzimy, Ze

(i) funkcje f, g sa réiniczkowalne oraz g¢'(x) #0 w prawostronnym

sasiedztwie punktu a € IR,

(i)  lim f(z)= lim g(z) = oo.
Woweczas

(74) G B €

T—a+ g(x) T—>a+ g'(aj)

o ile granica po prawej stronie istnieje (wtasciwa lub niewltasciwa).

DOWOD. Oznaczajac przez K granice po prawej stronie wzoru (74) zalézmy najpierw,
ze jest ona skonczona. Z definicji prawostronnej granicy funkcji wynika, ze do dowolnie
ustalonego £ > 0 mozna dobrac liczbe § > 0 tak, by nieréwnosé e-owa

(75) | S

zachodzila w prawostronnym sasiedztwie deltowym S; punktu a. Niech teraz zy € Sgr
bedzie ustalonym punktem. Z zalozenia (ii) wynika, ze nieréwnosci

f(z) >0, f(z)> f(zo),
g(x) >0, g(x)> g(wo)

zachodza dla
(76) 0<z—a<n<d

Wobec tego w wyrazeniach

g(z) — g(wo)
B(z) = %

mianowniki sa rézne od zera dla z speiajacych (76), przy czym wyrazenia te sa dodatnie.
Stosujac wzér Cauchy’ego (57) mamy

(77) Aw) =L@,

gdzie T jest punktem lezacym miedzy x, 2y a wiec nalezacym do prawostronnego sasiedztwa
S¥. Z uwagi na (75), (77) mamy

(78) K-> <A@ <K+
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dla z spelniajacych (76). Z drugiej strony

gdzie

Z zalozenia (ii) wynika, ze

lim a(z) = lim B(z) =0,

r—a-+ T—ra-+
zatem
. B(x)
(79) A )
Przyjmujac
B(z)
=1
(50) = 1@
mamy wobec (79)
(81) xl—lgl+ v(z) = 0.

Pomnézmy teraz obie strony (78) przez dodatnie wyrazenie %. Wobec (80) dostajemy

(82) K — - +m(2) < B() < K + 5 + (),

gdzie

n(@) = (@)K = 3), ) =v@)K+3).

Z uwagi na (81) mamy
lim vi(z) = lim 7(z) =0,

r—a+ r—a+
a wiec mozna dobrac tak liczbe §;, aby dla

O<z—a<d

zachodzily nieréwnosci

(83) 7n(x) > -5, 72(7) <



236

Ostatecznie dla
0<z—a<o=min(d,n)

dostajemy wobec (82), (83)
K—-e<B(z)< K +e¢,

przy czym liczba o jest dobrana do liczby €. Oznacza to, ze

lim B(z) =K.
r—a+
W przypadku gdy K = oo, w pewnym prawostronnym sasiedztwie ST punktu a wyra-
f'(=)
g'(z)
nier6wnosé (76) rozwazaé¢ odwrotnosci utamkéw wystepujacych we wzorze (74). Mamy

9'(z) _
z—a+ f’(x)

zenie jest dodatnie, a wiec f’(z) # 0. Mozemy wobec tego dla x € ST i spetiajacych

b

a wiec na mocy udowodnionej juz czesci twierdzenia réwniez

lim 2@ _ g
r—a+ (,’L‘)

skad

czyli wzor (74). Dow6d dla K = —oco przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi.
]

Twierdzenie 18 pozostaje prawdziwe po zastapieniu granicy prawostronnej przez granice
lewostronna. Dowdd przenosi sie bez istotnych zmian, proponujemy, by Czytelnik prze-
prowadzit go samodzielnie jako ¢wiczenie.

Odpowiednikiem twierdzenia 17 jest

Twierdzenie 19. Zalozmy, zZe
(i) funkcje f,g sa rézniczkowalne dla x > A (gdzie A > 0) jest odpowiednio dobrang
liczbg),

(ii)) ¢'(z) #0 dla x > A,

(iii) mli)rgo flz) = mlggo g(z) = oo.

Wowezas

/
fo) _ . f@

(84) wlgrolo Tx) ~ g0 g'(z)

o ile granica po prawej stronie istnieje (skonczona lub niewtasciwa).

DOWOD przebiega podobnie do dowodu twierdzenia 17. Przez podstawienie

T = -
t
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sprowadzamy dowodzone twierdzenie do twierdzenia 18 przy a = 0. Szczegdly dowodu
pozostawiamy Czytelnikowi. Proponujemy rowniez, by Czytelnik samodzielnie sformulowat
i udowodnit odpowiednik twierdzenia 19 przy r — —oc. O
Przykilad 31. Obliczymy
lim 8% (4> 0).
«

T—00 I

Funkcje f(z) = logx oraz g(x) = z“ speiaja zalozenia twierdzenia 19, zatem

1
. logx ) z
lim = lim
r—o0 I& z—oo @1
. 1
= lim — =0

(por. zad 9 §3).
Wzory (66), (69), (74), (84) podane w tezach twierdzend 16 - 19 nosza, nazwe regul de

I’Hospitala® (dla nieoznaczonosci typu g wzglednie 22).

Przykiad 32. Obliczmy

lim &

im — 1).

Hhgz (71

Funkcje f(x) = a® oraz g(x) = x? spelniaja zalozenia twierdzenia 19, zatem stosujac wzér
(84) dostajemy

. a® )
lim — = lim
T—00 T2 T—oo 21

a®loga
Poniewaz wyrazenie po prawej stronie jest réwniez nieoznaczonoscia typu 22, zastosujemy
ponownie wzér (84), skad

a”loga 5 a”(loga)?

].lm —_— = 11IIm ——FF———— = .
z—oo 2T T—00 2

Przykilad 33. Obliczmy

T

lim L (a>1, k€ IN).

T—r00 .’L‘k

Postepujemy podobnie, jak w Przykladzie 32, stosujac k razy wzér (84). Otrzymujemy
kolejno

. a® lim a”loga
zi>nolo zk a:imo krk-1
z(] k
= im CU08D)7
£—00 k!

5Guillaume Francois Antoine de L’Hospital (ok. 1661 - 1704), matematyk francuski, zajmowal sie
rachunkiem rézniczkowym przy wspétudziale braci Jakuba i Jana Bernoullich. Autor pierwszego podrecz-
nika rachunku rézniczkowego (wydanego w 1696 r.), przeznaczonego dla szerszego kregu matematykéw i
?Traktatu o przekrojach stozkowych” (wydanego posmiertnie w 1720 r.). W 1693 r. wybrany na cztonka
Paryskiej Akademii Nauk.
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(por. zadanie 15 §2).
Przykilad 34. Obliczmy

«

C = lim = (a>1, a>0, a¢ IN).

rz—o00 T

Podobnie, jak w przykladzie 33 zastosujemy p razy wzor (84) , gdzie p = [a]. Mamy

axa—l

C = lim =---
z—oo a” loga
1) (e — a—p
— lim ala—=1)---(a—p+ 1)z .

z—00 a*(loga)p

Poniewaz 7z zalozenia
p<a<p-+l,

ostatnie wyrazenie jest jeszcze ciagle nieoznaczonoscig typu 2. Ponowne zastosowanie
wzoru (84) daje

C = lim CM(CV — 1) ... (a —-p+ 1)((1 _p)l.a—p_l

= 0.
T—00 a*(loga)ptt

Uwaga. Z przyktadu 33 wynika, ze C = 0 réwniez dla a« = k € IN.
Przyklad 35. Obliczymy granice

T

.oet—1 . 1l—cosz

A = lim , B=lim ——.
z—0 xT z—0 582

Oba wyrazenia sa, nieoznaczonosciami typu %. Stosujac twierdzenie 16 otrzymujemy

T

A=1lim < =1

I

z—0
B — lim sin ~ lim CcosSx _ 1
z—0 2 z—0 2
Przykiad 36. Obliczmy
lim w(z)
x—0+
gdzie
w(z) = z%log(z?) (a >0, B€IR, B#0).
Poniewaz

lim z® =0,
x—0+
—o0 dla 8>0,

lim log(z?) = lim Blogz =
z—0+ g(@") m—>0+'8 & {oo dla <0,
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nie mozemy stosowaé twierdzenia o granicy iloczynu. Méwimy, ze wyrazenie w(zx) jest
nieoznaczonoscia typu 0 - co (w zapisie tym nie uwzgledniamy znaku!). Przedstawiajac
funkcje w(x) w postaci
log(z? log z
w(z) = g(z”) _ plog

r r—«
otrzymujemy wyrazenie typu % przy x — 0+. Ze wzoru (74) dostajemy
-1
lim w(z) = lim _pr =
z—0+ z—0+ (—a)x—a—l
=—— lim z¢,
o r—0+
czyli
li =0.
(85) Jm w(z) =0
Przyjmujac w szczegdlnosci « = 8 = 1 mamy
(86) lim zlogx = 0.

z—0+
Zauwazmy, ze réwnos¢ (85) jest prawdziwa réwniez dla 8 = 0, gdyz wéwczas

log(z®) = log1 = 0.

Przyklad 37. Obliczy¢

lim v (),
gdzie
1 1
v(z) = (loga: Cz— 1)'
Zauwazmy, ze
. 1 . 1
lim = lim =00
z—1+ logz a1+ x—1
oraz
. 1 . 1
lim = lim = —00Q,

z—1-logxr z—1-z—1

a wiec do zadnej z granic jednostronnych nie mozemy stosowac twierdzenia o réznicy granic.
Moéwimy, ze wyrazenie v(x) jest nieoznaczonoscia typu oo—oo przy z — 1. Przeksztalcajac
v(z) dostajemy

r—1-logz
(87) v(z) = (x —1)logz’
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czyli nieoznaczonosé typu 8. Zbadamy, czy sa spelnione zalozenia twierdzenia 16. Funkcje
fle)=z—1-1logz, g(x)=(z—1)logx

sy ciggle i rézniczkowalne dla z > 0, zalozenie (i) jest wigc spelione. Aby sprawdzié, czy
zachodzi (ii) oznaczmy

hz) = ¢'(z) = loga + 1 — é

Mamy
(88) h'(x)—l+i>0 dla >0
oz a2 ’

zatem (por. twierdzenie 14) funkcja h jest Scisle rosnaca w przedziale (0,00). Poniewaz
h(1) = 0, wiec funkcja h = ¢’ jest rézna od zera w sasiedztwie punktu z = 1, a wiec
spelniony jest warunek (ii). Warunek (iii)

tez jest speliony, mozemy wiec zastosowaé¢ do wyrazenia (87) wzoér (66), co daje

1

lim v(z) = lim ——F—.
z—1 e—=1logr +1—

Po prawej stronie mamy w dalszym ciagu nieoznaczonosé¢ typu %. Zalozenia twierdzenia
16 sa spelione (w szczegdlnosci warunek (ii) dla mianownika, ktéry oznaczyliSmy przez
h(z), wynika z (88)). Stosujac ponownie wzér (66) dostajemy

1

1
. . =
limv(z) = lim +*— = .
z—1 z—1 p —+ e 2

10. Symbole Landaua. Niech f, g beda funkcjami okreslonymi w sasiedztwie punktu
a € Ry. Zapisujemy

(i) f(z) =o(g(x)) przy = — a, jezeli

im 28 _ g
r—a g(x) ’
(ii)) f(x) = O(g(x)) przy x — a, jezeli iloraz % jest funkcja, ograniczona w sasiedz-

twie a.

7 Przykladéw 31, 33, 34 wynika, ze

(1) logz = o(z®) dla a > 0 przy = — oo,
(2) z¢ =o0(a®)dlaa>1, a >0 przy £ — oo,
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zas z przykiadu 35 otrzymujemy jako wniosek

e® —1=0(z) przy z—0,

1 —cosx=0(z*) przy =z — 0.

Przy zatozeniu ciagtosci funkcji f, g w sasiedztwie a warunek (i) pociaga za soba, (ii), ale
nie na odwrot. Symbole 0, O nosza nazwe symboli Landau’a.®

Wréémy teraz do definicji funkeji rézniczkowalnej (punkt 2). Niech y = f(x) bedzie
funkcja, okreslona, w otoczeniu punktu xy i rézniczkowalna w tym punkcie. Zgodnie z
twierdzeniem 2 oznacza to, ze istnieje skoniczona pochodna f/(z¢) i przy tym dla dostate-
cznie malych |h|

(5) f(@o+h) — f(xo) = hf'(x0) + r(h)
gdzie
®) fi 5 =

Przy ustalonym x( funkcje liniows zmiennej h okreslona wzorem

(df) (o3 h) = R f'(w0)

nazywamy rozniczkq funkcji f w punkcie xy. Oznaczajac przyrost funkcji f

f(@o+ k) — f(zo) = (Af)(wo; h)
mamy wobec (5’), (6)
(Af)(zo; h) = (d f)(zo; h) + o(h)

lub w krétszym zapisie
Ay =dy+ o(h)

jezeli przez Ay oznaczymy przyrost funkcji zas przez dy jej rézniczke.

11. Zastosowanie pochodnej do badania ekstreméw funkcji.

Przykiad 38. Niech
f(z) = (2z)" (x> 0).
6Edmund George Hermann Landau (1877 - 1938), matematyk niemiecki, profesor uniwersytetu

w Getyndze. Autor prac i ksigzek z zakresu analitycznej teorii liczb i funkcji zmiennej zespolonej. Napisat
podrecznik analizy matematycznej wyrdzniajacy sie niezwykla dokladnoscia,.
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y=(2x)

1
[rys. 32]

v

.

=

o
I
N|w -
\S}

=

W celu obliczenia pochodnej mozemy zastosowaé¢ pochodng logarytmiczna (por.
zadanie 11 i wzér (95)) lub przedstawié funkcje w postaci

f(:L') — emlog2m.
Ro6zniczkujac otrzymujemy

f'(z) = f(2)(1 + log 2z).

Badanie ekstremoéw zaczniemy od znalezienia punktéw, w ktérych speliony jest warunek
konieczny ekstremum

J'(z)=0

(por. twierdzenie 9), czyli
(89) (22)*(1 4 log 2z) = 0.

Poniewaz pierwszy czynnik po lewej stronie jest dodatni, réwnanie (89) jest réwnowazne
réwnaniu

log2x = —1,
ktérego jedynym rozwigzaniem jest

o = —-
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Aby sprawdzi¢, czy funkcja f ma ekstremum w punkcie x, musimy zbadaé jej przebieg w
otoczeniu tego punktu. Mamy

<0 dla 0<z <z,
f'(x){ v
>0 dla x> =z,

zatem zgodnie z twierdzeniem 15 funkcja f jest Scisle malejaca w przedziale (0, x| oraz
$cisle rosnaca w przedziale [zg, 00). Wobec tego w punkcie 2 = zy funkcja f ma minimum
wlasciwe. Zauwazmy ponadto, ze z (86) wynika

. 1
xl_l)I(I)l_i_ zlog2x = 3 $1_1)H01+(2.’L') log2z =0,

zatem z uwagi na ciaglosc¢ funkcji wyktadniczej
li =el =
A ) ==t

oraz

. / _
i '(a) = o

Oznacza to, ze przy £ — 04+ wykres dochodzi do osi y-6w stycznie do niej. Ponadto, jak
tatwo sprawdzic¢

wli)rgo f(z) = oc.

Wykres funkcji f podany jest na rys. 32 .
Przyklad 39. Niech
2
f(z) =2%"" (z€R).

A
y

0,4

0,3

0,2

0,1}

-30 -25 -20 -1,5 -1,0 -0,5 O 0,5 1,0 1,5 20 25 3,0 x
[rys. 33]

v

Zbadamy ekstrema funkcji f i narysujemy jej wykres. Zaczynamy od zrézniczkowania
funkcji f i znalezienia punktéw, w ktérych pochodna jest réwna zeru. Mamy zgodnie z
regula, rézniczkowania iloczynu

2 d 2
/ — 2 —T 2 —T
fl(z)=2ze™" 4z prCIRE
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przy czym pochodna, po prawej stronie znajdujemy stosujac regute rézniczkowania funkcji
zlozonej. Zatem

d _,» 2

LT 9pe®

e xe
a stad
(90) Fl(z) =22(1 — 2%)e™" .
Poniewaz
(91) e >0,
réwnanie

flz)=0
jest rownowazne réwnaniu
2z(1 — z%) =0,
ktorego pierwiastkami sa,
r1=-1, z2=0, z23=1

Wobec (90), (91)
fl(x)>0 dla z<-1 oraz 0<z<1

zas
flz)<0 dla —-1<z<0 oraz z>1,

zatem zgodnie z twierdzeniem 15 f jest §cisle rosnaca w przedziatach (—oo, —1], [0, 1] oraz
f jest $cisle malejaca w przedziatach [—1,0], [1,00).

Widzimy wiec, ze funkcja f ma maksimum wlasciwe w punktach x = —1, x = 1 oraz
minimum wilasciwe w punkcie x = 0, przy czym

Oprécz tego podstawiajac 22 = ¢ mamy

lim f(z)= lim f(z)= limte =0
T—00 T——00 t—00

(por. Przyktad 33). Wykres funkcji f podany jest na rys. 33. Zauwazmy, ze funkcja f
jest parzysta a wiec jej wykres jest symetryczny wzgledem osi y-6w.

Przyklad 40. Wsréd tréjkatéw réwnoramiennych o danym obwodzie 2p znalezé tréjkat
o najwiekszym polu.

Rozwazany tréjkat ma bokia =b=2x, c¢= 2p—2z, za$ jego pole S wyraza sie wzorem
Herona

S=+plp—a)p—b)(p—c)
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czyli

S(z) = v/p(p — 2)2(2z — p).

Nalezy znalez¢ maksimum funkcji S(x).
Funkcja S jest okredlona dla x > £. Zauwazmy, Ze z nieréwnosci tréjkata ¢ < a + b
wynika p < 2z, ponadto ¢ = 2p — 2z > 0 i wobec tego

(92) §<az<p,

mozemy jednak rozwazaé funkcje S w calym przedziale domknietym [Z, p] (dla z = £ oraz
x = p mamy tréjkat zdegenerowany). Oznaczajac

y=p(p—z)*(2z — p)
mamy

S(x) =y

zatem zgodnie z regula, rézniczkowania funkcji zltozone;j

dS dy dy

de  dy dz
czyli
dSs p
93 —=—(x—p)(3x —2
(93) - \/g(w p)(3z — 2p)
dla z spetiajacych (92). Funkcja S jest wigc ciagla w przedziale IP = [£, p] i rézniczkowalna
w jego wnetrzu IPo(£, p). Réwnanie

dS
27 -0
dz
ma w przedziale IPy jedyne rozwiazanie
2
To = gp

przy czym
dS{>O dla £ <z <,

dr <0 dla zpg<x<p.

Zgodnie z twierdzeniem 15 funkcja S jest SciSle rosnaca w przedziale [§,z¢], oraz Scisle
malejaca w przedziale [zg,p], zatem ma maksimum wlasciwe w punkcie zy. Dla z = zg

mamy

2
:b: = —n.
a c 3p

Rozwigzaniem zagadnienia jest wiec tréjkat réwnoboczny, przy czym

Smax == S(_p) = =
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VARV

Zadania.
1. Opierajac sie na definicji pochodnej znalezé f/(0), jezeli

z? cos % dla z #0,
0 dla z =0,
z? dla z >0,
0 dla z <0,

0 o) ={
b) 1) ={

c.) [flz)=zlzl,
B g e dla z#0 (ne€lN),
4 I = { 0 dlaz = 0.

Wskazéwka. W punkcie b.) znalezé najpierw pochodne jednostronne f! (0), f(0) i zas-
tosowaé twierdzenie 1. W punkcie d.) po odpowiednim podstawieniu zastosowaé przyktad
34.

2. Niech
fo) {xksin% dla z #0,
€Tr) =
0 dla z =0,
gdzie k = 0,1,2,.... Zbada¢ dla jakich wartosci k£ funkcja f jest
a.) ciagla,

b.) rézniczkowalna
w punkcie g = 0. W przypadku rézniczkowalnosci obliczyé¢ f/(0). Narysowaé wykres
funkcji f dla kK = 0,1,2. Dla jakich wartosci k& pochodna f'(x) jest ciagla w punkcie
To = 0?

3. Niech f bedzie funkcja okreslong w otoczeniu punktu z¢ € IR i niech

1
S(wo, h) = %(f(ﬂfo + h) — f(zo — h))
Udowodnié, ze jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg, to
(94) lim S(zg, h) = f'(z)-
h—0

Podaé¢ przyklad funkcji nierézniczkowalnej w punkcie xg, dla ktérej istnieje granica po
lewej stronie (94).
Wskazéwka. Wykorzystaé¢ Przyklad 5.

4. Udowodnié, ze funkcja wymierna
a.) jest rézniczkowalna w kazdym punkcie nie bedacym miejscem zerowym mianownika,
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b.) jej pochodna jest réwniez funkcja wymierna.
Wskazéwka. Wykorzystaé¢ twierdzenie o pochodnej ilorazu (twierdzenie 5) i Przyklad 11.

5. Niech
(x —a)? dla z>a

0 dla z < a.

@) ={
Obliczy¢ f'(a) i naszkicowaé wykres funkcji f.
6. Poda¢ interpretacje geometryczna wzoru

dly+c) _dy
de  dz’

gdzie c jest stala, zas y = f(z) funkcja rézniczkowalna w rozwazanym przedziale.
7. Zbada¢ ciaglosé i rézniczkowalnosé funkcji

flz) = |z + |z +1]
oraz narysowacl jej wykres.

8. Zrézniczkowaé funkcje

(i) y=322—22x+5, (i) y=2e" (kelN),
(iii) y = (sinz)e?®, (iv) y=1e€°"",
(v) y =sin(e®), (vi) y = zlarctgr.

9. Zrézniczkowadé funkcje, podajac dziedzine kazdej z nich:

. x .. 3r
O y=_—7 @ v=_3-—"—5

(iii)) y=vz2—2z—-2, (iv) y=log|cosz|.

10. Poda¢ dziedzine kazdej z nastepujacych funkcji i znalezé jej pochodna;:

(i) y = log |z|, (i) y = log | log |||,
(iii) y = log | log | log x|/, (iv) y = sin(cos(z?)),
_ 143
() y=log 2 )y= 17

z+a’ My=1""z



248

11. Niech y = f(z) bedzie funkcja, o wartosciach dodatnich w przedziale (a,b) (ogranic-
zonym lub nie). Wyrazenie

/

r_ Y
(95) (logy) = "

(gdzie ’ oznacza rézniczkowanie %) nazywamy pochodng logarytmiczng funkcji f.

Zastosowaé wzor (95) do zrézniczkowania nastepujacych funkcji:

7

(1) y=(1+sinz)V, (i) y=(1+ x?)log(1+z2)’
(iii) y = (Sin x.)COS:E’ (iV) yx(em)’

(v) y=(+a")""
Poda¢ dziedzine kazdej z tych funkcji.

12. Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji a.) wychodzac bezposrednio z definicji
pochodnej, b.) postugujac sie znanymi regutami rézniczkowania:

fl@)=vz+1,  g(@)=v1-2%
Poda¢ dziedzine kazdej z tych funkcji.

13. Napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkeji f w punkcie o odcietej zg, jezeli

(i) f(z)=sinz, z¢= %71‘,
(i) flz)=2>+1, =z0=1,

(iii) f(z) =1log(1+=x), z¢=0.

14. Pod jakim katem prosta y = ¢ przecina sinusoide y = sin z, jezeli

2
c:j:\/g, c==1, c¢=0.

Uwaga. Przez kat miedzy prostg i krzywg rozumiemy kat miedzy ta prosta i styczna do
krzywej w punkcie przeciecia.

15. Pod jakim katem przecinaja sie krzywe y = 22 oraz y? = 2?
Uwaga. Przez kat miedzy krzywymi rozumiemy kat utworzony przez styczne w punkcie
przeciecia.
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16. Uzasadnié¢ réwnosci (przy = — 0):
. 1
(i) vi+z=1+ §$+0($),
1
ii)

( 1+

(iii) log(l+z) =z + o(x),
(

(

=1-—z+o(x),

iv) sinz =z + o(z),
v) e =1+z+o(z).

Wskazéwka. Wykorzysta¢ wiadomosci podane w punktach 2 i 10.

17. Udowodnié¢ nastepujace

Twierdzenie (Darboux). Jezeli funkcja f jest rdéiniczkowalna w przedziale (A, B)
(ograniczonym lub nie), to jej pochodna ma w tym przedziale wtasnosé Darboux.

(por. §3 punkt 7)

Wskazéwka. Dla ustalonego przedziatu [a, b] C (A, B) rozwazy¢ najpierw przypadek, gdy
f! przyjmuje w punktach a, b wartosci o réznych znakach i wykazaé, ze w przedziale (a, b)
istnieje punkt ekstremalny. Przypadek ogdlny

fl(a) <a< f'(b) wzglednie f'(a) > a > f'(b)
sprowadzi¢ do poprzedniego rozwazajac funkcje g(z) = f(z) — azx.
18. Pokazac, ze funkcja
z2sin 1 dla z #0,

x

f(x):{o dlaz = 0

jest rézniczkowalna w kazdym punkcie zg € IR, ale jej pochodna f’ nie jest ciagla w punkcie
xg = 0. Poréwna¢ z zadaniem 17 oraz z twierdzeniem 13 §3.

19. Dana jest funkcja f ciagla w przedziale domknietym [a,b] i rézniczkowalna w jego
wnetrzu, przy czym

fla)=f(b)=0,f(z) #0 dla z € (a,b).
Udowodnié, ze dla dowolnie obranej liczby a € IR istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze

1) _
e

Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie Rolle’a do funkcji

g(z) = f(z)e™*".
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20. Zilustrowac¢ twierdzenie udowodnione w zadaniu 19 nastepujacymi przykladami:

1
(i) f(x) =cosz w przedziale [—§7r, §7r],

(i) f(zr)=1-—2* w przedziale [—1,1].
Znalez¢ punkt ¢ = c().

21. Udowodni¢ nastepujace uogdlnienie twierdzenia Rolle’a:
Niech f bedzie funkcjq rdéiniczkowalng w ograniczonym przedziale (a,b) spelniajgcq wa-
runek
i li =1 = 0.
(i) lim f(z)= lim f(z)= oo
Wéwczas istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze f'(c) = 0.
Sformutowaé¢ i udowodni¢ analogiczne twierdzenie zastepujac co przez —oo.
Wskazowka. Dobra¢ najpierw liczby «, 3 tak, by zachodzily nieréwnosci

a<at+a<b—pB<b oraz f(a+a)< f(b—7),

nastepnie udowodni¢ istnienie zy € (a,a + «) takiego, ze f(z9) = f(b — B) i zastosowac
twierdzenie Rolle’a do przedziatu [zg,b — 3].

22. Niech f bedzie funkcja rézniczkowalna w calym przedziale (—oo,00) i spelniajaca
warunek
lim f(z)= lim f(z) =9 € Re.
Tr—>—00 T—>00
Udowodnié, ze istnieje punkt ¢ taki, ze f'(c) = 0.

Wskazowka. Do funkcji
1 1
g(z) = f(tgz) (—§7r <z < EW)

zastosowaé twierdzenie Rolle’a w przypadku, gdy g € IR oraz zadanie 21, gdy g = Fo00.

23. Niech f bedzie funkcja ciggla w otoczeniu punktu a i rézniczkowalna w jego
sasiedztwie. Udowodnic, ze jezeli istnieje

lim f'(z) =g,

T—a
to funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a oraz f'(a) = g. Sformulowaé i udowodnié
analogiczne twierdzenie dla pochodnych jednostronnych.
Wskazoéwka. Przeksztalci¢ iloraz réznicowy

oy = 102D =1(0)

opierajac sie na twierdzeniu Lagrange’a.
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24. Niech
f@)=2> (z>0).

Dla 0 < a < b znalezé punkt ¢ € (a,b) taki, ze styczna do wykresu w punkcie (c, f(c)
jest réwnolegla do siecznej przechodzacej przez punkty (a, f(a)), (b, f(b)). Poréwnaé z
twierdzeniem Lagrange’a.

25. Udowodni¢, ze
(i) pochodna funkcji parzystej jest nieparzysta,
(ii) pochodna funkcji nieparzystej jest parzysta.
Poda¢ przykiady.

26. Udowodni¢ regule rézniczkowania n czynnikéw bedacych funkcjami zmiennej z € IR:
n
(y1y2 s yn)l = Zy1 ce. yj—1y;-yj+1 e Yn-
j=1

Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniu 4 i zastosowa¢ metode indukcji.

27. Poda¢ regule rézniczkowania wyznacznika stopnia n, ktérego elementy sa funkcjami
zmiennej = € IR.
Wskazoéwka. Skorzystaé z przedstawienia wyznacznika w postaci

det[yi; ()] = Y _(=1)N 15,595, - - Ynjo,

gdzie N (o) oznacza ilo$é inversji w permutacji o = (j1, j2, - - -, jn) liczb (1,2,...,n) a suma
jest rozciagnieta na wszystkie permutacje. Nastepnie zastosowaé regule podana, w
zadaniu 26.

28. Niech f bedzie funkcja, rézniczkowalna, w przedziale (—oo, 00) spehiajaca warunki

fl(@)=f(z) dla z€(-00,00), [(0)=1.
Udowodnié, ze
f(z) =€".
Wskazéwka. Opierajac sie na twierdzeniu 13 (i) stwierdzié, ze funkcja
g(z) = e " f(x)
jest funkcja stala, nastepnie obliczyé g(0).
29. Niech f, g beda funkcjami rézniczkowalnymi w przedziale (—oo,00) spelniajacymi

warunki
fl(x) = —g(l‘), gl(x) = f(CL') dla ze€ (_007 OO),
f(0)=1, g¢(0)=0.
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Udowodni¢, ze
f(x) =cosz, g(x)=sinz.

Wskazowka. Opierajac sie na twierdzeniu 13 (i) udowodnié, ze funkcja

p(z) = (f(x) — cosz)? + (g(x) — sinz)?
jest stala, nastepnie obliczy¢ p(0).

30. Udowodnié¢ nieréwnosé

<m—% dla =z >1,

1

210g:v{
>r—, dla 0<z<L

Wskazéwka. Opierajac sie na twierdzeniu 15 zbadaé przebieg funkcji
1
g(z) =2logx —z + —
x

w przedziale (0, 00).

31. Udowodnié nieré6wnosé

23
sinx>x—€ dla z>0.

Wskazéwka. W celu zbadania przebiegu funkcji
73

g(z) :sina:—x—l-?

wykazaé najpierw, ze pochodna ¢'(x) jest funcja, cisle rosnaca, w przedziale (0, 00).
32. Udowodnié¢ nieréwnosci

- >1+$+§ dla z >0,
e
<1+$+§ dla z <0.
Wskazéwka. Opierajac si¢ na nieréwnosci (62) i twierdzeniu 15 zbadaé przebieg funkcji

32'2

X
—e®—1—gp— =
g@) =" —1-a- 7

w przedziale (—o0, 00).

33. Udowodnié, ze rownanie
T =CoST
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ma w przedziale (0, %w) dokladnie jedno rozwigzanie. Poda¢ ilustracje geometryczna.
Wskazowka. Opierajac sie na twierdzeniu 15 zbadaé przebieg funkcji

g9(z) = x — cosz,
nastepnie skorzysta¢ z twierdzenia 13 §3.

34. Zbadac ilos¢ rozwiazan rownania
e =ar (relR)

w zaleznosci od parametru a. Poda¢ ilustracje geometryczng,.
Wskazéwka. Korzystajac z zadania 32 i zadania 17 §2 oraz twierdzen 14, 15 zbada¢é przebieg
funkcji

g(iL') =€’ — ax,

nastepnie oprze¢ sie¢ na twierdzeniu 13 §3.
35. Niech f,g beda funkcjami rézniczkowalnymi i niech f(zo) = g(xo). Udowodnié, ze
funkcja

F(z) = max(f(z), g(z))

jest rézniczkowalna w punkcie z¢ wtedy i tylko wtedy gdy f'(zo) = ¢'(x0)-
Wskazéwka. Dla dowolnego h,, — 0 rozwazy¢ przypadki
1° istnieje wskaznik ng taki, ze dla n > ng

F(ﬂ?o +hn) = f(-TO +hn)

Iub
F(.’Eo + hn) = g(a:o -+ hn),

20 ciag {hy} rozklada sie na dwa podciagi {hn} i {hn} takie, ze
F(wo+ha) = f(zo+ ha),  Flzo+ hy = g(w0 + ha).

W kazdym z przypadkéw zbadaé granice odpowiedniego ciggu ilorazéw réznicowych funkeji
F.

36. Zbada¢ ciagloéc¢ i rézniczkowalnoéé podanych funkcji oraz naszkicowaé ich wykresy:

. 22 dla |z > Y2,
Q) yz{ 7%

2

1 —2* dla pozostalych x € IR,

(i) { e ® dla z<0,
ii =
4 e dla x> 0.
(i) { —z3 dla z <0,
iii =
Y 22 dla z>0.
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Wynik poréwnaé z twierdzeniem sformutowanym w zadaniu 35.
37. Niech f bedzie funkcja, rézniczkowalna, i niech f(z¢) = 0. Udowodnié, ze funkcja

F(z) = |f(=)]

jest rézniczkowalna w punkcie zy wtedy i tylko wtedy gdy f'(z¢) = 0.
Wskazowka. Oprzeé sie na réwnosci

la| = max(a,—a) (a € R)
i na twierdzeniu sformulowanym w zadaniu 35.
38. Naszkicowaé¢ wykresy funkcji
f(z) = |sinal, g(z)=|cosal

oraz zbada¢ ich ciaglosc¢ i rézniczkowalno$é. Wynik poréwnaé z twierdzeniem sformutowa-
nym w zadaniu 37.

39. Niech f bedzie funkcja okreslona, i rézniczkowalna w pewnym przedziale (a,c0) spel-
niajacg warunki:
(i) istnieje skoniczona granica

lim f(z),

T—r00

(ii) istnieje (by¢ moze niewlasciwa) granica

lim f'(z) =g.

Tr—00

Udowodni¢, ze g = 0.
Wskazowka. Na mocy twierdzenia 14 §2 do dowolnie obranej liczby ¢ > 0 mozna dobraé¢
Q tak, by dla x > @ zachodzila nieréwnosc¢

(96) —e< flz+1) - f(z) <e.

Réznice wystepujaca, we wzorze (96) przeksztalcié w oparciu o twierdzenie Lagrange’a.
Nastepnie przypuszczajac, ze g # 0, dojs¢ do sprzecznosci.

40. Niech 1
f(z) = - sinz? (z #0).

Udowodnié, ze istnieje skonczona granica

lim f(x)

T—r00
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natomiast nie istnieje (nawet w sensie niewlasciwym) granica

lim f'(z).

T—r0Q
Poréwnacé z twierdzeniem sformulowanym w zadaniu 39.
41. Zakladamy, ze funkcja f, okreslona i rézniczkowalna dla dostatecznie duzych z, speinia

warunek
lim f'(z) =g,

T—r00

gdzie g € IR. Udowodnié, ze wowczas

lim @—

T—>00 €T

Wskazéwka. Opierajac si¢ na twierdzeniu Lagrange’a przeksztalcié réznice

flz+1) = f(),

nastepnie skorzystaé¢ z zadania 8 §2.

42. Znalezé ekstrema oraz kresy gérny i dolny funkcji
(i) f(x) =2%"" w przedziale [-2,4],
(ii) g(x) =cosz — 2cos g w przedziale [0, 27|,
2 dla —-2<z<1

i) h(x) = dziale [-2,3].
(iii) h(x) {2_3: da 1<z<3 w przedziale [—2,3]

43. Okazaé, ze nastepujace funkcje maja staly znak dla x > 0:
2
(i) f(z)=sinz—=z, (i) f(zr)=cosz—1+ 5

Otrzymang nieréwnos¢ zilustrowaé rysunkiem.

44. Znalez¢ najwieksza warto$¢ funkcji

_ (z—1)?
f@) = (x+1)3
w przedziale [0, 00).
45. Dane sg liczby a1, ase, ..., a,. Znalezé taka warto$¢ x, dla ktérej suma

n

S(x) =) (z—a;)

j=1
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jest najmniejsza, postugujac sie dwiema metodami
a.) sprowadzajac tréjmian S(z) do postaci kanonicznej
oraz
b.) badajac pochodna funkcji S(z).
46. Ktéry z punktéw paraboli y? = 62 lezy najblizej prostej z —y + 5 = 0?

47. Walec obrotowy zmienia swa powierzchni¢ nie zmieniajac objetosci V. Jaki musi by¢
promien podstawy R aby pole powierzchni bylo najmniejsze?

48. Znalezé najwieksza objetos¢ walca wpisanego w stozek o danych rozmiarach.
49. Udowodnié¢, ze wsréd prostokatéw o danym obwodzie kwadrat ma najwieksze pole.

50. Udowodnié, ze wérdd tréjkatow o danym obwodzie i danym boku najwieksze pole ma
tréjkat réwnoramienny, w ktérym bok dany jest podstawa,.

51. Stosujac reguly de 'Hospitala obliczyé granice

. . 1 . . tgx

() lim (3r-a)ee, () lm s (@70,
. 1 . . sinzx
(iii) wli)rgoxm, (iv) a£1t101(1) m,

] a® — b=
(v) }:I_I)I%) . (a, b>0).
52. Czy funkcja
T —sinx
fay =273

jest ograniczona w przedziale (0, 17]?

53. Niech
fx) =z +sinz, g(z)==x.

Okazac, ze
a.) lim f(z)= lim g(z) = oo,

T—00 T—r00

Poréwnaé z twierdzeniem 19.
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54. Zbada¢ zbieznos¢ ciagdw
an =n(¥V2—-1), b, =n(Yn-1).
Wskazéwka. Wykorzystaé granice obliczone w przykladach 31 i 35.

55. Udowodnié¢ zbieznos¢ ciagu

1 1 1
an=14+_-4+_-+---+ — —logn.
2 3 n
Wskazowka. Korzystajac z nieréwnosci (63) wykazaé, ze ciag {a,} jest malejacy i ograni-
czony z dotu, nastepnie oprzeé sie na twierdzeniu 5 rozdz.II §2.

Uwaga. Granica
C = lim a,

n—00

nosi nazwe statej Eulera.”

56. Do kieliszka (rys. 34) wlewamy wino w tempie o ml/min (a, b, ¢, 7, & dane). Niech v(t)
oznacza objetos¢ wina wlanego po ¢ minutach, zas h(t) jego wysokosé liczong od podstawy
kieliszka. Wyrazi¢ funkcje v(t), h(t) przy pomocy danych i zbadaé ich rézniczkowalnosé.

[rys. 34]

57. Do ozdobnej szklanki (rys. 35) wlewamy sok owocowy w tempie o ml/min (a,b,r, s, R,

"Leonard Euler (1707 - 1783), urodzony w Bazylei, w latach 1727 - 1741 by} profesorem matematyki
w Petersburgu, nastepnie przeniést sie do Berlina, gdzie w 1744 r. objal katedre matematyki w Akademii
Nauk. W 1766 powrdécit do Petersburga i do kotica zycia zajmowal si¢ dzialalnoscia naukowa. Rozwinat
i ugruntowal rachunek rézniczkowy i catkowy, uprawial réwniez optyke, mechanike i astronomie, algebre i
teorie liczb. Wniést istotny wklad w rozwdj wszystkich dzialéw matematyki. Opublikowal 756 prac. Czesé
jego dorobku pozostaje nadal nie opublikowana.
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a dane). Niech v(t) oznacza objetosé soku wlanego po t minutach, zas h(t) jego wysokosé
liczong, od podstawy szklanki. Wyrazi¢ funkcje v(t), h(t) przy pomocy danych i zbadaé
ich rézniczkowalnosé.

[rys. 35]

58. Dla a, b € IR, q € IN przyjmujemy, ze
b= ¥a,

jezeli b9 = a (liczbe b nazywamy pierwiastkiem stopnia q z liczby a). Zakladajac, ze q jest
liczba, nieparzysta, okazac, ze funkcja

flo)= ¥z
jest okreslona i ciagla na calej osi rzeczywiste;j.

59. Niech a = g, gdzie p jest liczbg c altkowita, za$ ¢ liczba, naturalna nieparzysta,.
Przyjmujac

2
a1 = qap

rozwazmy funkcje potegows,

f(z) =

okreslona
(i) dla = € R, gdy p > g,
(ii) dla z € R\ {0}, gdy p < g.
Okazaé, ze réwnosé (32)
() = oz

jest prawdziwa w kazdym punkcie z, w ktorym funkcja f jest okreslona.
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60. Rozwazmy funkcje

f(a:):{x2 sin 1 dla z #0,

0 dla = =0.

Stosujac (przy ustalonym z) wzér Lagrange’a (52) w przedziale [0,z] (0 < z < xg) i
dzielac obie strony réwnosci przez = dostajemy

1 1
(97) xsin — = 2¢sine — cos —,
x c

gdzie ¢ € (0,z). Jak wiemy (por. Przyklad 25), liczba ¢ wystepujaca we wzorze (52) zalezy
od koricow przedzialu, w naszym przykladzie jest wiec funkcja zmiennej x € (0, zg].
Okazaé, ze funkcja c(z) nie jest ciagla w zadnym przedziale (0, a), gdzie 0 < a < xy.
Wskazoéwka. Okazaé najpierw, ze funkcja

d(z) = ﬁ

nie spelia warunku Darboux (§3 punkt 7), nastepnie powolaé sie na twierdzenia 7 1 13 §3.

61. Poréwnaé reguly de 'Hospitala podane w twierdzeniach 16 -19 z twierdzeniem Stolza
(rozdziat 11 §2 twierdzenie 11). Czy zachodzi analogia miedzy tymi twierdzeniami?



