(VARVIRRV
§2. Szeregi o wyrazach dodatnich

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu sa dodatnie, to ciag sum czeSciowych {S,} jest cisle
rosnacy. Zachodza wowczas dwie mozliwodci:

a.) ciag {Sp} jest ograniczony z géry - woéwczas zgodnie z twierdzeniem 5 rozdz.II §2
ciag ten jest zbiezny a to oznacza, ze szereg jest zbiezny;

b.) ciag {Sy} jest nieograniczony z géry - wéwczas jest on rozbiezny do oo a to oznacza,
ze szereg jest rozbiezny (jego suma jest réwna o).
Z tych uwag wynika natychmiast (por. zadanie 6 §1)

Twierdzenie 1 (kryterium poréwnawcze rozbieznosci). Jezeli dla n > ng (gdzie
ng € IN) zachodzi nieréwnosé
an > b, >0

1 szereq
oo

bn

n=1

jest rozbiezny, to rowniez szereg

jest rozbiezny.

W dalszym ciggu przedstawimy warunki dostateczne zapewniajace zbieznos¢ szeregu o
wyrazach dodatnich (tzw. kryteria zbieznosci.)

Twierdzenie 2 (kryterium zageszczania Cauchy’ego). Zalézmy, zZe {a,} jest ciag-
giem malejgcym o wyrazach dodatnich. Wowczas szereq

(@) Z an

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg

(8) Z 2"agn.
n=1

DOWOD. Niech S,, bedzie n-ta suma, czesciows, szeregu (), zas T, n-ta suma, czesciows,
szeregu zageszczonego (). Zauwazmy, ze

Son_1=a1+ (a2 +as)+ (ags+as+asg+ar)+---+ (agn-1 4+ agn-1,17+ -+ agn_1)
przy czym ostatni nawias zawiera 2" — 2"~1 = 2"~ wyrazéw. Wobec tego
(1) Son_1 < a1+ 2ag +4ag+ -+ 2" tage1 = ay + T 1.
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Podobnie
Son = a1+ a2+ (a3 + as4) + (a5 + ag + a7+ as) + - -+ (agn—141 + agn-1,9 + - - -agn),

a stad
(2) Son > a1+ as + 2a4 + dag + -+ -+ 2" Lagm = a1 + %Tn.
Poniewaz 2™ — 1 — 0o, do dowolnego k € IN istnieje wskaznik ny taki, ze
E<2™ —1
skad wynika
(3) Sk < Sank_1.
Z nieréwnosci (1), (2), (3) wynika, ze ciag {T},} jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
ciag {S,} ma ta wlasnosé, a to stwierdzenie jest réwnowazne z teza, twierdzenia. O

Przykiad 1. Zbadamy zbieznos¢ szeregu
1

(4) —.

n=1 ne
Jezeli @ < 0, to ogblny wyraz szeregu nie dazy do zera przy n — oo, szereg jest wiec
rozbiezny (por. twierdzenie 8 §2).

Rozwazmy teraz przypadek o > 0. Szereg zageszczony ma postac

S 2" - l1—a\n
z_:l @ = 2(2 ).

Jest to szereg geometryczny o ilorazie ¢ = 217%, ktéry jest zbiezny gdy ¢ < 1 (czyli gdy
1 — a < 0), rozbiezny w przeciwnym przypadku. Zgodnie z twierdzeniem 1 szereg (4) jest
zbiezny, gdy a > 1, rozbiezny, gdy 0 < o < 1.

Zauwazmy, ze dla a > 0

zatem w obu przypadkach spekliony jest konieczny warunek zbieznosci. Dla o = 1 szereg
(4) jest szeregiem harmonicznym, ktérego rozbieznosé udowodnilismy w Przykladzie 4 §1.
W §1 rozwazaliSmy réwniez szereg (4) dla a = 3 (Przyklad 5) i « = 2 (Przyklad 6).

Przyklad 2. Szereg

(5) gm (a>0)

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg zageszczony
> s = 3 o
= 2"(nlog2)* <= (log2)*n®

ktéry rézni sie tylko stalym czynnikiem od szeregu (4). Wobec tego szereg (5) jest
zbiezny gdy a > 1, rozbiezny gdy 0 < a < 1.
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Twierdzenie 3 (kryterium d’Alemberta). ! Zaléimy, Ze istnieje granica
. Gn+41
lim

n—0o QA

Wowczas szereg

(6) S a,

jest
(i) zbiezny gdy 0 < g < 1,
(ii) rozbieiny gdy 1 < g < oc.
powOD. W przypadku (i) do dowolnie obranego € > 0 mozna dobra¢ N € IN tak, by

dla n > N zachodzila nieréwnosé
Ap41

<g-+te.

n

Ustalajac € € (0,1 — g) i przyjmujac b = g + ¢ mamy zatem
(7) Intl 3 dla n>N.

Qp

Z nieréwnosci (7) dostajemy kolejno
an+1 < ban,
an+2 < bzaN7

(8)

antp < bPan dla peIN.

Poniewaz b € (0,1), szereg geometryczny
o0
DY
p=1

jest zbiezny i wobec tego ostatnia nier6wnos$é (8) zapewnia na mocy kryterium poréwnaw-
czego zbieznos¢ szeregu
oo
E AN +p,
p=1

ktéry powstaje z szeregu (6) przez skreslenie poczatkowych N wyrazéw. Zgodnie z twier-
dzeniem 1 §1 szereg (6) jest réwniez zbiezny.
W przypadku (ii) dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnosé
ntl 51

Qn
z ktérej wynika, ze przynajmniej poczawszy od pewnego wyrazu ciag {a,} jest rosnacy,
nie moze by¢ zatem zbiezny do zera. Wobec tego szereg (6) jest rozbiezny, gdyz nie jest
spelniony warunek konieczny zbieznosci (por. twierdzenie 8 §1). O

1Jean d’Alembert (1717 - 1783), matematyk francuski, od 1741 r. czlonek Paryskiej Akademii Nauk.
Zajmowal sie analizg matematyczna, mechanika i astronomis, z jego nazwiskiem zwigzana jest metoda
wyznaczania drgan poprzecznych struny sprezyste;j.
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Twierdzenie 4 (kryterium Cauchy’ego). Zaléimy, Ze istnieje granica

lim a, =g.

n—00

Wowczas szereg

9) Z Qn

jest
(i) zbiezny gdy 0 < g < 1,
(ii) rozbiezny gdy 1 < g < oc.

DOWOD. Dowdd przebiega podobnie do dowodu twierdzenia 3. W przypadku (i) mozna
obra¢ liczbe 0 < b < 1 tak, ze dla n > N € IN zachodzi nieré6wnos¢

Yap, < b
z ktoérej wynika
(10) a, <b"® dla n> N.
Poniewaz szereg geometryczny
o
DL
n=N

jest zbiezny, nieréwnosé (10) zapewnia zbieznosé szeregu
o0
§ an7
n=N

a wiec i zbiezno§é szeregu (9).
W przypadku (ii) dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnosé

Ya, > 1

z ktérej wynika, ze przynajmniej poczawszy od pewnego wyrazu mamy a, > 1, ciag {a,}
nie moze by¢ wiec zbiezny do zera. Wobec tego szereg (9) jest rozbiezny, gdyz nie jest
speliony warunek konieczny zbieznosci szeregu (por. twierdzenie 8 §1). O

Uwaga. Kryterium d’Alemberta jest na ogél wygodniejsze w uzyciu niz kryterium
Cauchy’ego. Ponadto

Qn

Gn—1

a1 a9

n/ —_ N/ —_—
an . . e .

1 a

wiec na podstawie twierdzenia o $redniej geometrycznej (zadanie 2 rozdz. III §3) z istnienia
granicy rozwazanej w twierdzeniu 3 wynika istnienie granicy, o ktérej mowa
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w twierdzeniu 4 oraz réwnos¢ obu granic. Jezeli g = 1 to méwimy, ze szereg nie reaguje
na kryterium (d’Alembert’a, Cauchy’ego).
Przyklad 3. Rozwazmy szereg

(11) I+l et o b o bty
272747478738

Ogblny wyraz tego szeregu mozna wyrazi¢ wzorem

1
Q2n—1 = Q2n = gn—1’
zatem
Gn 4 agny1 1
=1, Zntl _ 2
A2n—1 A2, 2

Wobec tego ciag {GZ%} jest przeplatanka dwdch réznych ciggéw stalych, nie istnieje wiec
granica rozwazana w twierdzeniu 3 i nie mozemy stosowaé kryterium d’Alemberta. Nato-

miast
k — 90k
ag 3

gdzie
lz_—n" dla k= 2n,
A =

1— —
don dla k=2n-1.

Poniewaz ciag {ay} jest przeplatanka dwéch ciagéw zbieznych do granicy —3, mamy (por.

zadanie 4 rozdz.II §1)

) 1
Iim ap = —=
k—o0 2

a stad wobec ciaglosci funkcji wykladniczej y = 27

1
lim ¥ap = — < 1.
klm ag \/§ <

Wobec tego kryterium Cauchy’ego zapewnia zbieznosé szeregu (11).

7 podanego przyktadu widaé, ze moze istnie¢ granica rozwazana w twierdzeniu 4, pod-
czas gdy granica w twierdzeniu 3 nie istnieje. Kryterium Cauchy’ego jest wiec ogblniejsze
niz kryterium d’Alemberta. Korzystajac ze zbieznosci szeregu (11) mozemy zgodnie z
twierdzeniem 5 §1 polaczy¢ w nim wyrazy parami nie zmieniajac jego sumy. Dostajemy w
ten sposéb szereg

11 11 11 = 1 1 1
1 1 by — — — — — e — JR— —:2. :4‘
I+D+G+H)+G+P+E++ ;2n+;2n .

Zatem suma szeregu (11) wynosi 4.
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Przyklad 4. Szereg
= 1
dY— (a>0)
n=1 ne

rozwazany w przykladzie 1 nie reaguje na kryterium d’Alemberta (a wiec i na kryterium
Cauchy’ego), gdyz
py1  n® 1

4w (1T (1+ L)

Poniewaz )
lim (14 —-)=1
n—>00 n
korzystajac z ciaglosci funkcji potegowej y = x® i z twierdzenia o granicy ilorazu dostajemy

dla dowolnego «
. Qp41
lim

n—00 Gy,

=1

niezaleznie od tego, czy szereg jest zbiezny czy rozbiezny.

Przyklad 5. Rozwazmy szereg

(12) >
n=0

gdzie z jest ustalona liczba dodatnig. Stosujec kryterium d’Alemberta otrzymujemy

any1 " nl T

an n+1) z n+1’

a stad

(13) lim 2L —

n—oo QG
co zapewnia zbieznosé¢ szeregu (12).
Aby zastosowac kryterium Cauchy’ego zauwazmy najpierw, ze

T

o= -

n!’
Mamy
1
b, =log Vn! = —(log1+1log2+---+logn)
n

skad na podstawie twierdzenia o $redniej arytmetycznej (twierdzenie 12 rozdz.II §2)

(14) lim b, = oo.

n—0o0

Poniewaz

n

nl = e,
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wiec z (14) wynika, ze

lim ¥/n! = oo,

n—0o0

a zatem

(15) lim /a, =0.
n—0o0

Zgodnie z uwaga, sformulowana po twierdzeniu 4 granice (13) i (15) sa réwne. W dalszym
ciagu zobaczymy, ze suma szeregu (12) wynosi e®.

Przyklad 6. Wykorzystujac wlasnosci szeregdw mozemy tatwo udowodnié, ze
(16) lim — =0

przy ustalonych k € IN, a > 1 (por. zadanie 12 rozdz.II §2). Zgodnie z twierdzeniem 8 §1
wystarczy udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogdlnym

Stosujac kryterium d’Alemberta dostajemy

any1 _ 1 (n+1 k
an a n ’

skad

1
(17) lim 2+ = = <1,

n—00 Ap a

Podobnie zastosowanie kryterium Cauchy’ego daje

(g/m)*

a

skad

1
(18) lim Qg = E <1

n—oo

(oczywiscie granice (17) i (18) sa réwne). Oba kryteria zapewniaja, zbieznos$¢ szeregu a
wiec 1 warunek (16).

Na zakoniczenie udowodnimy jeszcze jedno proste i bardzo wygodne w stosowaniu kry-
terium zbieznosci wzglednie rozbieznosci szeregu.
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Twierdzenie 5. JezZeli istnieje

lim 2" = g#0
n—oo by,
to szeregi
(@) Zana (8) an
n=1 n=1

sq albo oba zbiezne albo oba rozbiezne.

DOWOD. Ustalajac 0 < ¢ < g mamy poczawszy od pewnego wskaznika ng

Gn
g—e< —<g+e¢

br,
czyli
(19) (9 —€)bn < ap < (g+€)by.
7 twierdzen 1, 3 §1 wynika, ze szeregi
> (g =€), > (g+e)bn
n=ng n=no

sg zbiezne wtedy i tylko wtedy gdy zbiezny jest szereg (). Z nieréwnosci (19) wynika
zatem teza twierdzenia po zastosowaniu kryterium poréwnawczego zbieznosci (twierdzenie
7 §1) oraz kryterium poréwnawczego rozbieznosci (twierdzenie 1). O
0 Q0 Q

Zadania.

1. Przy zalozeniach twierdzenia 2 udowodni¢, ze szereg
oo
D an
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy zbiezny jest szereg

e}
E 3" agn.
n=1

Czy liczby 2, 3 moga by¢ zastapione przez dowolna, inna, liczbe naturalna, rézna od 1?7

2. Zbadac zbiezno$¢ szeregu o wyrazie ogélnym

1
~ n(logn)(loglogn)®

an (a>0)
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w zaleznosci od parametru «. Dla jakich n okreslone jest wyrazenie a,,?
Wskazéwka. Opierajac si¢ na nieréwnosci (por. rozdz. II §2 punkt 5)

(20) 2<e<3

zastosowaé kryteria poréwnawcze zbieznosci i rozbieznosci (twierdzenie 7 §1 i twierdzenie
1) wykorzystujac twierdzenie 2, przyktad 2 i zadanie 1.

3. Oznaczmy
loglog .. .logz = log,, ,

p razy
bn(0) =1, bn(p) = logn(logw)n) ... (logg, n),
1
an(p, @) = (a>0).

nby, (p — 1)(log,y n)*
Zbadaé zbieznosé szeregu o wyrazie ogélnym a,(p, @) w zaleznosci od parametru a. Dla
jakich n okreslone sa wyrazenia by, (p), an(p, @)?

Wskazowka. Korzystajac z nieréwnosci (20) udowodnié¢ najpierw oszacowanie

1Og(k) 2" < log(k_l) n < log(k) 3" (k> 2).

Nastepnie zastosowa¢ indukcje wzgledem p wykorzystujac twierdzenie 2, zadanie 1 i przy-
klad 2.

4. Rozwazmy szeregi o wyrazach dodatnich

(0‘) Z Qn, (/6) Z bn
n=1 n=1
1 niech
. by
Iim — =0
n—00 Ay,

Jezeli oba szeregi sg zbiezne, to méwimy, ze szereg () jest zbieiny szybciej niz szereg
(o). Jezeli oba szeregi sa rozbiezne, to méwimy, ze szereg (8) jest rozbieiny wolniej niz
szereg (). Przyjmijmy oznaczenia zadania 3 i niech A, (p) bedzie szeregiem

oo

Z an(p,a) (no dostatecznie duze).

n=ngo

Udowodnic¢, ze
a.) w przypadku zbieznosci szereg A, (p) jest zbiezny szybciej niz szereg Ay (p + 1),
b.) w przypadku rozbieznosci szereg Ay (p + 1) jest rozbiezny wolniej niz szereg A, (p)-
Wskazéwka. Oprzeé sie na wyniku zadania 3. W punkcie a.) zastosowaé regule de
I’Hospitala obliczania granicy wyrazen nieoznaczonych.
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5. Przyjmijmy oznaczenia
= 1 =1
(Sa) Z ’I’I,_O" (Sﬁ) Z n_ﬁ
n=1 n=1
przy czym 3 > « > 0. Przyjmujac terminologie wprowadzona w zadaniu 4 udowodni¢, ze
a.) gdy oba szeregi sa, zbiezne, to szereg (Sg) jest zbiezny szybciej niz szereg (Sq);

b.) gdy oba szeregi sa rozbiezne, to szereg (Sg) jest rozbiezny wolniej niz szereg (S, ).

6. Zbada¢ zbieznos¢ szeregéw o wyrazie ogdlnym

_ logn

a.) Ay, ne (O[ > 0), b) Ap = W (a > 0),
_Vn 1
C.) Ap = ﬁ’ d) Ap — ﬁ’
) 1
e.) ap=-—"+-.
" (logn)v®
Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenia 2 i 4.
7. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu
o0
Z na™ ' (a > 0)
n=1
w zaleznosci od parametru a.
8. Udowodnié, ze nastepujace ciagi sa zbiezne do zera:
d" n"
’U,n:m (d>0), UHZW’
n® n!
Wn =+ (e € R), =

(por. zadanie 12 rozdz. II §2).
Wskazéwka. Wykorzysta¢ warunek konieczny zbieznosci odpowiedniego szeregu.

9. Opierajac sie na twierdzeniu 5 zbada¢ zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogdlnym a,,, jesli

1 a 1
a.) ap=-—=sin— (a>0), b.) ap = ——,
)= (420 ) o n(n+2)
1 1
C.) A = , d) Qp = —,
Vn(n+1)(n+2) dn — 1
n V/n +sinn
D) = ——o, £) apn=—"F5—"-—1,
¢) @ n?+1 ) n?2—n+1
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10. Zakladajac, ze szereg o wyrazie ogélnym a, > 0 jest zbiezny oraz ze ciag {a,} jest
malejacy udowodnié, ze

lim na, = 0.
n—o0

Porownaé z twierdzeniem 8 §1.
Wskazéwka. Udowodni¢ najpierw nieré6wnosé

na, <

n
r, dla n >k,
k
gdzie 7y oznacza k-ta reszte szeregu, nastepnie oprzec sie na twierdzeniu 4 §1.

11. Na przykladzie szeregu

>
=n logn
pokazaé, ze szereg speliajacy warunki podane w zadaniu 10 moze by¢ rozbiezny.

12. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogélnym

1
a.) an, =mn %sin— b.) a, =a'°8" (a > 0)
n

w zaleznosci od parametru a.

13. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogélnym a,,, gdy

nnl

! 1\"
a.) an:an: (a>0, a#e), b.) an:(n+ > ,

2n —1
2" n
¢) an="p (keN), d) an=(Yn-1)",

e.) an:%(\/n-i— —/n).

14. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu

o0
>
nf +1
n=1
w zaleznosci od parametréw «, .

15. Udowodnié¢ nastepujace

Uogéblnione kryterium d’Alemberta. Szereg

i an (an, > 0)
n=1

jest

(i) zbiesny, jezeli lim a(’;f <1, (ii) rozbieiny, jezeli lim “ZZI > 1.

Wskazéwka. Rozumowanie podobne jak w dowodzie twierdzenia 3.
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16. Udowodnié¢ nastepujace

Uogéblnione kryterium Cauchy’ego. Szereg

o0
Z an, (an > 0)
n=1

jest
(i) zbiezny, jezeli lim p/a, <1, (ii) rozbieiny, jezeli lim ¢/a, > 1.
Wskazéwka. W dowodzie zbieznosci przeprowadzi¢ rozumowanie podobne jak w dowodzie

twierdzenia 4. Dla dowodu rozbieznosci wykazac, ze nie jest spelniony warunek konieczny
zbieznosci szeregu (twierdzenie 8 §1).

17. Wykazaé, ze w przypadku szeregu rozwazanego w Przykladzie 3 réwniez uogdélnione
kryterium d’Alemberta (zadanie 15) nie pozwala rozstrzygnaé jego zbieznosci ani roz-
bieznosci.

18. Rozwazmy szereg

1 1 1 1+ +1+1+
2 3 22 32 2n - 3n '

Sprawdzi¢, ze

a.) kryterium d’Alemberta (nawet uogdlnione - zadanie 15) nie zapewnia zbieznosci ani
rozbieznosci szeregu,

b.) uogdlnione kryterium Cauchy’ego (zadanie 16) zapewnia jego zbieznosé. Obliczyé
sume szeregu. Dlaczego nie mozna zastosowac kryterium Cauchy’ego w postaci podanej w
twierdzeniu 47

19. Oznaczajac przez 7(n) ilosé¢ dzielnikéw pierwszych liczby n zbadaé zbieznosé szeregu

Z T(n)z" (x> 0).

Wskazdéwka Zastosowaé uogélnione kryterium Cauchy’ego (zadanie 16).

20. Rozwazmy szeregi o wyrazach dodatnich

(@) Zana (B) an-

Udowodni¢ nastepujace
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Uogéblnione kryterium poréwnawcze. Jezeli poczqwszy od pewnego wskaznika ng za-
chodzi nieréwnosé

an+1 < bn+1
an — by

(21)

to
(i) ze zbieznosci szeregu () wynika zbiezno$é szeregu (),
(ii) z rozbieznosci szeregu (o) wynika rozbieznosé szeregu ().

Wskazéwka. Nie zmniejszajac ogélnosci mozna zatozyé (dlaczego?), ze nieréwnosé (21)
zachodzi dla wszystkich n € IN. Pomnozy¢ stronami nieréwnosci (21) dlan =1,2,...,k,
nastepnie skorzystaé z kryterium poréwnawczego zbieznosci (twierdzenie 7 §1) i kryterium
poréwnawczego rozbieznosci (twierdzenie 1).

21. Rozwazmy szereg o wyrazach dodatnich

o]
> an
n=1

Rn:n( an —1>.
an+1

Kryterium Raabego. 2 Zaldzmy, ze istnieje granica (skoriczona lub niewtasciwa)

1 niech

Udowodni¢ nastepujace

lim R, =r.
n—00

Wowczas
a.) jezelir < 1, to szereg jest rozbieiny,
b.) jezeli r > 1, to szereg jest zbiezny.

Wskazéwka. W przypadku a.) doj$é do nieréwnosci (dla dostatecznie duzych n)

an+1:> n

an, n+1
i zastosowaé zadanie 20. W przypadku b.) zauwazy¢, ze przyjmujac p = T"2'1 mamy dla
dostatecznie duzych n
(22) n o142,
Ap4+1 n

2 Joseph Ludwig Raabe (1801 - 1859), urodzony w Polsce w miejscowosci Brody, matematyk szwajcarski,
od 1843 r. profesor uniwersytetu w Zurichu. Prace z analizy matematycznej, algebry i geometrii.
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Obierajac nastepnie 1 < a < p udowodni¢, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nieréw-
nosé

D 1
23 1+=>(14+ )=

po czym opierajac sie na nieréwnosciach (22), (23) zastosowaé zadanie 20. Nier6éwnosé
(23) mozna otrzymaé stosujac wzér Taylora przy a = 0 do funkcji

flz)=14pr—(1+x)°
przy zalozeniu, ze liczba z > 0 jest dostatecznie mata (por. rozdz. III §5).
22. Zbadaé zbieznosé szeregu (por. zadanie 13 a.) )

o
e™n!
>

n=1

stosujac kryterium Raabego (zadanie 21). Czy szereg reaguje na kryteria d’Alemberta i
Cauchy’ego?
23. Zbada¢ zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogélnym

1-3---(2n—1) 1 b . n!
2-4---(2n) 2n+1’ ) an_(x—l—l)---(a:—l-n)

a.) Gnp = (x > 0)

stosujac kryterium Raabego (zadanie 21). Czy szeregi te reaguja na kryterium
d’Alemberta?

24. Rozwazmy szereg o wyrazach dodatnich

(a) Z Qn

1 niech
ap,
Kn = Cp

— Cn+1 (¢, >0 dla n € IN).
Ap41

Udowodni¢ nastepujace

Kryterium Kummera. 3 Zaléimy, ze szereq

<1

C
n=1 "

3Ernst Eduard Kummer (1810 - 1893), urodzony w Polsce w miejscowosci Zary. W 1831 r. ukoriczyt
studia matematyczne w Halle, w latach 1832 - 1842 byl nauczycielem w gimnazjum realnym w Legnicy a
w latach 1842 - 1855 profesorem Uniwersytetu Wroctawskiego, pelnigc w okresie Wiosny Ludéw (1848/49)
funcje rektora. We Wroclawiu powstaly jego najwazniejsze prace z teorii liczb, m.in. dowéd Wielkiego
Twierdzenia Fermata dla wykladnikéw n < 101. Od 1855 r. az do przej$cia na emeryture byl profesorem
Uniwersytetu Berlinskiego. Zajmowatl sie¢ réwniez analiza, geometrig rézniczkows, i fizyka, matematyczna,.
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jest rozbiezny oraz Ze istnieje granica (skoriczona lub niewtasciwa)

lim K, = k.

n—0o0

Wowczas
jezeli k > 0 to szereg («) jest zbiezny,
jezeli k < 0 to szereg () jest rozbieiny.

Pokazac, ze
a.) dlac, =1 (n € IN) kryterium Kummera przechodzi w kryterium d’Alemberta,
b.) dla ¢, = n (n € IN) z kryterium Kummera otrzymujemy kryterium Raabego
(zadanie 21).
Wskazowka. W przypadku k > 0 zauwazy¢, ze istnieje liczba 6 > 0 taka, ze dla duzych n
zachodzi nieréwnos¢
Cnln — Cn410n+1 Z (5an+1-

Wywnioskowaé stad, ze szereg
(o.]
E (Cnan - cn—i—lan—i—l)
n=1

jest zbiezny (jaki jest ciag sum czesciowych tego szeregu?). Nastepnie oprzeé sie na kry-
terium poréwnawczym zbieznoSci (twierdzenie 7 §1). W przypadku k& < 0 zastosowaé
uogo6lnione kryterium poréwnawcze (zadanie 20).

25. Zalézmy, ze szereg
oo
Z an, (an > 0)
n=1

jest rozbiezny i niech S, oznacza jego n-ta sume czesciowa. Udowodnié, ze
a.) szereg

jest rozbiezny,
b.) szereg

jest rozbiezny,
c.) szereg

jest zbiezny.
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Wskazéwka. W punkcie a.) rozwazy¢ dwa przypadki, gdy ciag {a,} jest ograniczony z

géry lub gdy nie ma tej wlasnosci. W punkcie b.) okazaé, ze badany szereg nie spehia
warunku Cauchy’ego (twierdzenie 6 §1). W punkcie c.) zauwazyé, ze szereg

> (s o)

jest zbiezny (jaki jest ciag sum czesciowych tego szeregu?), nastepnie zastosowaé kryterium
poréwnawcze zbieznosci (twierdzenie 7 §1).

26. Zalézmy, ze szereg

Z an, (an > 0)
n=1
jest zbiezny i niech
o0
Tn = Z a;
j=n
bedzie jego n-ta reszta. Udowodnié, ze
a.) szereg
o0
a'n
n=1 n

jest rozbiezny,
b.) szereg

o0
> =
n=1 "n
jest zbiezny.

Wskazéwka. W punkcie a.) wykazaé, ze szereg nie spelia warunku Cauchy’ego (twierdze-
nie 6 §1). W punkcie b.) zauwazyé, ze szereg

2_: (Vrn = V/rns1)

jest zbiezny i zastosowaé kryterium poréwnawcze zbieznosci (twierdzenie 7 §1).

27. Zakladajac, ze szereg

oo

(@ > an  (an>0)

n=1

jest rozbiezny rozwazmy szereg

oo
Zl-ﬁ-nan

n=1
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a.) Przyjmujac

sprawdzié, ze szereg () jest rozbiezny.
b.) Przyjmujac
{ 2 sdy n#k?
ap =
1 gdy n=k?

(dlaczego szereg (o) jest w tym przypadku rozbiezny?) udowodnié, ze szereg (/) jest
zbiezny.

Wskazowka. W przypadku b.) zauwazyé, ze szereg (8) jest suma dwdch szeregéw zbiez-
nych.

28. Udowodni¢, ze szereg

1+ n2a,

i o (an > 0)
n=1

jest zawsze zbiezny niezaleznie od zbieznoéci lub rozbieznodci szeregu



