§3. Szeregi o wyrazach dowolnego znaku.

o © Q
Zajmiemy sie teraz badaniem szeregéw, ktérych wyrazy moga by¢ dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Zaczniemy od prostego przeksztalcenia algebraicznego.

1. Przeksztalcenie Abela. Niech dana bedzie suma
(1) S = Z ajﬁj-
j=1

Przyjmujac oznaczenie

By =01+ B2+ +06r (1<r<m)
mamy
(2) Bj =B;—Bj_; dla j=2,...,m.

Wobec tego sume S mozna zapisa¢ w postaci

S =a;B;+ Zaj(Bj — Bj_1),

=2
co po otwarciu nawiasOw i przegrupowaniu daje

m—1

(3) S = (@~ aj41)Bj + amBu.

=1

Przejscie od postaci (1) do postaci (3) sumy S nazywamy przeksztatceniem Abela.! Za-
uwazny, ze 0zZnaczajac

aj_|_1 — aj = Aaj, Bj — Bj—l = ABJ

i korzystajac z (2) mozemy tozsamosé (3) zapisa¢ w postaci

m m—1
(3" > aj(AB;)) = amBm — 01B1 — Y _ (Aa;)B;.
=2 j=1

Czytelnik znajacy elementy rachunku catkowego zauwazy napewno analogie wzoru (3’) z
formulg catkowania przez czesci.

2. Kryterium Dirichleta i twierdzenie Leibniza o szeregach naprzemiennych.
Wykorzystujac przeksztalcenie Abela udowodnimy kolejne kryterium zbieznosci szeregu,
tym razem o wyrazach dowolnego znaku.

INiels Henrik Abel (1802 - 1829), urodzony w Findée (Norwegia), oceniany przez swych nauczycieli
jako wielki talent matematyczny. Zajmowatl si¢ teoria funkcji eliptycznych i réwnaniami algebraicznymi,
udowodnil m.in. niemozliwo$¢ algebraicznego rozwiazania ogdlnego réwnania stopnia wyzszego niz cztery,
odkrywajac ponownie wynik Paolo Ruffiniego z 1799 r. Podal zastosowania funkcji eliptycznych w teorii
liczb.

368



369

Twierdzenie 1 (kryterium Dirichleta). Zaldimy, Ze
(i) ciag {an} jest monotoniczny i zbiezny do zera,
(ii) ciag sum czesciowych szeregu

jest ograniczony.
Wowczas szereg

(V) D anbs

jest zbiezny.
DOWOD. Nie zmniejszajac ogdélnosci mozemy zalozyé, ze ciag {a,} jest malejacy,

wowczas dla dowolnych n, m € IN mamy

(4) An 2 Qnim
skad przechodzac do granicy przy m — oo dostajemy
(5) an >0  (nelN)

(w przeciwnym przypadku zastapilibySmy ciag {a,} przez ciag {—a,}, co nie wplyneloby
na zbieznosé szeregu (7y)).

Dow6d twierdzenia polega na sprawdzeniu, ze szereg () spelnia warunek Cauchy’ego
(twierdzenie 6 §1). Rozwazmy odcinek szeregu (7)

m
Cpm = Z Untjbnj-
i=1

Przyjmujac
& = nyj,  Bj =bnyj
i korzystajac z przeksztalcenia Abela dostajemy

m—1

Cn,m = Z (an+j — an+j+1)Bj + an+mBm.

J=1
Oznaczajac n-ta sume czesciowa, szeregu () przez T, mamy na mocy zalozenia (ii)
Ta| <M (nelN),

a zatem
Bp| = [Tpyr — To| <2M  (r=1,2,...,m).
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Wobec tego korzystajac z (4), (5) dostajemy po redukeji po prawej stronie
(6) 1Crom| < 2May 1.

Z zalozenia (i) wynika, ze do dowolnie ustalonego € > 0 mozna dobra¢ N tak, by dlan > N
zachodzila nieré6wnosc¢

n+1 M
a stad wynika wobec (6)
|Crm| < €
dla n > N i dowolnego m € IN. O

Przykiad 1. Niech {a,} bedzie ciagiem monotonicznym i zbieznym do zera. Zbadamy
zbieznos¢ szeregow

o0 o0
(@) Z ay, sin nz, (B) Z ay, COS NT
n=1 n=1

w zaleznosci od parametru x. Aby zastosowac kryterium Dirichleta zbadamy ciag sum

czesciowych szeregu
o0

() Z sin nz

n=1

oraz szeregu
o0

(B Z cos n.
n=1

Oznaczajac k-ta sume czeSciows szeregu (o) przez S mamy dla x # 2rm (r calkowite)

1 k
T

. 1
k= — E 2sinnx sin -z,
2sin 5 2
n=1

co po zastosowaniu ostatniego ze wzoréw (38) rozdz. III §1 daje

1 & 1 1
Si = T Z [cos(n — i)x —cos(n + E)a: ,
n=1
czyli po redukcji
1 1
cos =z — cos(k + 3)x
(7) Sk = 2 ( 2) .

0 T
2s1n2

Podobnie oznaczajac k-ta sume czesciows, szeregu (8') przez Ty dostajemy dla xz # 2rw

(r calkowite)
k

1 1
T, = Z 2 cosnx sin ia:,
=1

~ 2¢inZ
2 e
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skad po zastosowaniu pierwszego ze wzoréw (38) rozdz. III §1 dostajemy

1
T, = st Z sin(n + 5)3: — sin(n — E)x ,

z
2 p=1

k [ 1 1
czyli po redukcji

_sin(k + 3)z —sin iz

(8) Tk,

Nz
2sm2

Ze wzoréw (7), (8) widaé, ze przy ustalonym x zachodza, nieréwnosci

(9) |Sk| <

|sin £’

zatem oba ciagi sum czesciowych sg ograniczone. Z twierdzenia 1 wynika, ze oba szeregi
(@), (B) sa zbiezne dla x # 2rw. Jezeli x = 2rm dla pewnego r catkowitego, to szereg (o)
jest zbiezny, gdyz wszystkie jego wyrazy sa réwne zeru. Natomiast

cos2nrm =1 (n € IN),

wobec tego szereg (8) przyjmuje postaé

i moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (proponujemy Czytelnikowi podanie przyktadow).

Szereg postaci
o0

Z(—l)"+1an (ap, >0 dla nelN)

n=1
nazywamy szeregiem naprzemiennym. Z twierdzenia 1 otrzymujemy jako prosty wniosek

Twierdzenie 2 (Leibniza). JeZeli w szeregu naprzemiennym ciqg {an} monotonicznie
dazy do zera, to szereg jest zbiezny.

DOWOD. Wystarczy przyja¢ w twierdzeniu 1
by = (—1)" 1.
Ciag sum czeSciowych szeregu () ma postaé
1,0,1,0,1,0,...

jest wiec ograniczony. 1
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Przyklad 2. 7 twierdzenia Leibniza wynika, ze szereq anharmoniczny

i(—1)"+1_1 L1 1.
n 2 3 4

n=1

jest zbiezny, gdyz ciag
1
ap = —
n

jest ciagiem malejacym zbieznym do zera.

VARV

3. Prawo lacznosci dla szeregéw nieskonczonych. W §1 zauwazyliSmy, ze w
szeregu zbieznym mozna w dowolny sposéb laczy¢ wyrazy nawiasami nie zmieniajac jego
sumy. A kiedy mozna w szeregu nieskoriczonym opuszczaé¢ nawiasy? Odpowiedz daje

Twierdzenie 3. Niech {ny} bedzie $cisle rosngcym ciggiem liczb naturalnych. Rozwazmy
Szereqi

(a) Z Qn, (d') Z ks

gdzie
a1 =ai+az+---+ap,,

g = 0Ony_,+1+ - -+a,, dla k>2

i zaldimy, ze wszystkie wyrazy wystepujace w sumie ar (k € IN) saq tego samego znaku.
Wowczas

(i) ze zbieznosci szeregu (&) wynika zbiezno$é szerequ (o), przy czym oba szeregi majq
tq sama sume;

(ii) jezeli szereg (&) jest rozbiezny do oo (do —o0), to taq sama wlasnosé ma szereg (o).

DOWOD. Oznaczmy n-ta sume czesciows, szeregu (o), (&) przez S,, S, odpowiednio.
Zakladajac, ze szereg (&) jest zbiezny i oznaczajac przez A jego sume mamy

lim Sy = A.

k— o0

Wobec tego ustalajac dowolnie liczbe € > 0 mozna dobraé¢ do niej wskaznik kg tak, by dla
k > ko zachodzila nieréwnosé¢

(10) A—e<Sp_1<A+e.
Poniewaz dla nx_1 < n < ng suma S,, spelnia jedna z nieréwnosci
Sk—1 < Sp < Sk lub Sk < Sp < Sk_1
(zaleznie od znaku wyrazéw wystepujacych w sumie ag), z nieréwnosci (10) wynika, ze
A—e< S, <A+¢

dla n > ng,—1 co konczy dowdd punktu (i). Dowd6d punktu (ii) przebiega podobnie i
pozostawiamy go Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O
A oto krotsze, nieco mniej precyzyjne, sformutowanie twierdzenia 3:



373

Twierdzenie 3°’. W szeregu zbieznym mozna opuSci¢ nawiasy, jezeli kazdy nawias
zawiera wyrazy tego samego znaku.

Przykiad 3. Rozwazmy szereg

1 1 1 1 1 1
11 I+ ) =G+ +GE+2) = (5 + )+
(11) I+~ GHD+G+O -G+
Jest to szereg postaci (&) gdzie
1 1
S (_1\k+1 L
i = DT G TR
Oznaczajac
po L1
P2k -1 2%
mamy

ar = (—1)+ by,

szereg (11) jest wiec szeregiem naprzemiennym. Poniewaz ciag {by} jest ciagiem malejacym
zbieznym do zera, na mocy twierdzenia Leibniza szereg (11) jest zbiezny i zgodnie z
twierdzeniem 3 mozemy w nim opusci¢ nawiasy. Oznaczajac jego sume przez S mamy
zatem

Przyklad 4. Szereg postaci (@)

(- 5=+ (=g =)+ (== 4

jest oczywiscie zbiezny, gdyz w kazdym nawiasie suma jest réwna zeru. Opuszczajac
nawiasy dostajemy szereg

ktory jest rozbiezny, gdyz jego ogélny wyraz nie dazy do zera. Twierdzenie 3 nie ma tu
zastosowania, gdyz w kazdym nawiasie mamy wyrazy roznych znakéw.

VRV

4. Prawo przemiennosci dla szeregéw nieskorniczonych. Zaczniemy od przykladu.

Przyklad 5. Wiemy (por Przyklad 2), ze szereg anharmoniczny jest zbiezny. Ozna-
czajac jego sume przez s mamy

1
(12) l— -+ — 4 =s.
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Zmienmy kolejnosé wyrazoéw szeregu (12) w taki sposéb, by po kazdym wyrazie dodatnim
wystepowaly dwa ujemne. Otrzymujemy w ten sposéb szereg

(12) l— o —— 42— - — 4

Oznaczajac przez Sk, S}, sumy czesciowe szeregéw (12), (12’) odpowiednio mamy

k
1 1 1 1 1 1
Sl = — _ = _ — :—S
3k Z<2n—1 dn — 2 4n> Z<4n—2 4n> 272k

n=1

a stad

Ponadto 1

1
2k+17 Sék—}—Z:Sék—l—l_ 4k+27

skad wynika, ze
. . . 1
5, Stwen = B, Bz = [y S = 50
Ciag {S},} jest wigc przeplatanka trzech ciagéw zbieznych do tej samej granicy, zatem
(por. zadanie 4 rozdz.II §1)

1
lim S/ ==
Jim S, = 3.

a to oznacza, ze szereg (12’) jest zbiezny i jego suma wynosi %s.

Przyktad 5 wykazuje, ze zmiana kolejnosci wyrazow szeregu zbieznego moze zmienic¢ jego
sume. W przypadku nieskonczonego dodawania nie zachodzi wiec prawo przemiennosci
(dla sum skoniczonych wynika ono z aksjomatu (1a) rozdz.I §1). Mozna jednak wyodrebnié¢
klase szeregéw, dla ktérych zachodzi prawo przemienno$ci - sa to szeregi bezwzglednie

zbiezne.

Moéwimy, ze szereg
o0
(@) E :an
n=1

jest bezwzglednie zbiezny, jezeli zbiezny jest szereg

(@) > lanl.

n=1

Oczywiscie kazdy szereg zbiezny o wyrazach nieujemnych (lub ogdlniej - majacy od pew-
nego miejsca wyrazu tego samego znaku) jest zbiezny bezwzglednie. Zachodzi tatwe do
udowodnienia
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Twierdzenie 4. Kazdy szereq bezwzglednie zbiezny jest zbieziny.

DOWOD. Mamy dla dowolnych n,p € IN
Qg1+ + an+p| <l|nqr| +--+ |an+p|-

Wynika stad, ze szereg («) spelia warunek Cauchy’ego, jezeli szereg (a*) ma ta wlasnosé
za$ (twierdzenie 6 §1) warunek Cauchy’ego jest rownowazny zbieznosci szeregu. 0

Istnieja, szeregi zbiezne, ktdre nie sa bezwzglednie zbiezne - takie szeregi nazywamy
warunkowo zbiezZnymi. Najprostszym przykladem jest szereg anharmoniczny (Przyklad 2).
Szereg (a*) ma tu postaé

o0
>,
n=1 n

jest to wiec szereg harmoniczny o ktérym wiemy, ze jest rozbiezny (Przyklad 4 §1).

Moé6wimy, ze ciag liczb naturalnych {m.,} jest permutacjq zbioru liczb naturalnych, jezeli
kazda liczba naturalna wystepuje w nim doktadnie raz. O szeregu

oo
> am,
n=1

méwimy wowczas, ze powstat z szeregqu

przez zmiane kolejnosci wyrazow.

Twierdzenie 5. Jezeli w szeregu bezwzglednie zbieznym zmienimy kolejno$é wyrazow to
otrzymany szereg pozostaje bezwzglednie zbiezny i ma tq samg sume, co szereg wyjsciowy.

Twierdzenie to mozna sformutowacé krocej
Twierdzenie 5°. W szerequ bezwzglednie zbieznym mozna zmieniaé kolejnosé wyrazow.

DOWOD. Poniewaz szereg (a*) jest zbiezny, zgodnie z twierdzeniem 4 §1 do ustalonego
€ > 0 mozna dobra¢ N tak, by dla £k > N zachodzita nieréwnosc¢

(13) D lan| <e.
n=~k

Oznaczmy odpowiednio przez S,, T, sumy czesciowe szeregdéw

(a) Z A, (ﬂ) Z Om,, -
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Ustalajac £ > N mozemy dobra¢ ni > k tak, by dla n > nix w sumie T,, wystepowaly
wszystkie wyrazy aq,...,ar_1. Wowczas w réznicy S,, — T,, wyrazy te ulegng redukcji,
skad wynika wobec (13), ze

(14) |Sp —Tn| <€

dla n > ng. Zgodnie z twierdzeniem 4 szereg () jest zbiezny co oznacza, ze ciag {S, } ma
granice. Z nieréwnosci (14) wynika, ze

lim S,, = lim T,
n—0o0 n—>00

a wiec szereg () jest réwniez zbiezny i ma ta sama, sume co szereg (a). Aby udowodnié,
ze szereg (B) jest bezwzglednie zbiezny wystarczy okazaé, ze szereg

B Y lam,|

jest zbiezny. Zauwazmy jednak, ze szereg

oo

(@) > lanl

n=1

jest bezwzglednie zbiezny jako szereg o wyrazach nieujemnych i mozemy do niego zas-
tosowaé¢ udowodniona juz cze$é twierdzenia. Wynika z niej, ze szereg (*) jest réwniez
zbiezny, co konczy dowdd. 0

W Przyktadzie 5 pokazaliSmy, ze w szeregu warunkowo zbieznym zmiana kolejnosci
wyrazow moze zmienic¢ jego sume. Nie jest to przypadek lecz ogélna prawidlowos¢, zachodzi
bowiem nastepujace

Twierdzenie 6 (Riemanna). 2 Zaléimy, Ze szereg

(@) Z an

jest warunkowo zbiezny. Wowczas

(i) obierajac dowolnie liczbe rzeczywista A mozemy tak zmienié kolejnosé wyrazéw w
szeregu () by otrzymaé szereg zbiezny o sumie A;

(ii) mozna tak zmienié kolejnosé wyrazéw w szeregu () aby otrzymaé szereg rozbieiny
do oo lub do —oo.

VRV

2Bernhard Riemann (1826 - 1866), wybitny matematyk niemiecki, autor fundamentalnych prac z za-
kresu teorii funkcji zmiennej zespolonej, szeregéw trygonometrycznych oraz geometrii, od 1859 r. profesor
uniwersytetu w Getyndze. Sformulowal nie udowodniona, do dzi$§ hipoteze dotyczacg funkcji dzeta.
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DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze w szeregu («) wystepuje nieskoriczenie wiele wyrazéw
dodatnich i nieskonczenie wiele wyrazéw ujemnych,w przeciwnym wypadku bylby on bez-
wzglednie zbiezny wbrew zalozeniu. Przyjmujac

_ag| 4+ ag _{ a, gdy a, >0,
P 2 0 gdy a, <0,
. |an| —an { —Qnp gdy a, <0,

n 2 0 gdy a, >0

stwierdzamy latwo, ze oba szeregi o wyrazach nieujemnych

(o.] o0
(15) Z Dn, Z qn
n=1 n=1
sg, rozbiezne do co. Mamy bowiem

Gpn = Pn — 4n, |an‘:pn+QHu

zatem zbieznosé¢ jednego z szeregéw (15) pociggalaby za soba zbieznosé drugiego, a stad
wynikalaby bezwzgledna zbieznoéé szeregu (o) whrew zalozeniu.
Dow6d zaczniemy od punktu (i). Przyjmijmy

Pr=p1+-+pK
obierajac wskaznik k; w taki sposéb, by

<A dla s=k{—1,

ler"'J”‘DS{>A dla s =k

(jezeli p1 > A, to wystarczy obraé k; = 1). Nastepnie obierzmy wskaznik m; tak, by

> A dla s<my,

P, — + -4 gy
1= (@ q){<A dla s=m,

i oznaczmy
RQi=q+- -+ gm,.

Mamy zatem
P > A, A—Gm, <P—Q1 <A

Powtarzajac opisane postepowanie utworzmy wyrazenie
Py = pryy1+ -+ Dk,
w taki spos6b, by

<A dla ki <s<ks,

p et
1 — Q1+ (Pry+1+ +p){>A dla s = ko,
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wowczas
A<P1—Q1+P2§A+pk2.

Nastepnie obierzmy wskaznik mgy tak, by

> A dla mqi < s < mg,

P Py — (g g,
1 — Q1+ P — (¢my+1 + +Q){<A dla s = my,

1 niech
Q2= qmi+1+ -+ @m,,

wowczas
A—Gn, <PI—Q1+P,—Q2< A

Opisana konstrukcja sum Py, @1, P, (2 jest wykonalna dzieki rozbieznosci obu szeregéw
(15) - oczywiscie tg sama wlasno$¢ maja szeregi powstale z nich przez skreslenie pewnej
skonczonej ilosci wyrazéw. Ciagi sum czesciowych tych szeregow sa rozbiezne do co i wobec
tego sumujac dostatecznie dostatecznie duza, ilos¢ wyrazéw mozna przekroczy¢ kazda z géry
dana, liczbe. Kontynuujac ta konstrukcje mozemy utworzy¢ dla dowolnego » € IN sumy

Soyr=P1—Q1+Po—Qa+ -+ F —Qr, Soyr1=P1—Q1+Pa—Qa2+---+ P

gdzie
Pj=pr;,_y+1+ -+ Dk, Qj = qm;_1+1t -+ qm;,

przy czym zachodza nieréwnosci

(16) k; > 3, mj > j
oraz
(17) A< 527'—1 S A —}_pkra A— dm, S S2r < A.

Oczywiscie kazdy wyraz szeregu (o) znajdzie si¢ w pewnej sumie P; lub w pewnej sumie
—Q;. Z nieréwnosci (16) wynika, ze ciagi wskaznikéw {k;}, {m;} sa rozbiezne do oo.
Poniewaz na mocy zalozenia zbieznosci szeregu («) jego ogélny wyraz a, dazy do zera
przy n — oo, mamy

lim pg, = lim g, = 0.
r—00 7—00

Do dowolnego € > 0 mozna wiec dobra¢ liczbe R tak, by dla » > R zachodzily nieréwnosci
0 <ps,. <e, 0< gm, <€

a to oznacza wobec (17), ze

A<527~_1<A+€, A—€<S27~<A
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dla r > R. Zatem
(18) rli)lglo Sor_1 = Tlgglo Sor = A.
Rozwazmy teraz szereg
(19) Po—-Q1+P—Qx+- -+ P —Qp+---

Ciag jego sum czesciowych jest przeplatanka, ciagéw {Sa,_1} oraz {Sa,} wiec na mocy (18)
jest on zbiezny do granicy A (por. zadanie 4 rozdz.IT §1). Mamy zatem

(Pr+-+pk) = (@ + -+ dm) + Prtr + -+ Dka) = (@1 + 0+ o)+

20
( ) ...+(pkr—1+1+...+pkr)_(qmr—1+1+...+qmr)+...:A'

Zgodnie z twierdzeniem w szeregu (20) mozna opusci¢ nawiasy nie zmieniajac jego sumy.
Otrzymany w ten sposGb szereg zawiera wszystkie wyrazy szeregu («) lecz w zmienionej
kolejnodci i jego suma jest réwna danej z géry liczbie A. Punkt (i) zostal udowodniony.

Przechodzac do punktu (ii) pokazemy, ze zmieniajac odpowiednio kolejnosé wyrazéw
szeregu (a) mozna otrzymaé szereg rozbiezny do co. Wobec rozbieznosci pierwszego z
szeregéw (15) mozemy utworzy¢ cigg sum

P1:p1+"'+pk17 Pj:pkj—1+1+"'+pkj (J:2a37)

tak, aby

P> 1,
(21)
Sy 1=Pr—-q1+Po—q@+-+P_1—q¢_1+F>r dla r=2,3,....

Z nieréwnosci (21) wynika, ze
(22) Syr=Pr—q+P—q@+ - +FP—q>1—0¢.
Poniewaz podobnie jak w dowodzie punktu (i) stwierdzamy, ze

lim ¢, =0

r—00
7z oszacowan (21), (22) wynika, ze
(23) lim Sg,,- = lim Sgr_l = OQ.

T—00 T—>00

Ciag sum czesciowych szeregu

(24) Ph—qg+P—qg+ --+P—qr+---
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jest przeplatanka, ciagéw {Sa2.} i {Sar_1} zatem wobec (23) jest réwniez rozbiezny do oo.
Wobec tego szereg (24), ktéry mozemy zapisaé inaczej w postaci

(24) (P14 4pk) — @1+ Prat1+- -+ DPry) — G2+ -+ Prp_ 41+ FDPE,) — @+

jest rozbiezny do nieskoriczonodci i zgodnie z twierdzeniem 3 to samo dotyczy szeregu
powstalego z (24’) przez opuszczenie nawiaséw. Szereg ten zawiera wszystkie wyrazy
szeregu («) lecz w zmienionej kolejnosci i jest rozbiezny do oc.

Proponujemy, by Czytelnik samodzielnie zakoriczyl dow6d punktu (ii) wykazujac, ze
przez odpowiednia zmiane kolejnosci wyrazéw w szeregu (o) mozna otrzymaé szereg roz-
biezny do —oo. ]

0 Q© 9

5. Mnozenie szeregéw nieskonczonych. Gdy mnozymy przez siebie dwie sumy
skoniczone, regula jest prosta i dobrze znana Czytelnikowi z kursu szkolnego: mnozymy
kazdy wyraz pierwszej sumy przez kazdy wyraz drugiej sumy a nastepnie dodajemy otrzy-
mane iloczyny. Regula ta wynika z aksjomatu (9a) zapewniajacego rozdzielnosé¢ mnozenia
wzgledem dodawania (rozdz. I §1 punkt 1). Powstaje pytanie, czy mozna ja, przenie$é na
przypadek mnozenia przez siebie dwéch szeregéw nieskonczonych

(a) Zana (B) an-

n=1
Czesciowa, odpowiedz daje

Twierdzenie 7. Zaléimy, ze oba szeregi (o), (B) sa bewzgledne zbieine i niech

i a, = A, i b, =B
n=1 n=1
oraz

D lanl =A% D |bal = B
n=1 n=1

Zaldimy nastepnie, ze ciag {pn} jest utworzony z iloczyndw czesciowych postaci agby,
ustawionych w dowolnej kolejnosci. Wowczas szereq

() > pn

jest rowniez bezwzglednie zbiezny i jego suma jest rowna AB.

DOWOD. Niech P oznacza n-ta, sume czesciowa, szeregu

() > [pal:
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W sumie tej wystepuja, iloczyny (byé¢ moze nie wszystkie) postaci |ag||by,| gdzie
k < kyp, m < m,, wobec tego

(25) Py < (laaf +- - +lak, N([br] + - - + b, [) < A*B”.

Z nieréwnodci (25) wynika, ze szereg (7*) jest zbiezny, gdyz jest to szereg o wyrazach
nieujemnych i jego ciag sum czedciowych jest ograniczony z géry. Zatem szereg () jest
bezwzglednie zbiezny i mozemy w nim

a.) dowolnie zmienia¢ kolejno§¢ wyrazéw (twierdzenie 5),

b.) dowolnie laczy¢ wyrazy nawiasami (twierdzenie 5 §1) nie zmieniajac jego sumy.
W szczegélnosci rozwazmy szereg

o0
() Y dn,

n=1

gdzie

d1 = albl, d2 = a1b2+a2b2+a2b1,...
dn = albn + a2bn +---+ anbn + anbn—l +---+ anbl-
W szeregu tym wystepuje kazdy iloczyn aib,, dokladnie raz, zatem zgodnie z tym, co

udowodnilismy przed chwila, jego suma jest réwna sumie szeregu (7). Oznaczajac n-ta
sume czesciowa, szeregu (a), (B) (0) odpowiednio przez A,, B,, D, mamy

D, = Ay - By,
skad po przejsciu do granicy przy n — oo wynika, ze suma szeregu (0) ( a wiec i szeregu
(7) jest réwna AB. O
a,b, ab, . a,b,

ab, ab, | ... | ab, | ... by _ash, Py /,%751

91”52/ /aib/z/ /5135; asb,

a,b, | 9153/ / /g’zb/a/ asbs aybs

a,b, ayb, a,b, ) ,@rbi ayb, azb, azb,

[rys. 53] [rys. 54]

Uwaga. Na rys. 53 pokazano jak mozna utworzy¢ z iloczynéw czesciowych agby,
nieograniczong prostokatng tablice. Iloczyny wystepujace w sumach dy, do,...d, sa obra-
mowane grubszg linia.

7 twierdzenia 7 wynika, ze mnozac szeregi bezwzglednie zbiezne mozemy w dowolny
sposob porzadkowaé i laczy¢ w nawiasy iloczyny czesciowe wystepujace w tablicy na
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rys. 53. Specjalnie wygodny jest sposéb podany schematycznie na rys. 54: laczymy
w nawias wyrazy lezace na tej samej przekatnej zaznaczonej na rysunku przerywang, linia,.
Otrzymujemy w ten sposéb szereg

(26) Z Cn

gdzie
(27) Cn = a1bp + asbp_1 + -+ -+ apbs.

Réwnosé (27) mozna zapisa¢ w postaci skréconej

(27) Cp = Z agby, = Zakbn+1_k.
k=1

k+m=n+1

Szereg okreslony wzorami (26), (27) nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregéw (a), (B).
7 twierdzenia 7 otrzymujemy jako wniosek

Twierdzenie 8. Jezeli szeregi (), (B) sq bezwzglednie zbiezne i sumy ich wynoszq A, B
odpowiednio, to ich iloczyn Cauchy’ego jest rowniez bezwzglednie zbiezny i jego suma jest
rowna AB.

Uwaga. Czasami rozwazamy szeregi zaczynajace sie¢ od wyrazu ze wskaznikiem zero

(Of()) Z QAn, (:80) Z by -

Woéweczas ich iloczyn Cauchy’ego ma postaé

o0
> on
n=0

[rys. 55|
gdzie

(28) Cn = aoby + a1by 1 + -+ + anbo
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czyli
n
(28’) Cp = Z akbm = Zakbn_k
k+m=n k=0

(por. rys. 55). Oczywiscie twierdzenie pozostaje prawdziwe przy takim ponumerowaniu
WyTazow.

Przyklad 6. ZnajdZzmy iloczyn Cauchy’ego szeregéw (), (B) przyjmujac

(=1)"

anp =by = T

Oba szeregi (a), () maja wiec ta sama postac
(29) 1-

Zgodnie ze wzorem (27°)

_ 1
=™ Z Tk Ve
Wyrazenie |c,| mozna latwo oszacowaé z dotu opierajac sie na nieréwnosci
(30) 2ab < a® + b?,
ktéra jest rownowazna oczywistej nieréwnosci
(a—b)?>0.
Korzystajac z (30) dostajemy

2n

n 1
Cp, :E Z Z
el kzl\/E\/n-i-l—k n+1

(31)

Z oszacowania (31) widaé, ze utworzony iloczyn Cauchy’ego nie jest zbiezny, gdyz jego
ogblny wyraz ¢, nie dazy do zera przy n — oo (por. twierdzenie 8 §1). Zauwazmy, ze
zbieznosé szeregu (29) wynika z twierdzenia Leibniza, gdyz jest to szereg naprzemienny a
ciag {\/iﬁ} dazy monotonicznie do zera. Natomiast szereg ten nie jest bezwzglednie zbiezny,

>

n=1

szereg (a*) ma bowiem postaé

Si-



384

jest wiec rozbiezny (por. Przyktad 1 §2). W rozwazanym przykladzie nie sg zatem spetnione
zalozenia twierdzenia 8.

Przyklad 7. Znajd7my iloczyn Cauchy’ego szeregéw (ay), (Bo) przyjmujac dla usta-
lonych z, y € IR

_ 7 _y
an =7 bn, p (ne INU{0}).
Ze wzoru (28’) mamy
n k n—k n 1
z® y 1 n k, n—k
en kz_ok' n—k)! nlZkln—k 7

czyli
(= +y)"

Cp = I
n:

lNloczyn Cauchy’ego jest zatem szeregiem postaci

(32) s e

Zauwazmy, ze szereg

jest zbiezny dla dowolnego ¢ € IR, bowiem oznaczajac jego ogdlny wyraz przez d,, i stosujac
kryterium d’Alemberta otrzymujemy

d t
lim =2 — 1im | |
n—oo dy, nsocom4+1

Zatem oba szeregi (ayp), (Bo) sa w naszym przykladzie bezwzglednie zbiezne i mozemy
zastosowaé twierdzenie 8. Oznaczajac

(33) En=Y""  (emw

n!

mamy wobec tego

(34) E(z)E(y) = E(z +y)
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dla z,y € IR. Czytelnik zauwazy na pewno, ze tozsamosé¢ (34) prawdziwa jest dla funkcji
wykladniczej. W dalszym ciagu zobaczymy, ze rzeczywiscie funkcja E(t) okre§lona jako
suma szeregu wzorem (33) jest funkcja wykladnicza, tzn. ze zachodzi réwnosé

Et)=¢" (teR).

Zadania.

1. Zbada¢ zbieznos¢ szeregéw

>, sinnz > CoSNT
SID IS
— n Vn

w zaleznosci od parametru x € IR.

2. Zbadac zbiezno$c¢ szeregu

w zaleznosci od parametru x € IR. Czy szereg ten jest bezwzglednie zbiezny?

3. Dla jakich a > 0 szereg o wyrazie ogélnym

. _ (=
(i) an = n(logn)e

o (1)
(i) - an = n(logn)(loglogn)«
jest
a.) warunkowo zbiezny,
b.) bezwzglednie zbiezny?
Dla jakich n okreslone jest wyrazenie a, w punktach (ii) i (iii)?

4. Udowodnié, ze szereg
e n(n—1) ]_
S
n=1 \/ﬁ
jest warunkowo zbiezny.

Wskazéwka. Najpierw udowodnié, ze szereg jest zbiezny po polaczeniu nawiasami wyrazow
tego samego znaku, nastepnie oprzec¢ si¢ na twierdzeniu 3.
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5. Udowodni¢ zbieznos¢ szeregu
i (—1)vnl
n=1 n

(przypominamy, ze [a] oznacza czesé¢ catkowity liczby a).
Wskazéwka. Najpierw okazaé¢, ze laczac nawiasami wyrazy tego samego znaku mozna
badany szereg przedstawi¢ w postaci

o0
> (=1,
k=1

gdzie
——2—— < b < 2
E+1 R g

Nastepnie skasowa¢ nawiasy opierajac sie na twierdzeniu 3.

6. Udowodni¢ rozbieznos¢ szeregu naprzemiennego

1 1 1 1 1 1
V2—-1 V241 V3-1 V3+1 Jn—1 n+1

Dlaczego twierdzenie Leibniza nie stosuje sie w tym przypadku?
Wskazoéwka. Znalez¢ sume czesciows o wskazniku parzystym.

7. Udowodnié, ze jezeli ciag {a,} jest ograniczony a szereg

jest bezwzglednie zbiezny, to szereg
o0
> tubn
n=1

jest réwniez bezwzglednie zbiezny.

8. Udowodni¢, ze jezeli oba szeregi
o0 o0
D an D bn
n=1 n=1
s, zbiezne i jeden z nich jest bezwzglednie zbiezny, to szereg

o)
E anbn
n=1
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jest bezwzglednie zbiezny.
Wskazéwka. Oprze¢ si¢ na zadaniu 7.

9. Niech s oznacza sume szeregu anharmonicznego (Przyktad 2). Udowodnié, ze

1_|_1 1+1+1 1+ 3
- — — — - — — cee = —8.
3 2 5 7 4 2

Wskazéwka. Oznaczajac przez Sy sume czeSciowg badanego szeregu okazaé najpierw, ze

3
lim Saj = -
Kook T 9%

oraz ze taka, sama granice maja, ciagi {Ssg_1} i {Ssk_2}-

10. Udowodnié¢ indukcyjnie niero6wno$é

1 1 1 1 1
stitetgt g

17678 ok =

(k € IN).

NN

11. W szeregu anharmonicznym (Przyklad 2) przestawiamy wyrazy w nastepujacy sposéb:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

PRI R T ST o B S sy o S

Udowodnié, ze otrzymany szereg jest rozbiezny.
Wskazéwka. Oznaczajac

—_

T — 1 FOUPMINE S S
h=57y 28 ~ 7 IR T 8(k—1) 1 o 28k 2k —1

i opierajac sie na zadaniu 10 udowodnié, ze

g1+ qo+ -+ qr > k.

12. Opierajac si¢ na zadaniu 55 rozdz. I1I §4 udowodni¢, ze

1 1 1 1
S log k
2+4+ 2k 2og + C—l—ak,
1 1
142 4... —log 2+ —1 -
+3+ +2k—1 og +2ogk+20+ﬂk,

gdzie C jest stala Eulera a ciagi {ax}, {8k} sa zbiezne do zera.
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13. Udowodnié, ze szereg anharmoniczny (Przyklad 2) ma sume log 2.
Wskazéwka. Oznaczajac przez S, sume czeSciows szeregu anharmonicznego udowodnié
najpierw, ze

lim Sy, = log2

n—o0

opierajac sie na zadaniu 12.

14. W szeregu anharmonicznym (Przyklad 2) zmieniamy kolejnosé wyrazéw nastepujaco:
najpierw dodajemy p wyrazow dodatnich, potem g wyrazéw ujemnych, potem ponownie p
wyrazow dodatnich i ¢ wyrazéow ujemnych itd. Udowodnié, ze otrzymany szereg ma sume
log(2+/p/q). Poréwnaé z Przykladem 5 oraz z zadaniami 9, 13.

Wskazéwka. Najpierw rozwazy¢ szereg, w ktérym wyrazy jednakowego znaku potaczono
nawiasami i znalez¢ jego sumy czesciowe Ss,, Sa,_1 Opierajac sie na zadaniu 12. Nastepnie
wykazac, ze

lim Sy, = lim Sa,—1 = log(2v/p/q)
n— 00 n—00

i skasowa¢ nawiasy opierajac sie na twierdzeniu 3.

15. Sprawdzié¢, ze zachodzi réwnosé

(przyjmujemy 0! = 1).
16. Niech
co =1, Cn=y" +ay" L+ 22y "y + 2™ dla n> 1.
Udowodni¢, ze szereg
oo
> cn
n=0
jest zbiezny dla z,y € (0,1) oraz znalezé jego sume.
Wskazowka. Przedstawi¢ badany szereg jako iloczyn Cauchy’ego dwéch szeregéw.

17. Zakladajac, ze |z| < 1 znalezé kwadrat (tj. iloczyn przez siebie) w sensie Cauchy’ego
szeregu

o0
>
n=1

i podac jego sume.
18. Zalézmy, ze |x| < 1 oraz ze szereg
oo
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jest bezwzglednie zbiezny. Oznaczajac sume tego szeregu przez D(x) udowodnié, ze szereg

oo

> (o +dy + -+ di)z"

n=0
jest bezwzglednie zbiezny oraz ze jego suma jest réwna

D(z)

11—z

Wskazéwka - jak w zadaniu 16.



