Rozdzial V

Rachunek catkowy.

o © 0
§1. Calka funkcji ciaglej.

1. Obliczanie pola pod wykresem funkcji nieujemnej. Postawmy nastepujace
zadanie: Dana jest funkcja f(x) ciagla i nieujemna w przedziale [a,b]. Obliczyé pole
obszaru plaskiego €2 ograniczonego wykresem funkcji f, osig x-6w i prostymi z =a, z =10
réwnolegtymi do osi y-6w (rys. 56). Zaczniemy od opisania prostej konstrukcji, ktéra
pozwala znalezé przyblizona, wartos¢ szukanego pola.

A
Y

i

0] a & x & x,=£, b X

v

[rys. 56]
1° Dzielimy przedziatl [a, b] na k mniejszych przedzialéw przy pomocy punktéw
T1,L9, ..., Tk-
Podzial ten (oznaczymy go jako IT) mozemy zapisaé przy pomocy nieréwnosci
(1) a=2Tp<T1 <Tog<---<Tp_1 <z =D>.
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2 W kazdym z mniejszych przedzialéw [z;_1, ;] wybieramy punkt posredni

& €lzina]  (G=1,2....k)

3° Znajdujemy wartos¢ funkeji f(&;) i obliczamy pole P; prostokata, ktérego jeden bok
stanowi odcinek [z;_1, ;] lezacy na osi 2-6w a drugi bok ma dlugosé f(§;). Oznaczajac

(2) A.’Ej =Tj —Tj-1

mamy wiec
Py = f(&)A;.
4% Suma pél wszystkich prostokatéw P;

S=Yf(&)Az;

i=1
daje przyblizona warto$¢ pola obszaru ). Oczywiscie przyblizenie jest tym lepsze im
drobnmiejszy jest podzial II tzn. im mniejsza jest liczba

d = max Az;.
J

Liczbe ta nazwiemy srednicq podziatu I1.

Rozwazmy teraz ciag podzialéw {Il,} przedziatu [a,b] i niech d(II,) oznacza Srednice
podziatu I1,,. Zalozymy, ze

(3) lim d(Il,) = 0.

n— 00

Ciag podzialéw speliajacy warunek (3) nazywamy ciagiem normalnym podziatéw. Dla
kazdego podzialu II,, mozemy teraz wykona¢ opisana konstrukcje i utworzyé sume S,
wprowadzona, w punkcie 4°. Z warunku (3) wynika, ze im wieksze jest n tym drobniejszy
jest podzial II,, a zatem tym lepiej suma S,, przybliza pole obszaru 2. Jezeli istnieje
granica

(4) lim S, =G,
n—0o0
to mozemy uwazac, ze liczba G okresla pole obszaru (2.

Postepujac bardziej formalnie mozemy przyjaé réwnosé (4) jako definicje pola
obszaru ). Czytelnik spotkal sie juz z pojeciem pola figury plaskiej w kursie szkol-
nym, obliczajac pola réznego typu wielokatéw. Jak wida¢ z rys. 56, przyjeta przez nas
definicja pola pozwala rozwazaé znacznie ogblniejsza, klase figur ptaskich. W dalszym ciagu
zobaczymy, ze w przypadku wielokatow nowa definicja pola pokrywa sie z definicja, szkolna
(por. Przyklady 1, 2, 4 oraz zadanie 27).
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Przykiad 1. Rozwazmy funkcje

A//B |

[rys. 57]

w przedziale [1,2] i niech II,, oznacza podzial odcinka [1, 2] na n réwnych czesci. Punkty
podziatu (1) sa zatem okreslone wzorem

przy czym zgodnie z (2)

S

Wobec tego

i rozwazany ciag podzialéw spelia warunek (3), jest wiec ciagiem normalnym podzialéw
odcinka [1,2]. Przy ustalonym n punkt posredni £; obierzemy w lewym konicu przedziatu
[€j_1,2;] tzn. przyjmiemy
1 ‘
@—1+1;— (G=1,2,...,n).

Suma S,, (nazwiemy ja, sumq przyblizong) ma postac

czyli po sprowadzeniu wyrazenia w nawiasie do wspdlnego mianownika

1 « _
Sn:ﬁg (n+j—-1)
i=1
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€co mozna inaczej zapisac

1
(5) Sp = ﬁ(rﬂ + pn)
gdzie
(6) Pn=1+2+---+(n-1).

Poniewaz (por. rozdz.I §1 zadanie 10(a))

n—1)n
@ pp= 2
wiec z réwnosci (5) dostajemy
n—1
S,=1
" * 2n
i po przejsciu do granicy
3
G= lim S, =-.
n—00 2

Obliczona liczba G stanowi pole obszaru Q (rys. 57), ktéry w naszym przyktadzie jest
trapezem o podstawach AC, BD i wysokosci AB. Oczywiscie mozemy znalez¢ pole tego
trapezu stosujac regule znang z kursu szkolnego. Otrzymujemy ten sam wynik %

Przyklad 2. Rozwazajac ta samg funkcje f i ten sam ciag podzialéw przedziatu [1, 2]
co w Przykladzie 1, obierzmy inaczej punkty posrednie przyjmujac

a.) £ = 3(xj_1 + z;) ($rodek przedziatu [z;_1, z;])
lub

b.) £ = z; (prawy koniec przedziatu [x;_1, z;].
W przypadku a.) mamy

2 — 1
, .
gj—_1+72n (G=12,...,n),

suma przyblizona ma wiec postac

gdzie
G =14+3+5+---+(2n—-1).
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Wyrazenie ¢, mozna przedstawi¢ w postaci
Gh=01+243+---4+2n-1)-2(14+2+---4+ (n—1)),

co daje (por. wzory (6), (7))

2n(2n — 1) n(n—1)

= -2
an 2 2 )
czyli po skréceniu i redukceji

_ 2

n =1n".
Zatem | 3
Sl =14+=-=—
* 2 2

niezaleznie od n.
W przypadku b.) dostajemy

J

T=14+=
£ -

suma przyblizona ma wiec postac
- J
S = Z; (1 + E) :
J:

czyli po przeksztalceniu
Prn+1
n2 ’

Sy =1+
gdzie wyrazenie p,y1 jest okreslone wzorem (6). Wobec tego

n(n+1)

Sn=1+ 2n?

i podobnie jak poprzednio otrzymujemy po przejSciu do granicy

3
. n__°
nhm S, = 5"

Zauwazmy, ze w Przykiadach 1, 2 otrzymujemy ta sama granice ciagu sum przyblizonych
niezaleznie od sposobu, w jaki obieramy punkty posrednie.

Przyklad 3. Rozwazmy funkcje

f(z) =2
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A
y
Sl =x?
<
/s .
0 1 2 x

[rys. 58]

w przedziale [0, 2] i niech II,, oznacza podziat odcinka [0, 2] na n réwnych czesci. Punkty
podziatu sa, okreslone wzorem

25
'IL.J:; (.7:0’1’ an)a
stad
2
Az; = — (1=1,2,...,n),
n
a wiec
¢ 2
d(Hn) = 57

skad widaé, ze warunek (3) jest spelniony. Ciag {II,} jest ciagiem normalnym podzialéw

odcinka [0, 2]. Przy ustalonym n obierzemy punkt posredni &; w lewym konicu przedziatu

[j_1,%;], zatem

2(j—1)
n

& = (j=1,2,...,n)

i suma przyblizona ma postac

czyli

gdzie
n=1+224+3"+ -4 (n—1)%
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Poniewaz (por. rozdz. I §1 zadanie 10(b))

~_n(n—-1)(2n—-1)

otrzymujemy po skréceniu

a wiec po przejéciu do granicy
8
G= lim S, = —-.
— 00 3

Zatem pole obszaru (2 zakreskowanego na rys. 58 wynosi g.

Przyklad 4. Wr6émy do funkcji

flz)==

rozwazanej w przykladach 1, 2. Ciag podzialéw {II,} okreslimy nastepujaco: Podzial
IT; polega na podzieleniu przedziatu [1,2] na polowy; dokonujac podziatu Ils kazdy z
otrzymanych poprzednio odcinkéw dzielimy ponownie na polowy - zatem caly przedziat
[1, 2] zostaje podzielony na 4 réwne czesci; ogélnie, kazdy podziat IT,, otrzymujemy dzielac
na polowy kazdy z odcinkéw otrzymanych przy podziale II,,_; - zatem caly przedzial
[1,2] zostaje podzielony na 2™ réwnych czesci. Utworzony w taki sposéb ciag podzialéw
nazywamy ciagiem dwdjkowym. Punkty z; otrzymane przy podziale 11, przy ustalonym

n maja, postaé '
J

:vj:1+2—n (1=0,1,...,2"),
a stad )
Az = on (1=1,2,...,2"),
a wiec .
(M) = 5,

skad widaé, ze warunek (3) jest spelmiony. Ciag dwdjkowy podzialéw jest ciagiem normal-
nym. Przy ustalonym n jako punkt posredni £; obierzemy lewy koniec przedziatu [z;_1, z;],
zatem

j—1 .
&=1+", G=1,2,...,2")

i wobec tego suma przyblizona ma postaé

n

S":Z(l"'j;nl)'%n’

j=1

co po przeksztalceniu daje
1

Sn:1+27n'p2"



397

przy czym zgodnie z (6), (7)
Wobec tego

Po przejsciu do granicy dostajemy

3
lim S, = =
n—00 2
a wiec ten sam wynik co w przyktadach 1, 2.

2. Calka funkcji ciaglej w przedziale domknietym. Zalézmy teraz, ze f jest
dowolna, funkcja ciagly w przedziale [a, b] mogaca, przyjmowaé wartosci réznych znakéw.
Powtarzajac konstrukcje opisang w punkcie 1 rozwazmy podzial II przedziatu [a, b] opisany
nieréwnosciami
(8) Mia=z0<z1<x9<---<xEL=0b
oraz uklad punktéw posrednich £(IT) = {¢;} speliajacych warunek

G elona]  (=12....k)

i utwérzmy sume przyblizona,

(9) S(fTLED) =) (&) Ax;,

gdzie, podobnie jak poprzednio,
Az =z; —xj1 (j=12,...,k).
Podzial I opisany nieréwnosciami (8) mozemy utozsamié¢ ze zbiorem punktéw
{zo,21,..., 28}

Bedziemy méwili, ze podziat 1 = {z,,Z1,...,Z,} jest zageszczeniem podziatu TI, jezeli
zawiera on wszystkie punkty tego podziatu tzn. jezeli speliony jest warunek

1 c 1.

Udowodnimy
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Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcja ciaglta w przedziale [a, b]. Wéwczas istnieje liczba
rzeczywista G taka, Ze dla dowolnego ciggu normalnego podziatow {I1,} przedziatu [a,b] i
dowolnego uktadu punktdw posrednich &(11,,)

(10) G = lim S(f,1,,£(I1,))-
n—00
DOWOD. Dla uproszczenia zapisu przyjmiemy oznaczenie

(11) Sp = S(f, Hnag(Hn))

Zaczniemy od udowonienia, ze ciag {S,} ma granice (by¢ moze zalezna od sposobu, w jaki
zostaly obrane ciag normalny podziatéw {II,,} i punkty posrednie £(IL,,)). Dowdd oprzemy
na nastepujacym lemacie:

Lemat. Do dowolnej liczby € > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by dla dowolnych podziatéw
I1, IT spetniajacych warunk:
d(Il) <§, TcII

i dowolnego wyboru punktéw posrednich £(IT), &(I1) zachodzita nieréwnosé
(12) S -5 <e,

gdzie
S=S(fIL¢M),  S=5(fILEID).

DOWOD LEMATU. Niech
H:{ﬂfo,l‘l,...,.’llk}, Hz{jg,fl,...,.f,;},

wowczas odpowiednie sumy przyblizone mozna zapisa¢ w postaci

k

k
(13) S=> f)Az, 8= f()Az,

s=1 s=1j€EA,

gdzie Ag przy ustalonym s oznacza zbiér tych wskaznikéw j, dla ktérych z; € (zs_1, z5].
Zapis ten zilustrowany jest na rys. 59, gdzie oznaczono kreseczky punkty podzialu II zas
kéteczkiem punkty jego zageszczenia II.

N N N

v

Xy=a X, X, b=x,

[rys. 59]

Mamy

Mia=20=20 <21 <T2=21 <2T3< T4 < T5 =23 < Tg=2x3=>0,
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przy czym
Al — {172}7 A2 = {37475}7 A3 = {6}

oraz
A.’L‘l = Ai‘l + Ai‘g,
Al‘z = Aﬂ_?;g —+ A.i';l —+ A.i'{),
A.T,'3 == ACZ'G.

A$s - Z A.’f’j,

JEA,

W ogélnym przypadku

a stad wobec (13)

k
(14) S-51 <3 S 1£(&) - (&) |Az;.

s=1j€A,

Dla ustalonego s wszystkie punkty posrednie &5 oraz &;, j € A, leza w przedziale [z5_1, 7.
Funkcja f jako funkcja ciagta w przedziale domknigtym [a, b] jest w tym przedziale jed-
nostajnie ciagla, mozemy wiec dobraé liczbe § > 0 tak, by z warunku d(II) < § wynikala
nier6wnosé .

b—a

(&) = (&)l < (s=1,....k j € A,).

Woéwczas z (14) dostajemy
S—8| < ——.D,
b—a

gdzie
k k
D:Z Z Aa_:j:ZAxS:b—a,
s=1j€A, s=1
a stad wynika nieréwnosé (12), co kornczy dowdd lematu. O

Wracajac do dowodu twierdzenia 1 rozwazmy dwie sumy przyblizone postaci (11) odpo-
wiadajace podziatom Iy, II,, i ukladom punktéw posrednich &(Il), £(I1,,) odpowiednio.
Wspdlnym zageszczeniem podziatow 1, 11, jest podzial

II= I, UIL,.
Oznaczajac przez S sume przyblizona odpowiadajaca podzialowi IT mamy
‘Sk — Sm| < |Sk — ,S_'| + |;§— Sm‘,

a stad po zastosowaniu lematu (z zastapieniem € przez 5) dostajemy

(15) ISk — Sm| < e
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o ile spelione sa nier6wnosci
(16) d(Ilx) <o, d(Il,,) <.

Poniewaz zalozylismy, ze d(IL,,) — 0 przy n — oo, do liczby § mozna dobra¢ N tak, by dla
k,m > N spemiony byl warunek (16). Ostatecznie widzimy, ze liczba N zostata dobrana
do ¢ tak, ze dla k,m > N spehiona jest nieréwnosé¢ (15) - a to oznacza, ze ciag {S,}
spetlnia warunek Cauchy’ego, a wiec jest zbiezny.

Rozwazmy teraz dwa ciagi normalne podziatéw {II,}, {II,}, wybierzmy uktady pun-
ktéw posrednich £(I1,,) oraz £(I1,,) i niech

Sn :S(f,Hn,f(Hn)), Sn =5(f7ﬁn,§(1:1n))
Udowodnili$my, ze oba ciagi {S,}, {S.} maja granice. Niech zatem
lim §,, =g, lim S, =g

n—00 n—o0
i przypusémy, ze g # g. Tworzac przeplatanke
S1,81,82,82, ., 88, - - .
otrzymujemy ciag sum przyblizonych, ktéry nie jest zbiezny, gdyz zawiera dwa podciagi
zbiezne do réznych granic. Ciag ten odpowiada ciagowi normalnemu podzialéw

przedziatu [a, b] B B B
H15H15H23H21 .. -aHnaHna e

a wiec w mysl udowodnionej juz czesci twierdzenia powinien by¢ zbiezny. Przypuszczenie,
ze granice g, g sa rézne prowadzi zatem do sprzecznosci. Wobec tego granica ciggu { Sy, } nie
moze zaleze¢ ani od wybory ciaggu normalnego podzialéw ani od sposobu obrania punktow
posrednich. Granica ta jest liczba G, o ktorej mowa w tezie twierdzenia. O

Granice G okreslong réwnoscig (10) nazywamy catkq oznaczong (lub krécej: catkaq) funk-
cji f w przedziale [a,b] i oznaczamy symbolem

/a ' f(a) d

(czytamy: catka od a do b f(z) dz). Zgodnie z twierdzeniem 1

b
(17) [ @) do = lim S(7.11,,€(11))

dla dowolnego ciagu normalnego podzialéw {II,} przedzialu [a,b] i dowolnego wyboru
punktéw posrednich £(I1,,) przy zalozeniu, ze funkcja f jest ciaglta w [a, b]. Wyrazenie

k
S(f,IL &(ID)) = Zf(sj)m:j

nazywamy suma przyblizong catki (17) odpowiadajaca podzialowi II.

3. Wiasnosci calki oznaczonej. Calka oznaczona funkcji ciaglej jest, jak wiemy,
granica pewnego ciggu sum. 7 twierdzenia, ktére udowodnimy, wida¢, ze catka ma wilas-
nosci analogiczne do wlasnosci sumy skonczonej. Zachodzi mianowicie
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Twierdzenie 2. Zaléimy, ze f, g sq funkcjami cigglymi w przedziale [a,b]. Wowczas

b b b
O [ 1@ +s@ldo= [ f)do [ gla) da,

b b
(ii) / cf(x) de = c/ f(x) dx dla dowolnej statej ¢ € IR,

" b b
(i) | [ f@ del < [ 150 do

powOD. Dla dowodu obierzmy ciag normalny podziatéw {II,,} i punkty posrednie
¢(I1,). Wéwcezas zgodnie ze wzorem (9)

(18) S(f+ 9,0y, §(p)) = S(f, 1y, £(L5)) + 5(g, 11n, (I1n)),
(19) S(ef,1n, §(Iln)) = ¢S (f, My, £(Tn)),
(20) 1S(f 1n, £(I1n))| < S(I.f], Hp, £(IL5)).

Przechodzac do granicy przy n — oo we wzorach (18), (19), (20) i opierajac sie na réwnosci
(17) dostajemy punkty (i), (ii), (iii) tezy twierdzenia. O
Uwaga. Punkty (i), (ii) wyrazaja wazna wlasnosé calki zwang liniowo$cia.
W podobny sposéb mozna udowodnié

Twierdzenie 3 (o podziale przedzialu catkowania). Zaléimy, ze f jest funkcja ciaglq
w przedziale [a, b] i niech a < ¢ <b. Wiwczas

(21) /abf(m) da::/acf(m)dm+/cbf(m) dz.

DOWOD. Niech II bedzie dowolnym podzialem przedziatu [a,b] zawierajacym punkt c
tzn okreslonym nieréwnosciami

Mia=zg <21 <---<Tp=c<Tpy1 <--- <2 =b.

Podzial ten wyznacza dwa podzialy
1° przedziatu [a, c]
MI*:a=z0<z1---<xp=cC

oraz
20 przedziatu [c, b]
I :c=x, <xpy1 <--- <z =0

Obierajac w dowolny spos6b punkty posrednie £(II) oznaczmy przez S*, S** sumy przy-
blizone odpowiadajace podzialom II*, II** odpowiednio. Woéwczas oczywiscie

(22) S(f, I ET)) = S* + S**.
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Obierzmy teraz ciag normalny podzialéw {II,} przedzialu [a,b] w taki sposéb, by dla
kazdego n punkt ¢ byt jednym z punktéw podziatu IT,, (mozemy to zrobié np. dzielac kazdy
z przedzialéw [a, c] i [c, b] na n réwnych czesci). Obierajac dowolnie punkty posrednie &(I1,,)
mozemy przy ustalonym n powtérzy¢ rozumowanie przeprowadzone na poczatku dowodu.
Przyjmujac oznaczenie (11) mamy zgodnie z (22)

Sp =S, + 5",

a stad po przejsciu do granicy przy n — oo dostajemy w oparciu o (17) teze twierdzenia.
Ol

N

o a

[rys. 60]

Jezeli funkcja f jest nieujemna, twierdzenie o podziale przedzialu catkowania ma prosty
sens geometryczny zilustrowany na rys. 60: obszar ograniczony wykresem funkcji f w
przedziale [a,b], osig xz-6w i prostymi x = a, = = b zostal podzielony na dwa obszary
odpowiadajace przedzialom [a,c] i [¢,b] (na rysunku zakreskowane pionowo i poziomo),
za$ z rozwazan punktu 1 wynika, ze calki wystepujace w réwnosci (21) sg réwne polu
odpowiednich obszarow.

Udowodnimy jeszcze

Twierdzenie 4 (monotonicznosé¢ catki). Jezeli funkcje f, g sq ciggle w przedziale
[a,b] i spelniajq nierdwnosé

(23) f(z) <g(z) dla z€]a,b]
to

(21) [ 1@ s [ o a

DOWOD. Obierajac ciag normalny {II,,} podzialéw przedzialu [a,b] i punkty posrednie
¢(IT,,) mamy wobec (23)

S(f, 1y, E(I1y)) < S(g,11n, £(I1n))
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a stad po przejsciu do granicy przy n — oo wynika (24). O

Przyklad 5. Obliczmy catke

b
/ z3 do (b>0).
0

Zgodnie z réwnoscia, (17) nalezy obraé ciag normalny podziatéw {IL,} przedziatu [0,d] i
punkty posrednie £(I1,,), utworzyé¢ sumy przyblizone i przej$¢ do granicy przy n — oo.
Okreslimy II,, jako podzial przedziatu [0, b] na n réwnych czesci, wéwczas

b
=g i=0,1,...,
Z; ]n (.7 n)
oraz b
Ax; = — =1,2,... .
x] n (.7 ) Sy 7n)

Przy ustalonym n umiescimy punkt posredni &; w prawym korncu przedziatu [z;_1,z;],
zatem

b

:Q’;:— ':1’2,...,'”;
&; j Jn (] )

i wobec tego suma przyblizona ma postaé
b n jb 3
Sn = — — 1.
= ()

W celu obliczenia granicy zapiszemy sume S,, jako

Sn = bm_nv

Yn
gdzie
n
Tn = Z(Jb)ga Yn = n4
7j=1

i zastosujemy twierdzenie Stolza (twierdzenie 11 rozdz.II §2) (zauwazmy, ze ciag y, = n?

spelnia zalozenia twierdzenia). Mamy

lim S, =b lim w,,

n—oo n—,oo
gdzie
Tp — Tyl n3b3
Wn = 4 1)4
Yn Yn—1 n= — (n - )
Poniewaz

nt—n-D*=0>-m-1)Hn2+n-1)2%)=2n—-1)(2n* —2n + 1)
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wiec
¢ n3
3

(2n —1)(2n2 —2n + 1)

W, =b

i dzielac w ostatnim wyrazeniu licznik i mianownik przez n3 dostajemy

3

lim w, = —
n—0o0

Wobec tego
b b4
/ z3dz = lim S, = —.
0 4

n—00

Przyklad 6. Rozwazmy funkcje Dirichleta

1 dla =z wymiernych,
i) = {

0 dla z niewymiernych.

(por. rozdzial II §1 zadanie 11). Niech II bedzie dowolnym podzialem ustalonego przedziatu
[a,b]. Jak wiemy (por. rozdz. I §2 Twierdzenie 5 i zadanie 6), w kazdym przedziale
(zj—1, ;) leza zaréwno liczby wymierne jak i niewymierne. Wobec tego obierajac dowolnie
ciag normalny {II,,} podzialéw przedziatu [a, b] mozemy

(i) przyjaé, ze wszystkie punkty posrednie sa wymierne, wéwczas dla dowolnego n suma
przyblizona ma postac

kn
Sh :ZA:EJ' =b—a
j=1

lub
(ii) przyjaé, ze wszystkie punkty posrednie sa niewymierne, wéwczas dla dowolnego n

S, = 0.

Mamy zatem

lim S, — { b—a w przypadku (i),

0 w przypadku (ii)

a wiec granica ciagu {S,} zalezy od sposobu obrania punktéw ¢£(II,). Funkcja
Dirichleta jest funkcja nieciagla (nie jest ciagla w zadnym punkcie - proponujemy
Czytelnikowi udowodnienie tego), dlatego nie stosuje si¢ do niej twierdzenie 1.

4. Zasadnicze twierdzenie rachunku catkowego. Jak Czytelnik na pewno za-
uwazyl, metoda liczenia calki oznaczonej na podstawie definicji zastosowana w
Przykladzie 5 jest do$¢ uciazliwa - wymaga utworzenia ciggu sum przyblizonych i obliczenia
jego granicy, co w przypadku bardziej skomplikowanej funkcji f moze okazaé si¢ niewy-
konalne. Twierdzenie, ktére teraz udowodnimy, podaje metode obliczania calki oznaczo-
nej bez odwoltywania sie do definicji. Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale IP.
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Moéwimy, ze funkcja F' jest funkcjq pierwotng (lub krécej: pierwotng) funkcji f w tym
przedziale, jezeli jest ona rézniczkowalna i zachodzi réwnosé

dla x € P (w punktach koricowych przedzialu przez pochodna rozumiemy pochodnag
jednostronna,).

Twierdzenie 5 (zasadnicze twierdzenie rachunku calkowego). Niech f bedzie
funkcjaq ciagla w przedziale [a, b] i niech F bedzie jej pierwotng w przedziale [a,b]. Wdwczas

b
(25) / f(z) dz = F(b) — F(a).

DOWOD. Dla dowolnego podziatu II przedziatu [a, b] mamy po zastosowaniu twierdzenia,
Lagrange’a o warto$ci $redniej

k k
(26) F(b) - F(a) = Z [F(zj) = F(zj-1)] = Z f(z5)Az;.

Jezeli teraz {11, } jest ustalonym ciagiem normalnym podzialéw przedziatu [a, b], to mozemy
przy dowolnie ustalonym n obra¢ jako punkty posrednie punkty z; wystepujace w rownosci
(26) (sa one narzucone przez twierdzenie Lagrange’a). Woéwczas dla kazdego n

S(f,1,,&(I1,)) = F(b) — F(a),
co w granicy przy n — oo daje (25). O
Uwaga 1. Przyjete sa oznaczenia

F(b) — F(a) = F(z) |'= [F()]..

Uwaga 2. Jezeli F' jest pierwotna, funkcji f, to Iy = F+C, gdzie C jest dowolna stala,
réwniez jest pierwotna tej funkcji (por. rozdz. III §4 wzory (7), (24)). Latwo réwniez
wykazaé, ze dowolne dwie pierwotne F, G funkcji f réznig sie o stala. Mamy bowiem

F'(z)-G'(z)=0 (zeP),
a stad na mocy twierdzenia 13 rozdz. III §4 wynika istnienie stalej C' takiej, ze
F(z) - G(z) =C.
Jak widaé z postaci wzoru (25), w celu obliczenia calki po lewej stronie mozemy wybraé

dowolna pierwotna funkcji f, gdyz stala C' dodana do F' redukuje sie po prawej stronie
WZOT.
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Przyklad 7. Obliczmy pole P zawarte miedzy wykresem funkcji f(z) = sinz a osia,
x-6w w przedziale [0, 7]. Jak wiemy z punktu 1

(27) P :/ sinz dz.
0
Aby zastosowaé twierdzenie 5 zauwazmy, ze jedna z funkcji pierwotnych jest
F(xz) = —cosx

gdyz
(—coszx) = sinx).

Wobec tego
P = [—cosz]; = 2.

2
/ z* dz.
-1

Podobnie jak w Przykladzie 7 mozemy latwo odgadnac¢ jedna z funkcji pierwotnych, a
mianowicie

Przyklad 8. Obliczy¢ catke

gdyz

Zgodnie z twierdzeniem 5

2 2

1 1 33

/ ot dr = [—xf’} =-(324+1)=—.
. 5 5

_1 5
b
/ adz,
a

gdzie « jest stala. Jako funkcje pierwotng mozna przyjaé

F(z) = ax

Przyklad 9. Obliczy¢ catke

gdyz
(az) = a,

zatem

b
(28) / adr = a(b— a).

Korzystajac z (28) i opierajac sie na twierdzeniu 2 punkt (iii) oraz na twierdzeniu 4
otrzymujemy latwo
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Whniosek 1. Jezeli
|If(x)| <M dla z € a,b],

/a ' f(a) da

Dotychczas rozwazaliSmy catke oznaczona, w przedziale [a, b] zakladajac oczywiscie, ze
a < b. Ze wzgledéw rachunkowych wygodnie jest uogélni¢ przyjeta definicje na przypadek
gdy a > b. Przyjmujemy

to

< M(b—a).

b a
(29) / f(x) da::—/b f(z)dz gdy a>0,
(30) /a f(z)dz =0.

Przy tak rozszerzonej definicji catki wzér (25) pozostaje stuszny, réwniez stuszne pozostaja,
reguly rachunkowe podane w twierdzeniu 2 (i), (ii).
Twierdzenie 3 o podziale przedzialu catkowania mozemy teraz sformulowaé ogélnie;j:

Twierdzenie 3°. Zalozmy, ze [ jest funkcja ciaglq w przedziale IP. Wowczas dla dowol-
nych a, b, ¢ € IP zachodzi (21).

DOWOD. Zakladajac a < b rozwazmy przypadki
(i) c¢<a, (i) a<e<b, (iii)) b<e.

Przypadek (ii) byt juz rozwazany. Opierajac sie na twierdzeniu 3 mamy

/:f(x) da:—l—/abf(ac) d:c:/cbf(m) d

w przypadku (i) oraz

/abf(a:) da:—l—/bcf(a:) da::/acf(a:) dx

w przypadku (iii). Obie réwnosci daja (21) po uwzglednieniu (29). Dowdéd gdy a > b
pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

Odgadywanie funkcji pierwotnej zastosowane w przykladach 7 i 8 nie zawsze sie udaje.
W dalszym ciagu poznamy reguly rachunkowe pozwalajace znajdywaé¢ funkcje pierwotna
dla wielu klas funkcji f. Na razie udowodnimy
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Twierdzenie 6. Zaltozmy, Ze f jest funkcja ciagla w przedziale IP i niech a € IP. Wowczas
funkcja

(31) Fz) = / F(t) dt
jest rozniczkowalna w przedziale IP 1 przy tym
(32) F'(z)=f(z) dla zeP.

DOWOD. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze xy jest punktem wewnetrznym przedzialu IP
i ze h jest dostatecznie malg liczba dodatnia. Mamy

zo+h

Fa = [ 1@ d  Faorm= [T 0

a

zatem korzystajac z twierdzenia o podziale przedziatu catkowania mozemy iloraz réznicowy
®(h) zapisa¢ w postaci

(33) o - Flrot h}i — F(ao) _ ! /:M 1) d.
Ponadto zauwazmy, 7e zgodnie 7 (28)

31 [ e = ste,

7 (33), (34) dostajemy

39 o)~ o) = 1 [ 10~ fGau)] at

7. zalozenia ciaglosci funkcji f wynika, ze do dowolnie ustalonego € > 0 mozna dobraé
0 > 0 tak, by dla |t — z¢| < § zachodzila nieréwnosé

[f(t) = fzo)| <e.

Opierajac sie na twierdzeniu 2 (iii) i twierdzeniu 4 mozemy oszacowaé lewa strone (35).
Otrzymujemy dla 0 < h < §

1 zo+h 1 zo+h
o)~ sl <5 [ IR0~ foldes g [ ear=s,

a to oznacza, ze

i ®(h) = f(zo).
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Okazalismy wiec, ze funkcja F' ma w punkcie xy pochodna, prawostronna, xo i ze zachodzi
réwnoscé

W podobny sposéb dowodzimy, ze funkcja F' ma w punkcie zy pochodna, lewostronna, i ze
zachodzi réwnosé

F’ (z0) = f(z0)-

Wobec tego zgodnie z twierdzeniem 1 rozdz. III §4 funkcja F' ma pochodna w punkcie xq
1 przy tym
F'(z9) = f(w0).

Jezeli zg jest jednym z punktéw koncowych przedziatu IP, to przez pochodng we wzorze
(32) nalezy rozumieé¢ pochodng jednostronna. Dowdd przebiega podobnie i pozostawiamy
go Czytelnikowi. O

Z twierdzenia 6 wynika, ze kazda funkcja ciagla f ma pierwotna okreslong wzorem (31).
Wzér ten nie daje jednak metody rachunkowej pozwalajacej na znalezienie pierwotnej - aby
wyznaczy¢ funkcje F' nalezaloby obliczyé¢ catke oznaczona po prawej stronie, a to mozemy
zrobi¢ dopiero po uprzednim znalezieniu pierwotnej funkcji f.

Z rozwazan punktu 1 wynika, ze w przypadku funkcji f(x) nieujemnej catka

/ab f(z) dx

9(x) ==fx)

S
AQ
RN
S
=

J)

[rys. 61]
moze byé uwazana za miare pola obszaru zawartego w przedziale [a, b] miedzy wykresem
funkcji a osia, z-6w. Jezeli f(x) < 0 w przedziale [a,b], to oczywiscie funkcja
g9(z) = —f(z) jest w tym przedziale nieujemna za$ jej wykres powstaje z wykresu funkcji
f przez odbicie w osi x-6w. Wynika stad, ze obszar ograniczony wykresem funkcji f i
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osig z-6w (na rys. 61 zakreskowany poziomo) ma takie samo pole jak obszar ograniczony
wykresem funkcji g i osia z-6w (na rys. 61 zakreskowany pionowo). Z drugiej strony mamy

zgodnie z twierdzeniem 2
b b
| f@ o= [ ga)ds

a stad wynika, ze pole P obszaru zawartego w przedziale [a, b] miedzy wykresem funkcji f
a osig, x-0w mozna obliczy¢ ze wzoru

P:—LU@M%

Przyklad 10. Znajdziemy pole P zawarte miedzy wykresem funkcji f(z) = cosz w
przedziale [%ﬂ', gw] a osia z-6w. Poniewaz cos z < 0 w rozwazanym przedziale, mamy

3
27I'

P = —/ cos xdzx.

3
Jako funkcje pierwotna mozna przyjac
F(z) =sinz,
gdyz
(sinz)’ = cos .
Wobec tego zgodnie z twierdzeniem 5

o (c1-1=2

Ky

P=— [sinx}

Przyklad 11. Znajdziemy pole P ograniczone wykresem funkcji f(z) = 23 w przedziale
[—1,2], osig z-6w i prostymi z = —1, = 2 (rys. 62). Rozwazany obszar sklada sie¢ z
dwéch czesci: lezacej pod osia z-6w (zakreskowanej poziomo) i lezacej nad osig z-6w
(zakreskowanej pionowo). Oznaczajac ich pola przez P;, P, mamy

0 2
P = —/ z2 dz, Py, = / z3 dx.
-1 0



flx) =x°

v

Funkcja pierwotna, jest

F(z)= Z$4
gdyz
1
(1374), — .733

Zgodnie z twierdzeniem 5

zatem

VRV

411
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Zadania.

1. Naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) i obliczyé pole zawarte miedzy wykresem a osig z-6w
w podanym przedziale, jezeli

1 . V3
a.) f(z)= 117 przedzial [?, 1] :
1 , V31
b.) f(x)= ﬁ’ przedzial [ 5 5]
1 . T
c.) flz)= p—p przedzial [_E’ Z]

1
d) f(x)= o przedzial [e, 63] ;
e.) f(x)=¢€3, przedziat [0,1].

Wskazéwka. Szukane pole zapisa¢ przy pomocy calki oznaczonej, nastepnie zastosowaé
twierdzenie 5.

2. Niech P bedzie prostokatem o bokach réwnoleglych do osi ukladu wspéhrzednych,
ktorego jeden z wierzchotkéw lezy w poczatku uktadu zas wierzcholek przeciwlegly na
paraboli y = z2. Okazaé, ze parabola ta dzieli pole prostokata P w stosunku 1 : 2.
Wskazdéwka. Pole zawarte miedzy parabolg a osig x-6w wyrazi¢ przy pomocy calki ozna-
czonej, nastepnie zastosowaé twierdzenie 5.

3. Obliczy¢ pole zawarte miedzy wykresem funkcji f(x) a osig z-6w, jezeli
T b.) f(z)=2P (peN), —a<z<a.

Wskazoéwka. Szukane pole zapisa¢ przy pomocy calki lub sumy calek i zastosowaé twierdze-
nie 5. Zwréci¢ uwage na znak funkcji f w rozwazanym przedziale!

4. Obliczy¢ caltke
b
/ 2P dxr (p€IN, ustalone)
0

stosujac wzér (17) i przyjmujac, ze II,, jest podzialem odcinka [0, b] na n réwnych czesci,
za$ przy ustalonym n jako punkt posredni £; obieramy

a.) prawy koniec przedziatu [z;_1,2;],

b.) lewy koniec tego przedziatu.
Sprawdzi¢ otrzymany wynik obliczajac catke w oparciu o twierdzenie 5.
Wskazéwka. Przy obliczaniu granicy ciagu sum przyblizonych oprze¢ si¢ na twierdzeniu
Stolza (rozdz. II §2 twierdzenie 11).
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5. Obliczy¢ calki

a) /Ob:c2 de (b>0),b) /Obgf‘ de (b>0)

stosujac wzor (17) i przyjmujac, ze I1,, jest podzialem odcinka [0, b] na 2™ réwnych czesci,
za$ przy ustalonym n jako punkt posredni &; (j = 1,2,...,2") obieramy prawy koniec
przedzialu [z;_1,z;]. Otrzymany wynik poréwnaé z zadaniem 3.

Wskazowka. Przy obliczaniu granicy ciagu sum przyblizonych zastosowaé zadania 10, 11
rozdz. I §1.

6. Z twierdzenia 4 wynika, ze nieréwnosci zachodzace miedzy funkcjami ciaglymi mozna
calkowa¢. Pokaza¢ na przykladzie, ze nieréwnosci nie mozna roézniczkowaé tzn. ze z
nieréwnosci

flx) <g(x) dla =z € la,b]

(gdzie f, g sa funkcjami rézniczkowalnymi) nie wynika na ogét nieréwnosé

fl(xz)<g(x) dla =z € la,b].

7. Zalézmy, ze f jest funkcja ciagla w przedziale [a, b]. Udowodnié, ze z nieréwnosci
A< f(z)<B dla z € [a,b]

wynika oszacowanie calki

b
Ab—a) < / f(z) dx < B(b— a).

Podag¢ sens geometryczny tego oszacowania w przypadku funkcji f o wartosciach dodatnich.
Wskazéwka. Zastosowaé twierdzenie 4 i Przykiad 9.

8. Niech f, g beda funkcjami ciaglymi w przedziale [a, b]. Udowodnié, ze
a.) z nieréwnosci
f(z)>0 dla z € [a,b]

wynika

b
/ f(x) dx > 0;

b.) z nier6wnosci
f(z) > g(z) dla z € [a,b]

/abf(a:) da:>/abg(x) dz

wynika
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Wskazéwka. Najpierw udowodnié, ze

m=inf f >0
[a,b]

opierajac sie na twierdzeniu Weierstrassa (twierdzenie 12 rozdz. III §3), nastepnie zasto-
sowac twierdzenie 4 do nieréwnosci

f(x) >m (x € [a,b]).
Punkt b.) sprowadzi¢ do punktu a.).
9. Zalézmy, 7e f, g sa funkcjami ciagtymi w przedziale [a,b] i Ze spelnione sa nieréwnosci
f(x) > g(x) dla z € [a, ]

Ooraz
f(@)>g(z) dla z€(cd),

gdzie a < ¢ < d < b. Udowodnié, ze

/abf(a:) dr > /abg(:v) dx.

Wskazéwka. Podzielié przedzial catkowania, nastepnie oprze¢ sie na zadaniu 8 i na twier-
dzeniu 4.

10. Podaé przyklady funkcji f, g speliajacych warunki sformulowane w zadaniach 8, 9 i
sprawdzi¢, ze zachodza podane w tych zadaniach nieréwnosci dla calek.

11. Niech f bedzie funkcja ciagly nieujemna w przedziale [a, b]. Udowodnié, ze z warunku

/abf(x)dxzo

wynika,
f(z)=0 dla z € [a,b].

Wskazéwka. Zaprzeczajac teze okazaé najpierw, ze istnieje przedzial [c,d] (a < ¢ < d < b)
w ktoérym f jest stale dodatnia. Nastepnie oprzec sie na zadaniu 9.

12. Udowodnié nieréwnosé

"1
2v/n —2 < — <2+yn—1.
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Wskazéwka. Najpierw oszacowaé z gory i z dotu catke

/’“+1 dx
ko VT

wykorzystujac zadanie 7.

13. Udowodnié¢, ze

li ! ! 2
im — — =2.
n—00 \/ﬁ Py \/E
Wskazéwka. Skorzystaé z zadania 13.
14. Niech 1

g(m):E (0<s<1).

Opierajac si¢ na nieréwnosci

k+1
g(k+1) < /k g(z)dr < g(k)  (k€NN)

(por. zadanie 7) wykazaé, ze ciag

n—1

=300~ [ (o) do

k=1

jest rosnacy i ograniczony z géry przez liczbe 1. Jaki stad wynika wniosek?

15. Wykazaé ponownie, ze ciag {u,} okreslony w zadaniu 15 jest rosnacy i ograniczony z
gbry przez liczbe 1, opierajac sie¢ na interpretacji geometrycznej wyrazenia u, jako sumy
pol pewnych obszaréw.

16. Udowodni¢ zbieznos¢ ciagu

n

1 nl—s
Up = 1 (0<s<1).
k=1

Wskazéwka. Skorzysta¢ z zadania 15. W celu obliczenia catki odgadnaé¢ funkcje pierwotna
i oprze¢ sie na twierdzeniu 5.

17. Obliczy¢ granice ciagdéw

n—1

1 —~ 1
un:nz fvn:Z wn:n_(P+1)(1P+2P+...+np) (p>0)
k=1

k:0n2+k2’ n+k’
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Wskazéwka. Przedstawic¢ n-ty wyraz ciagu jako sume przyblizona pewnej calki, nastepnie
obliczy¢ ta caltke odgadujac funkcje pierwotna. Wykorzystaé twierdzenie 5 1 wzér (17).

18. Zrézniczkowaé funkcje

sin(1 + %) dt,

I

@) f@=[ e a
/
/

V1412 dt,

-z
2z

cos(1 +t%) dt.

Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniu 6. W punkcie (iv) podzieli¢ najpierw przedzial
calkowania.

19. Niech w bedzie wielomianem stopnia < n speliajacym warunek
1
/ zFw(z) de =0 dla k£=0,1,...,n.
0

Udowodni¢, ze wszystkie wspétczynniki wielomianu w sa, réwne zeru.
Wskazowka. Zauwazyc, ze

1
/(w@WHmzo
0
i wykorzysta¢ zadanie 11.

20. Udowodni¢, ze ciag

1
Uy = — —logn
k=1
jest zbiezny oraz ze stala

C = lim u,
n—oo

(zwana statq Eulera por. zadanie 55 rozdz.III §4) lezy w przedziale [0, 1].
Wskazéwka. Opierajac sie na zadaniu 7 udowodni¢ nieréwnosé

1 k41 o 1
— < — < = k IN
k+1_é ;=5 (ke

nastepnie skorzystac¢ z réwnosci (uzasadnié ja!)

"d
(36) 10gn:/ y
1 T
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21. Wykazaé, ze ciag

k:lk

jest rosnacy i ograniczony z gory, opierajac sie na interpretacji geometrycznej wyrazenia
vy, jako sumy pél pewnych obszaréw. Wywnioskowaé stad, ze

(i) ciag {u,} rozwazany w zadaniu 21 jest zbiezny,

(ii) zachodzi réwnosé

C = lim vy,
n—oo

przy czym stala Eulera C lezy w przedziale [0, 1].
Opierajac sie na punkcie (ii) podaé interpretacje geometryczng stalej Eulera.
Wskazéwka. Skorzystaé z (36).

22. Opierajagc sie na zadaniu 21 udowodnié, ze dla naturalnych p, ¢ (g¢ > p)

ng

: 1 p

Jm, 2 g =g
k=np

23. Niech
1

n
Un = o Zka (> -1).
k=1

Udowodni¢, ze

) 1
lim u, = ——.
n—oo a-+1

Wskazowka. Opierajac sie na zadaniu 7 oszacowaé najpierw caltke

k+1
/ z% dz.
k

Nastepnie oszacowadé z gory i z dolu wyrazenie u,, i zastosowac twierdzenie o trzech ciagach.
W ktoérym miejscu dowodu wykorzystuje sie ciaglo$é¢ funkeji potegowej?

24. Niech f bedzie funkcja ciaglya w przedziale IP. Udowodnié, ze dla dowolnych a,b € IP

zachodzi nieréwnosé . ,
| t@ds <| [ 1@ do

Wskazoéwka. Rozwazy¢ przypadki a < b, a > b, a = b 1 oprzec si¢ na twierdzeniu 2.

<

25. Zakladajac, ze g jest ciagla w przedziale (—oo, c0) udowodnié¢ ciagltosé funkcji

f(x)=/0wg($+t) dt
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w dowolnym punkcie xzg.
Wskazéwka. Opierajac sie na twierdzeniu 2 i zadaniu 25 udowodni¢ najpierw nieré6wnosé

zo+h
| f(zo+h) = f(zo)| < / lg(zo+ h +1)| dt|.

Zo

Zo
/ (@0 + b+ 1) — g(wo + 1) dt‘ +
0

Nastepnie wykorzystaé jednostajng ciaglosé (twierdzenie 9 rozdz. III §3) i ograniczonosé
(twierdzenie 12 rozdz. III §3) funkcji g.

26. Na plaszczyznie z prostokatnym ukladem wspéhrzednych dane sa punkty A = (a,0),
B = (¢,d), przy czym a > 0, d > 0. Opierajac sie na interpretacji geometrycznej calki
obliczy¢ pole tréjkata OAB. Poréwnac¢ ze wzorem znanym z geometrii elementarnej.

27. Niech f bedzie funkcja liniowa w kazdym z przedziatéw [0, 1], [1,2], [2, 3] i spelniajaca
warunki

a.) f(0)=3, f()=1, f(@2)=-1, f(3) =0,
Podaé¢ wzor okreslajacy funkcje f w kazdym z podanych przedzialéw i obliczy¢ catke

Fz) = /0 () di

dwoma, sposobami:
1° korzystajac z wzoréw okredlajacych funkcje f oraz z twierdzen 3 i 5,
29 opierajac sie na interpretacji geometrycznej calki jako pola.
Sprawdzié, ze funkcja F' jest rézniczkowalna w przedziale IP = [0, 3] i ze zachodzi réwnos¢

Fl(z) = f(=) (z € IP).
Wskazowka. Narysowa¢ wykres funkcji f.

28. Zalézmy, ze pret niejednorodny o dtugosci | wypemia przedzial [0,1] osi z-6w, przy
czym gestosé¢ preta okresla funkcja ciagla f(z) (0 < z <1). Uzasadnié, ze mase m preta
mozna obliczy¢ stosujac wzor

m:/Olf(ac) dx.

Wskazéwka. Rozumowac¢ podobnie, jak w punkcie 1.



