§2. Calkowanie efektywne.

o © Q
1. Calka nieoznaczona. Niech F, G beda pierwotnymi funkcji f w przedziale 1P,
wowczas

G'(z)—F'(zr)=0 dla zelP,

a stad na mocy twierdzenia 13 rozdz. III §4 wynika istnienie stalej C' takiej, ze
(1) G(z)=F(z)+C dla zelP.

Na odwrét, jezeli F' jest pierwotna, funkcji f, to kazda funkcja G postaci (1) réwniez jest
pierwotng, tej funkcji. Mozna wiec powiedzieé, ze wzér (1) okresla ogélna postaé funkeji
pierwotnej. Kazda z funkcji G okreslonych wzorem (1) nazywamy calkq nieoznaczong
funkcji f w przedziale IP i oznaczamy symbolem

/ f(2) da.

Mamy zatem réwnos¢é

(2) / f@)de = Fz)+C  (z€P)),

gdzie F jest dowolnie obrana, pierwotng w przedziale IP, zas§ C' dowolna, staly (zwang, stalq
catkowania).

Zauwazmy, ze zgodnie z wprowadzong terminologia, stowo ”catka” uzyte bez przymiot-
nika oznacza dwa rézne pojecia:

catka oznaczona f: f(x) dx jest liczbag przyporzadkowana, ciaglej funkcji f w przedziale
la,b], w przypadku funkcji nieujemnej jest to miara pola zawartego miedzy wykresem a
osia, £-6w,

catka nieoznaczona [ f(x) dz jest funkcjq okreslona w pewnym przedziale IP, ktéra po
zrézniczkowaniu daje w tym przedziale funkcje podcatkows, f.

7 twierdzenia 5 §1 wynika, ze miedzy tymi dwoma pojeciami zachodzi prosty zwiagzek
rachunkowy. Obliczanie calki oznaczonej sprowadza sie zatem do znajdywania calki nieoz-
naczonej (czynnosé ta nazywamy catkowaniem).

2. Wzory rachunkowe dla calek nieoznaczonych. Ze wzoréw dotyczacych réz-
niczkowania funkcji udowodnionych w rozdz.IIT §4 i §5 wynikaja podane dalej wzory dla
calek nieoznaczonych (przypominamy, ze symbolem log oznaczamy logarytm naturalny tzn.

419
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logarytm o podstawie e - por. rozdz. III §1 punkt 8):

(3)

(10)

(11)

(12)

$n+1
/ada::aa:—i-C, /x"da:: +C dla nelN
n+1

w przedziale (—o0,00);

$a+1
® dy = 1 N, a# -1
/a: dx a+1+0 dla aeR\N, a#

w przedziale (0, c0);

1
/—daczlog\a:H—C
x

w kazdym z przedzialéw(—o0,0) oraz (0, 00);

/emda::ez-i-C, /azda:: * +c (a>0)
loga

/sinxda::—cosx-}-C, /cosxd:v:sina:-l-c

w przedziale (—o0,00);

1 1
/ 5— dz = tgr + C, / —— dz = —ctgz + C
cos? x sin® x

w kazdym przedziale, w ktérym mianownik funkcji podcatkowej nie znika;

1
/1+x2 dr = arctgz + C

w przedziale (—o0,00);

2+ = arcsinz + C oraz = —arccosz + C

w przedziale (—1,1);

1
————dzr=arsinhz+C =1o (:IZ‘+ x2+1)+C
/\/£E2+1 &
w przedziale (—o0,00)
1
—————dz = ar coshz + C =1lo (:C+\/x2—1>+0
/\/:U2—1 &

w przedziale (1, 00)

Sprawdzenie kazdego z tych wzoréw polega na zrézniczkowaniu prawej strony, co powinno
da¢ w wyniku funkcje podcatkowa, po lewej stronie. Przykladowo sprawdzimy wzér (5).
Dla z > 0 mamy

1
(log |z[ + C)" = (logz + C)' = —
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za$ dla x < 0 stosujac regule rézniczkowania funkcji zlozonej dostajemy

—1 1
(1og | + O’ = (log(~z) + €)' = — =~

Sprawdzenie pozostalych wzoréw (3) - (12) pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie.
Rownie tatwo, w oparciu o udowodnione w rozdz. III §4 wlasnosci pochodnych, otrzymu-
jemy reguly:

(13) [(t@ +9@) do = [ @) dz+ [ g(@) do

(14) /af(a:) dzx = a/f(a:) dzx.

Dla sprawdzenia (13) wystarczy zauwazy¢, ze rézniczkujac sume po prawej stronie otrzy-
mujemy f(z)+ g(z) a wiec funkcje podcatkowa po lewej stronie. Podobnie sprawdzamy
(14).

Podamy jeszcze dwie reguly rachunkowe odgrywajace wazng role w rachunku catkowym.

Twierdzenie 1 (o calkowaniu przez czesci). Jezeli funkcje f, g maja ciagla pochodng
w przedziale IP, to

(15) [ @@ ds = 1(@)a@) - [ £@)g(a) da.
DOWOD. Rézniczkujac prawa strone otrzymujemy

(F@@) - F@a@) = 1/ @a(@) + @' @) - F@g(a),

co po redukcji daje funkcje podcatkowa po lewej stronie wzoru (15). O

Twierdzenie 2 (o calkowaniu przez podstawienie). Przy zatoZeniu ciqgtosci funkcji
[, v,y zachodzi rdwnosé

(16) [ 1o @ do= [twdy  (v=yw).
DOWOD. Oznaczmy przez F(y) prawa strong, wéwczas zgodnie z regula rézniczkowania

funkcji zlozonej dostajemy

d

4 py(z)) = %F(y)g—i = [(y(@))y (),

a wiec funkcje podcatkows po lewej stronie (16). O
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Uwaga. Wzdér (16) mozna inaczej zapisa¢ w postaci

(16) [0 do= [ 1w ay,

z ktérej widac, ze symbol pochodnej zachowuje sie jak zwykly ulamek - mozna ”skracac”
przez rézniczke dx. Dlatego przy stosowaniu wzoru na calkowanie przez podstawienie
wygodnie jest uzywac zapisu rézniczkowego

dy

dy = —=
Y dx

dx,

co pozwala unikna¢ bledu w bardziej skomplikowanych rachunkach.

3. Przyklady obliczania calek nieoznaczonych. Stosowanie regut (15), (16)
wyjasnimy na przyktadach.

Przyklad 1. Scalkowaé funkcje
u(z) = zsinz (:E € (—oo,oo)).

Poniewaz funkcja ma postaé iloczynu, narzuca sie regula catkowania przez czesci (15).
Powstaje pytanie, ktéry czynnik traktowaé jako pochodna ¢'(z). Sprébujmy przyjac
f(z) =sinz, g'(v)=2

a wiec )
x

g(.’L’) = 77

zgodnie z (15) otrzymujemy
2 1
/xsinx dr = %sinx —3 /m2 coszx dzx.

Po prawej stronie otrzymaliémy caltke, ktérej nie potrafimy odgadnaé i ktéra wydaje sie
trudniejsza do obliczenia, niz calka wyjSciowa (wyktadnik potegi podwyzszyl sie!) Wyko-
rzystajmy zatem druga mozliwosé, przyjmujac

f@) ==z,  g'(z)=sinz,

wowczas
g9(z) = —cosz
i reguta (15) daje
/xsinx dr = —xcoszx + /cosm dz.
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Calke po prawej stronie mozna teraz tatwo odgadnaé¢, mianowicie
/cos xdr =sinz + C,

a stad

(17) /xsinx drx =sinz —zcosz + C.

Caltkowanie przez czesci udalo sie, wyraziliSmy nasza, calke nieoznaczong przy pomocy
funkcji elementarnych.

7 podanego przyktadu widaé, ze calkowanie przez czesci wymaga trafnej decyzji, ktory
z czynnikéw pod calka uwazaé za pochodna, ¢'(x) a ktéry za funkcje f(z). Na marginesie
warto zaznaczy¢, ze przedstawienie jednego z czynnikéw (w naszym rachunku wyrazenia
sin z) jako pochodnej wymaga odgadniecia funkcji g(z) czyli scatkowania ”czesci” wyraze-
nia podcatkowego - stad nazwa ” catkowanie przez czesci”.

Na zakonczenie sprawd7my, czy otrzymany wynik (17) jest poprawny - wszak nawet
najlepszym rachmistrzom zdarzaja, sie omytki! W tym celu nalezy pokazaé¢, ze pochodna
wyrazenia po prawej stronie jest rowna funkcji podcatkowej po lewej. Rozniczkujac dosta-
Jemy

(sinz —zcosz + C) =cosx —cosz + rsinz = zsinz

- zatem wynik (17) jest poprawny.
Przyklad 2. Obliczy¢ catke

P(z) = /302 cos z dx (:v € (—oo,oo)).

Funkcja podcatkowa ma postaé iloczynu, sprébujmy wiec metody catkowania przez czesci.
Nauczeni doswiadczeniem z Przykladu 1 przyjmiemy

fl@)=2*  g¢'(z)=cosz,

a wiec
g(z) = sinz.
Wzér (15) daje
P(z) = z*sinx — 2/xsinx dx

- udalo sie obnizy¢ wykladnik potegi! Calka po prawej stronie byla liczona w
Przyktadzie 1, ostatecznie dostajemy

P(z) = (2* — 2)sinz + 2z cosz + C.

Proponujemy, by Czytelnik sprawdzit przez rézniczkowanie poprawnosé otrzymanego wy-
niku.
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Przyklad 3. Obliczy¢ catke
Qx) = /:ﬁ?’ex dx (:E € (—oo,oo)).

Poniewaz funkcja podcaltkowa ma postaé iloczynu, sprébujemy metody calkowania przez
czedci. Ze wzoru (15) widaé, ze nalezy przyjaé

g'(r)=e

a wiec
g(z) =¢€",

gdyz woéwczas po prawej stronie obnizymy wykladnik potegi. Dostajemy
Q(z) = 23" — 3/31:26“c dz,

a stad, dalej ta sama metoda,

/x2ew dz = z2e” — 2/:66”” dz = z2e® — Z(xex — /em d:c),

a wiec ostatecznie

Q(z) = (2* — 32% + 62 — 6)e” + C.
Proponujemy sprawdzi¢ otrzymany wynik przy pomocy rézniczkowania.

Przyklad 4. Obliczy¢ catke

/logx dx (:U € (O,oo)).

Aby zastosowaé¢ metode catkowania przez czesci przedstawimy funkcje podcatkows w pos-
taci iloczynu dopisujac czynnik 1. Przyjmiemy

f(z) =logx, d(r) =1,
zatem
g(z) ==
i wzér (15) daje
1
/loga: dr = zlogz — /a: - dx = z(logz — 1) + C.

Przyklad 5. Obliczy¢ catke

A(z) = / % logz dz (x € (0,00)).
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Tutaj réwniez zastosujemy catkowanie przez czesci. Przyjmijmy

(=) g'(z) = logz,

= ;,
zatem (por Przykiad 4)
9(z) = z(logz — 1),
a stad na podstawie (15)
1 1
A(a:):logac—l—l—/ 087 da:—/;da:,

x

czyli po obliczeniu ostatniej catki (daje sie odgadnaé, por. (5)) i redukcji
(18) A(z) = A(z) — 14 C.

Z réwnosci (18) nie mozna wyznaczyé szukanej catki A(z), wynika z niej jedynie, ze
jest prawdziwa gdy przyjmiemy C = 1. By¢ moze niepowodzenie zostalo spowodowane
niewlasciwym wyborem funkcji f(z) i ¢’'(z). Sprébujmy wiec na odwrét, niech

fe) =logr, ()=

zatem
g(z) =logx

iz (15) otrzymujemy

A(z) = (logz)? — A(x).
Ostatnia, réwnos¢ mozna traktowaé¢ jako réwnanie z niewiadoma, A(x). Rozwiazujac je
otrzymujemy

1

Az) = E(loga:)2 +C.

Zastanéwmy sie na zakoniczenie, co bytoby, gdysmy nie uwzglednili w réwnosci (18) stalej

catlkowania C. Po redukcji daloby to absurdalny wynik 0 = —1. O stalej calkowania nie
wolno zapominac!

Na zakonczenie zauwazmy, ze calke A(x) mozna réwniez obliczyé metoda catkowania
przez podstawienie. Przyjmujac
y =logx

mamy

czyli zgodnie z (16)
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zatem wracajac do zmiennej x dostajemy wynik (otrzymany poprzednio inng metoda)

1

A(z) = 3

(log a:) : +C.

A teraz kilka dalszych przykladow, w ktérych zastosujemy regule catkowania przez pod-
stawienie (16).

Przykilad 6. Obliczy¢ catke

B(z) = 2ze® dz x € (—00,00) ).
/ ( )

Funkcje podcatkows mozna zapisa¢ w postaci

2

2xe” =1y'eY
jezeli przyjmiemy
(19) y = 2.
Stosujac regute (16) dostajemy
(20) B(z) = /ey dy =e¥ + C,
czyli po wykorzystaniu (19)
B(z) = e + C.

Uzywajac zapisu rézniczkowego mozemy przeprowadzony rachunek przedstawi¢ nastepu-
jaco: z (19) wynika, ze

d
= —yd:c = 2x dx,

d
ydm

a wiec ,
2ze” dr =eY dy

co daje (20).

Jak widzimy, regute calkowania przez podstawienie mozna stosowaé¢ z powodzeniem,
jezeli

1° funkcja podcalkowa daje sie przedstawi¢ w postaci

fy(@))y' (=)

oraz
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29 umiemy obliczy¢ catke
[ 1w a
A oto nastepne przykitady.

Przykiad 7. Obliczy¢ catke

J(a:):/ﬂdx (3:6 (—1,00)).

et +2x+3
Przyjmujac
(21) y=€e"+2x+3

mozemy funkcje podcatkows f(z) zapisa¢ w postaci

1
f(z) = —1'(2).
(@)= o3¥' (@)
W zapisie rézniczkowym mamy
e’ 42 1
S de =y,
e? +2x+ 3 Y

zatem zgodnie z (16), (5)
1
J(x) :/5 dy =logy +C

czyli po wykorzystaniu (21)
J(x) =log(e® +2x+3)+C

(zauwazmy, ze w rozwazanym przedziale y(x) > 0).

Przyklad 8. Obliczy¢ catke

K(z) = /tga: dx (x € <(2k ; l)ﬂ, (2k —; 1)W> , k calkowite).

Mamy

jezeli oznaczymy

(22) Y = COSZX.
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Wobec tego stosujac reguly (14), (16) oraz wzér (5) otrzymujemy

1
K(z) = —/; dy = —logly| + C,
czyli po wykorzystaniu (22)
(23) K(z) = —log|cosz| + C.
W zapisie rézniczkowym mamy uwzgledniajac (22)
—sinzx dr = dy,

a stad

1 1
K = — —si = — -
(x) /cosx( sinz) dz /y dy,

co réwniez daje (23).

Przyklad 9. Obliczy¢ catke

P(z) = / V1- 22 dz (:v e[-1, 1]).
Przyjmijmy

(24) x = sint (t € [—g, g])

wowczas w zapisie rézniczkowym
dr = cost dt

zatem
(25) P(z) = / V1 —sin?t cost dt.

Proste przeksztalcenia trygonometryczne pozwalaja, funkcje podcatkows g(t) w réwnosci
(25)) zapisa¢ w postaci

1
g(t) = cos’t = 3 (1 + cos 2t),

wobec tego zgodnie z (13), (14)
1 1
P(x)= 2| dt+ 5 [ cos2tdt.
2 2
Obie calki po prawej stronie daja, sie latwo odgadnaé, co daje

1 1
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Aby otrzymaé ostateczny wynik nalezy powréci¢ do zmiennej x. Z (24) wynika, ze
t = arcsinz,

oprocz tego
sin 2t = 2sintcost = 2zv/1 — x2,
zatem

1 1
P(x) = iarcsinx + 5:1:\/ 1—22+C.

W przeprowadzonym rachunku zastosowaliSmy przeksztalcenie opisane wzorem (16) w
przeciwna, strone, niz w Przykladach 6, 7, 8 (jednoczesnie zastepujac oznaczenia x,y przez
t,x) - zgodnie z podstawieniem (24) zastapiliSmy funkcje

f) = VI—a?

wystepujaca, pod caltka po prawej stronie (16) przez iloczyn

f(z()z'(t) = V1 —sin®t cost.

Czytelnik napewno zauwazyl, ze zapis rézniczkowy ulatwia zastosowanie reguty catkowania
przez podstawienie.

Przyklad 10. Obliczy¢ calke

Q(x):/dix (a>o, xe(—oo,oo)).

2 + a?

Podobnie, jak w przykiadzie 9, zastosujemy regule catkowania przez podstawienie odczy-
tujac wzor (16) ”od prawej do lewej”. Przyjmujac

(26) x = at

mamy w zapisie rézniczkowym
dr = a dt,

a stad
a
QW)= [ gy

czyli po zastosowaniu wzoréw (14) i (9)

1 dt 1
Qx) = /1+7t2 = aarctgt +C,

a stad wobec (26)
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Proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie rachunku przez rézniczkowanie.

Przyklad 11. Na zakorniczenie obliczmy catke

Q(x):/(\/i-l—%-l&) dz (x> 0),

ktora, mozna inaczej zapisa¢ w postaci
Qx) = / (a:% +a 4 2) dz.

Stosujac wzory (13), (3), (4) dostajemy

2 1
Qx) = ga:% + 222 + 22+ C,
czyli
2
Q(z) = (§x+2) VT + 2z +C.
VERVERV

4. Wzory rekurencyjne. Niech

In(z) = / % dx (a: € (—o00,0), n € ]N).

1+ x2)n
Ze wzoru (9) wynika, ze
(27) J1(z) = arctgr + C.
Dla n > 1 mamy

() = / A+a?)—a?

(1+22)n

czyli po wykorzystaniu (13)

(28) Jo(@) = I (z) / (1ET)” da.

Calka po prawej stronie (28) moze by¢ obliczona metods catkowania przez czesci, bowiem

d 1 x
i —, T (| VO —
e pe e B fppe
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a stad

/Ld 1 / d4a__ 1 d
(1+ 22)m = 2(n—1 "\ dz (1 + 22)n-1 “

co zgodnie 7z reguly (15) daje

x2 1 z 1
9 e e e A e R )

Ostatecznie z réwnosci (28) i (29) dostajemy

1 T +2n—3
2n—2 (14+22?)n=t  2n—2

(30) In(z) = Jn—1(x)

dlan > 1. Otrzymana zalezno$é (30), pozwalajaca wyrazié catke J,, przez caltke J, 1, nosi
nazwe wzoru rekurencyjnego.

Przyklad 12. Obliczy¢ catke

J3(z) = / ﬁ dx (:C € (—o0, oo))

Zastosujemy wzor rekurencyjny (30). Wynika z niego, ze

T 3

1
J3(z) = 1 0r2)e ng(a:)
oraz )
x
Jo(z) = 5 1o o213 h()
co daje
1 T 3 T 3
Js(z) = ~ - _2. _2J
@)= 1 T 8 Txar 5@

i ostatecznie, po wykorzystaniu (27),

3 3
? ——-L——arctgx—l—C.

1
1 S
(31) Tol@) =3 T "8 T+a7 3

Wzory rekurencyjne pozwalaja réwniez obliczy¢ calki
(32) P,(z) = /sin"x dz, Qn(x)= /cos"ac dx (a: € (—o0,00), n € ]N).

Dla n = 1 mamy zgodnie z (7)

(33) Py(z) =—cosz + C, Q1(z) =sinz + C.
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Przyjmijmy dodatkowo

(34) Py(z) = Qo(z) = / de =z +C.

Dla n > 2 mozemy caltke P,(x) zapisa¢ w postaci
P,(z) = — /(sin”_1 z)(cosz)’ du,
co po zastosowaniu reguty catkowania przez czesci (15) daje
P,(z) = —sin" "'z cosz + (n — 1) /sin"_2 z cos®z dx,

czyli po uwzglednieniu tozsamosci cos? z = 1 — sin’ z
Pu(z) = —sin" 'z cosz + (n — 1) P,_2(z) — (n — 1) Py(z).

Taki sam rachunek wykazuje, ze ostatnia réwnos¢ jest prawdziwa réwniez dla n = 2.
Traktujac ja jako réwnanie z niewiadoms P, (z) otrzymujemy po rozwiazaniu

1 -1
(35) P,(xz) = - sin" "z cosx + nTPn_2(a:) (n>2).

Podobne postepowanie mozemy zastosowacé do calki @, (x). Mozna jednak postapié prosciej
korzystajac z wyprowadzonego juz wzoru (35). Zastosujmy w calce Qp(z) dla n > 1
podstawienie

™
36 == _¢
( ) m 2 )

wowczas
dr = —dt
i zgodnie z reguly (16)

Qn(z) = —/cosn(g —t) dt.

Poniewaz - -
cos(= —t) = sint, sin(= —t) =sint
2 2
dostajemy
(37) Qn(z) = —Pp(t),

a stad po uwzglednieniu (35), (36)

1 -1
Qn(z) = — cos" ' xsinz — n
n

P,_2(t)
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dla n > 2. Dla n = 2 tozsamo$¢ trygonometryczna

cos?2 z=1—sin? z

daje
Q2(z) = x — Py(x).
Korzystajac z (37), (38) oraz (35) dla n = 2 dostajemy ostatecznie

(39) Qn(z) = %cosn_1 rsinz + nT_lQn_2(x) (n>2).

Réwnosci (35), (39) daja szukane wzory rekurencyjne dla calek (32).

Przykilad 13. Calki

Py(x) = /Sin2 z dx, Q2(z) = /cos2 z dz

mozna obliczyé bezposrednio korzystajac z tozsamodci trygonometrycznej

2 2

cos 2z = cos” x — sin” .,
z ktorej wynika, ze
(40) cos® r = % + % cos 2z, sin’ z = % - % cos 2z.
Obustronne scaltkowanie réwnosci (40) daje
PQ(J?):%.’B—%SHIQJ?-FC, Qz(ﬂv):%x-l—isin%v—l—C

czyli
1 . 1 1 . 1
Py(x) = ~5 sinz cosz + ia:-i-C, Q2(z) = §s1nxcosa:+ Eaz-i-C.

Ten sam wynik otrzymujemy ze wzoréw rekurencyjnych (35), (39) po uwzglednieniu (34).

Przyklad 14. Ze wzoréw (35), (39), po uwzglednieniu (33), dostajemy natychmiast

1 2 1 2
/sin?’m dx = ~3 sin? z cos z — gcosa:+C, /cos3a:d:c = gcoszxsinx+§sinm+C.

5. Calkowanie ulamkoéw prostych. Utamkami prostymi nazywamy funkcje wymier-
ne postaci

A Bx+ D

(41) up () = w—a)F o Um(7) = (2 + bz + c)™

(k,m € IN),
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gdzie A, B, D, a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, za$ tréjmian kwadratowy
tix)=2+bx+c

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych. Funkcje te mozemy scatkowaé korzystajac z podanych
poprzednio regut. Catkujac ug(z) zastosujemy podstawienie

T —a=1t,
wowczas w zapisie rézniczkowym

dr = dt,
zatem

/uk(a:) dr = A/t_k dt,
a stad na mocy (4), (5)
(42) / (z) d Alog|lz —al+C dla k=1,
ug(z) de =
F % W +C dla k 75 1.

Aby scatkowaé funkcje vy, () wygodnie jest najpierw sprowadzi¢ tréjmian ¢(z) do postaci
kanonicznej. Mamy mianowicie

t(r) = <x2+2-— T+ ﬁ) +c— v
2 4 4
czyli
(43) t(z) = (z — a)* + B
gdzie

1 1
a:—§b, ﬂzi\/—A, A:b2—4c
(z zalozenia wyréznik tréjmianu A jest liczbg ujemna, zatem a,8 € IR). Postaé (43)

tréjmianu mozna réwniez otrzymaé w inny sposéb. Pierwiastkami wielomianu ¢(z) sa
liczby zespolone sprzezone

r1=a+if, To = —1if (% = —1),
zatem (por. twierdzenie C w nastepnym punkcie) wielomian #(z) ma rozklad na czynniki

liniowe
Ho) = (2= 21)(@ = 32) = (5 = 2) = i) (= — 0) +iB),

co po wykonaniu mnozenia daje (43).
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Uwzgledniajac (43) mozemy funkcje v,,(x) zapisa¢ w postaci

(44) vm(x):[ BexD (B Da,pecR)

(o — )+ 2
Calkowanie funkcji vy, (z) zilustrujemy przyktadem.

Przyklad 15. Obliczy¢ catke
2 1
v3(z) = / ( v dx

x2 —2x+3)3

Tréjmian kwadratowy w mianowniku ma wyréznik
A=-8<0

nie ma wiec pierwiastkOw rzeczywistych, zatem wyrazenie podcatkowe jest utamkiem pros-
tym. Doprowadzimy je do postaci (44). Pierwiastkami tréjmianu sa, liczby

1 =1+iV2, Ty =1—1iV2,

zatem
a=1, B=V2

i ostatecznie caltke mozna zapisa¢ w postaci

. 20+ 1 -
vl _/ (o - 1)2+2]3 ’

Wyrazenie podcatkowe mozemy dalej przeksztalci¢ tak, by drugi sktadnik w mianowniku

byt réwny 1, co daje
2+ 1

8[@“}3'

Sugeruje to zastosowanie pod catka podstawienia

v3(z) =

r—1

V2

(45) — 1.

W zapisie rézniczkowym otrzymujemy

de = V2 dt,

zatem po prostym rachunku

4t + 3v/2
v3(2) Z/m dt,
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co po rozbiciu na sume calek daje

1 t 3v2 1
(46) vg(x) = 5/ CERIE dt + 3 /(t2 1y dt.

Druga caltka po prawej stronie jest catka, J3(t) rozwazana w punkcie 4, pierwsza, zas mozemy
tatwo obliczy¢, jezeli zauwazymy, ze

(t* +1) = 2t,
co sugeruje zastosowanie podstawienia
(47) y=1>+1.

Podstawienie (47) daje w zapisie rézniczkowym

dy = 2t dt,
a stad otrzymujemy zgodnie z (4)
t 1 [dy 1
48 ——dt== | = =-—+C.
(48) / (t2+1)3 2] 3 492 +

Ostatecznie uwzgledniajac (45) - (48) otrzymujemy

o 1 32 (z-1
v3(z) = 2[($—1)2—|—2]2+ S Jg( )—l—C’

gdzie funkcja J3 okreslona jest wzorem (31). d

Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie analogicznego rachunku w ogdlnym przy-
padku tj. dla funkcji vy, (z) okreslonej wzorem (44).

6. Calkowanie funkcji wymiernych. Rozwazmy funkcje wymierna,

gdzie
p(x)zakxk—i—---—i—ao, Q(x):bsxs++b0 (a’k#oa bs#oakES)
Dzielac wyrazy z najwyzsza potega x mozemy funkcje w przedstawi¢ w postaci

a_k k—s 7‘(.’17)

x 3
bs q(x)

w(z) =
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gdzie r(z) jest wielomianem stopnia co najwyzej k — 1. Powtarzajac to postepowanie
(conajwyzej k — s + 1 razy) dochodzimy do przedstawienia

(49) w(z) = t(x) + wi(z)

gdzie t(x) jest wielomianem stopnia k — s, zas w funkcji wymiernej wq (z) stopieni licznika
jest mniejszy od stopnia mianownika. Funkcje taka bedziemy nazywali funkcjq wymierng
wladciwg. Opisany tu w skrécie algorytm, prowadzacy do przedstawienia funkcji w(z) w
postaci (49) nazywamy dzieleniem wielomiandw. Poniewaz wielomian ¢(z) mozna latwo
scatkowaé opierajac sie na wzorach (4), (13), (14), calkowanie funkcji wymiernej w(z)
sprowadza si¢ do catkowania funkcji wymiernej wtasciwej wq(x). Metoda catkowania
oparta jest na twierdzeniu z algebry o rozkladzie funkcji wymiernej na utamki proste.
Zanim przejdziemy do jego sformulowania i dowodu przypomnimy kilka prostych twierdzen
dotyczacych wielomianéw o wspélczynnikach zespolonych.?

Twierdzenie A (Bézout). ? Niech a bedzie rzeczywistym lub zespolonym pierwiastkiem
wielomianu q(z). Wdwczas q(z) jest podzielny przez z—a tzn. istnieje wielomian v(z) taki,

w(z) = (z — a) v(2).

DOWOD. Prosty rachunek wykazuje, ze

k—1
2F —af = (z—a) Zag Zh=I-1,
§=0

k

zatem dla kazdego k € IN wielomian z¥ — aF jest podzielny przez z — a. Niech

q(2) =dp2" +dp_12"" 1+ -+ diz + cp.

Jezeli

to
q(2) = q(2) — q(a) = dn(z" = a™) + dp1 ("1 —a" ) + -+ di(z — a).

Z ostatniej réwnosci widaé, ze wielomian ¢(z) jest podzielny przez z — a jako suma wielo-
mianéw majacych ta wlasnosc. U

Twierdzenie B (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian ma w ciele liczb
zespolonych co naymniej jeden pierwiastek.

Jako wniosek z twierdzen A, B otrzymujemy

IPodstawowe wiadomosci dotyczace liczb zespolonych i dowéd twierdzenia B mozna znalezé w pod-
recznikach: B. Gleichgewicht, Algebra, Warszawa 1983 oraz A. Mostowski, M. Stark, Elementy algebry
wyzszej, Warszawa 1975.

2Etienne Bézout (1730 - 1783), matematyk francuski, od 1758 czlonek Paryskiej Akademii Nauk. Autor
prac z algery, poswieconych wielomianom i ich pierwiastkom oraz ukladom réwnan algebraicznych.
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Twierdzenie C. Kazdy wielomian stopnia n daje sie w ciele liczb zespolonych roztozyé
na czynniki lintowe

(50) Q(z) :dn(z_zl)(Z_ZZ)"'(Z_Zn)a

gdzie liczby z; (j = 1,2,...,n) sq pierwiastkami wielomianu q(z) za$ d,, oznacza wspot-
czynnik przy najwyzszej potedze z.

W dalszym ciggu bedziemy rozwazali wylqcznie wielomiany o wspdlczynnikach rzeczy-
wistych.

Twierdzenie D. Jezeli a jest pierwiastkiem zespolonym wielomianu o wspdtczynnikach
rzeczywistych, to liczba sprzezZona a jest rowniez pierwiastkiem tego wielomianu.

DOWOD. Mamy

(a) = dpa"™ + dp_18" ' + - + d1a + d.

=

Poniewaz wspéiczynniki d; (j = 0,...,n — 1) sa rzeczywiste, wynika stad réwnos¢

q(a) = dpa™ 4+ dp_1a" " + - - +dya + do

czyli

g

Pierwiastki z; (j = 1,...,n) wielomianu ¢ nie musza by¢ rézne, jednak jezeli w
rozktadzie (50) czynnik (z — a) wystepuje m razy, to tyle samo razy wystepuje czynnik
(z — a) (méwimy, ze oba pierwiastki a, a maja, ta, sama krotnosé m). Aby to stwierdzié,
wystarczy dla m = 2 zastosowaé twierdzenie D do wielomianu

q(2) _ q(2)

(z—a)(z—a) 22— (a+a)z+|al?’

ktoéry ma wspoélczynniki rzeczywiste jako iloraz wielomianéw o wspoélczynnikach rzeczy-
wistych, zas dla m > 2 powtorzy¢ to samo rozumowanie. Po odpowiednim przegrupowaniu
czynnik6w mozemy wiec rozklad (50) dla z € R zapisa¢ w postaci

0(z) = dp(x — 1)k - (z — a,)br-
(= a1 —iB)™ (x—ar +if1)™ - (7 — as —1Bs)™ (v — as + 1),

gdzie liczby rzeczywiste a; (j = 1,...,r) oraz zespolone oy + ¢ (81 #0, I =1,...,5) s
réznymi pierwiastkami wielomianu g(x). Poniewaz

(z —a—if)(z —a+if) = (z - )’ + g
rozktad (50) dla wielomianu o wspélczynnikach rzeczywistych przyjmuje postaé

(51) Q(m) = dn(‘r - a'l)k:1 T (.’17 - as)kr ’ ((.’17 - a1)2 + B%)ml e ((.’1? - as)2 + ﬂs)ms'
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Przyjmujac
(r—a)?+ B =2+ b +q

i zakladajac, ze d,, = 1 otrzymujemy inng postac¢ rozkladu
(52) @) =(z—a)" - (z—a)" - (@ bz +e)™ - (27 + by 4 c5)™,

przy czym wielomiany 22 + bjz + ¢; (I = 1,...,s) nie maja pierwiastkéw rzeczywistych.
Mozemy teraz sformulowaé twierdzenie, na ktérym oparta jest metoda catkowania funkcji
wymiernych.

Twierdzenie 3 (o rozkladzie na utamki proste). Kazda funkcja wymierna wltasciwa

jest skonczong suma utamkow prostych, przy czym
(i) kazdemu z czynnikéw (z — aj)* w rozktadzie (52) odpowiada suma

A As Ag.

J

—a @-a)? @ a)h
(ii) kazdemu z czynnikéw (2 + brx + cx)™* w rozktadzie (52) odpowiada suma

22+ by +cp (22 + bpw + ci)? z? + bz + )™k

DOWOD. Licznik i mianownik funkcji w; mozna podzielié¢ przez wspdlczynnik przy naj-
wyzszej potedze x w wielomianie ¢(z). Zatem nie zmniejszajac og6lnosci mozna zalozy¢,
ze wspollczynnik ten jest réwny 1 i ze wobec tego rozklad na czynniki wielomianu ¢(z) jest
dany wzorem (52). Funkcja w(x) moze by¢ zapisana w postaci

p(z)
(. —a1)k qi(z)’

w(z) =
gdzie wielomian g (z) nie dzieli sie przez x — a;. Okazemy, ze mozna dobraé stala A oraz
wielomian p; (z) tak, by

A p1(x)
@) | @—a)P L qi(a)

w(z) =

Ostatnia réwnos¢ po pomnozeniu obu stron przez wspélny mianownik daje
p(z) — Aqi(z) = (& — a1) p1(2).
Zgodnie z twierdzeniem A lewa strona jest podzielna przez x — aq, jezeli

p(a1) — Agi(a1) =0
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czyli

(53) A=

(z zalozenia wynika, ze ¢1(a1) # 0). Mozemy teraz przyjac

p(z) — Aqi(z)

r — a1

(54) p(z) =

- jest to wielomian, gdyz licznik po prawe stronie jest podzielny przez = — a;. Ostatecznie
widzimy, ze okreslajac stala A oraz wielomian p;(z) wzorami (53), (54) otrzymujemy
rozktad
B A

w(z) = @ a) + wy(x),

gdzie
pi(z)

(z —a1)k=1 qu(z)
Jak widaé, w mianowniku funkcji wymiernej wq(x) czynnik x — a; wystepuje w potedze
nizszej niz w mianowniku funkcji w(z). Powtarzajac kq razy opisane postepowanie do-
chodzimy do przedstawienia,

wy(x) =

o A]_ A2 Akl
w(w) = T —ay * (z —a1)? * (x —ay)k + wi, (2),
gdzie
Pk, ('7’.)
Wi, () =
b (2) q1()

przy czym zgodnie z (52)

qi(z) = (z—a2)® - (2 — ar)*rta(2) - t(2),
ti(z) = (@® + bz + )™ (1=1,2,...,9).

ko kr

Opisane postepowanie mozemy zastosowaé kolejno do czynnikéw (z —a2)*, ..., (x—a,)
Daje to rozktad funkcji w(x) na sume wyrazeri wymienionych w punkcie (i) i funkcji
wymiernej postaci
_ P(z)

[t1(2)]™ Q=)

gdzie wielomian Q(z) nie jest podzielny przez t1(x). Okazemy, ze mozna dobra¢ state B, D
i wielomian Pj(z) w taki sposéb, by

W (z)

Bz + D P (z)

(55) @ = o T e ow)
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Po pomnozeniu obu stron przez wspdlny mianownik dostajemy rownosé
(56) P(z) — (Bz + D)(Q(z) = t1(z)P1(2)

réwnowazng, (55). Stale B, D winny by¢ tak dobrane, by lewa strona (56) byla podzielna
przez t1(x). Dzielac wielomiany P, @ przez t;(z) dostajemy

P(z) =ti(z)p(z) +az+ B,  Qz) =ti(z)v(z) + 7z +54,

gdzie u, v sa wielomianami oraz przynajmniej jedna z liczb v, J jest rézna od zera. Zatem
lewa strona (56) jest podzielna przez t;(z) wtedy i tylko wtedy gdy wyrazenie

o(x) =ax+ B — (Bx+ D)(yz +9)
jest podzielne przez t1(x). Reszta z dzielenia o(z) : t1(z) ma postaé
(o — B6 — Dy + Bvyby)x + B — D§ + Bryey.
Reszta ta jest zerem wtedy i tylko wtedy gdy spelniony jest uklad réwnan

(’Ybl - 6)B - ’YD = —q,

(57) ve1B — 6D = —B.

Uktad (57) jest ukladem liniowym z niewiadomymi B, D o wyznaczniku
d =62+ c1y? — byyé.

Jezeli v =0, to
d=62+#0,

52 0 )
d=~’ <—2 —b1— +C1> =7t (——)
v v v

a wiec i w tym przypadku d # 0, gdyz wielomian ¢;(z) nie ma pierwiastkéw rzeczy-
wistych. Zatem uklad (57) ma doktadnie jedno rozwiazanie . Majac wyznaczone stale B, D
okreslamy wielomian P;(x) z réwnosci (56) dzielac obie strony przez t;(z). OkazaliSmy
w ten sposéb, ze funkcja W (x) ma przedstawienie (55). Drugi wyraz po prawe]j stronie
zawiera w mianowniku czynnik ¢;(z) w potedze obnizonej o 1. Postepujac w podobny
sposéb m; razy dochodzimy do przedstawienia

jezeli za$ v # 0, to

_ Biz+ Dy Bex+ Dy B, + Doy, T
dzie
© P, ()
V(x)

T to(z) - ts(2)
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Opisane postepowanie mozemy powtdrzy¢ zastepujac kolejno tréjmian kwadratowy ¢ (z)
przez ta(z), . - ., ts(x). Dochodzimy ostatecznie do rozkltadu funkcji W (z) na sume wyrazen
wymienionych w punkcie (ii), co daje pelny rozklad funkcji w(x) na utamki proste. O

Caltkowanie funkcji wymiernych wyjasnimy na przyktadach.

Przyklad 16. Scatkowac¢ funkcje wymierna,

3x+5
(x —1)2(z+2)

w(z) =

Jest to funkcja wymierna wilasciwa, przy czym mianownik ma juz podany rozklad postaci
(52) (mamy ay =1, as = —2, ky = 2, kg = 1, pierwiastkéw zespolonych brak). Zgodnie z
twierdzeniem 3 mamy rozklad na ulamki proste postaci

(58) 3+ 95 A n B n C
(z—1)2(xz+2) z—-1 (x—12 z+2

Aby wyznaczy¢ stale A, B, C pomnozymy obie strony przez wspolny mianownik. Otrzy-
mujemy
3z+5=A(x—1)(z+2)+ Bz +2)+C(z —1)?

co po wykonaniu mnozenia i redukcji daje
(59) 3r+5=(A+C)x* +(A+ B—-2C)xr —2A+ 2B + C.

Réwnosé (59) (a wiec i réwnowazna jej réwnosé (58)) zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
wspolczynniki przy jednakowych potegach z po obu stronach sa réwne. Otrzymujemy w
ten sposéb uklad réwnan

A+C =0,
(60) A+ B-2C =3,
—2A+2B+C =5,

z ktérego wyznaczamy niewiadome A, B, C. Rozwigzaniem ukladu (60) jest

1 1
A:— B:§ C:—g’

zatem szukany rozktad (58) ma postaé

o 8 1
W) = e T3 @+

i po scatkowaniu (por. punkt 5) dostajemy

+C.

r—1 8
x+2| 3(x-1)
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Przyklad 17. Scatkowa¢ funkcje wymierna,

23 —5r2+x+1
2 —-2x+5

w(z) =

Stopien licznika jest wiekszy od stopnia mianownika, wobec tego zaczniemy od dzielenia
wielomianéw. Po wykonaniu dzielenia otrzymujemy

w(z) =z — 3 —wi(z),

gdzie

10z — 16
wl(x) = ./L'Z _2x+5'

Funkcja w; jest funkcja, wymierna, wlasciwa. Catkujac obustronnie dostajemy

(61) /w(x) dz = “’; _3p— /wl(:c) da.

Aby obliczyé catke po prawej stronie (61) zbadamy mianownik wyrazenia wq(x). Jest
to tréjmian kwadratowy o wyrézniku A = —16, a wiec nie majacy pierwiastkow rzeczy-
wistych, zatem funkcja w; () jest utamkiem prostym. Pierwiastkami mianownika sa, liczby
zespolone sprzezone

x1 =1+ 24, xg=1— 24,

zatem we wzorze (43) mamy a =1, f = 2 i stad

10z - 16
o) = e

Aby scatkowaé funkcje wy(z) zastosujemy metode podang w Przyktadzie 15. Przeksztal-
cenie mianownika daje

10z — 16
wa(z) = T
1](=52)" +1]
wobec tego zastosujemy podstawienie
z—1
t = ,
2
skad w zapisie rézniczkowym
2 dt = dx,

zatem, po przejsciu do zmiennej ¢ i rozbiciu na réznice calek,

10¢ dt
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Podstawienie

y=1t>+1
daje

dy = 2t dt,
a stad

10t 1
——— dt = ~dy = 5log(t* +1 :
/t2+1 5/y y=>5log(t*+ 1)+ Cy

Po powrocie do zmiennej x dostajemy

10t
(64) /mdt:5log(x2—2m+5)+0

gdzie C = 5log i + Cy. Z réwnosci (61), (63), (64) otrzymujemy koricowy wynik rachunku

z? 9 z—1
/w(az) dx = 5 3z — 5log(z® — 2z +5) + 3arcth +C.

Proponujemy, by Czytelnik sprawdzil go przez rézniczkowanie.
7. Calkowanie pewnych wyrazen trygonometrycznych. Niech w(t,s) bedzie
funkcja wymierna dwéch zmiennych (tzn. ilorazem wielomianéw dwéch zmiennych, przy

czym mianownik nie redukuje sie do stalej). Wéowczas catkowanie wyrazen postaci
w(sinz, cosx) mozna sprowadzi¢ do catkowania funkcji wymiernej stosujac podstawienie

(65) y= tgg (x € (—m, 7r)>

Réwnosé (65) jest bowiem réwnowazna réwnosci

T = 2arctgy,

skad w zapisie rézniczkowym

2
66 dr = dy.
(66) =W
Oproécz tego z tozsamosci

2L 1 9 T

(67) 1+tg§:@, cosx = 2cos 5—1
wynika

1— 2
(68) cosxT = i

1492’
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ponadto na mocy (67)

cos2$ ! s'2$ v’
- = , Im° — = ,
2 1+y2 2 1+y2

przy czym w rozwazanym przedziale wyrazenie cos 5 jest nieujemne, zas sin 5 ma taki sam
znak jak y. Wobec tego

i stad

2y

(69) sinx = Ttg

Z (66), (68), (69) otrzymujemy ostatecznie

(70) / w(sin 7, cos z) dz = / r(y) dy,

gdzie
2y 1y’
2w (1+y2’ 1+y2)

1+ 92

r(y) =
jest funkcja wymierna zmiennej y.

Przyklad 18. Obliczy¢ catke

I(z) = / C(()j::v'

1
w(t,s) = —.
s

Mamy

Po podstawieniu (65) dostajemy zgodnie z (70)

I(z) = dy.

1— 92

Mianownik funkcji podcatkowej rozktada sie na czynniki liniowe
1-y?=(1+y)(1-y),

wobec tego (por. twierdzenie 3)

2 A B

71 —
() 1—y? 1+y+1—y

I
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gdzie stale A, B nalezy wyznaczy¢ tak, by zachodzila tozsamosé (71). Po sprowadzeniu
prawej strony do wspdlnego mianownika dostajemy

A B (A-By+A+B

Tty 1-y  (A+yl-y)

wobec tego (71) zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
A—B=0, A+ B =2.

7 ostatnich dwéch réwnosci wynika

A=B=1,
co daje wobec (71)
2 d d
/ﬁdy: Ay [ 4y
1—-y 1+y 1—-y
a stad
1+tg3
I(z) =1log |1+ y| —log|1 —y|+ C = log e +C.
=P

Otrzymany wynik mozna zapisa¢ inaczej korzystajac z przeksztalcenia trygonometrycznego

¢ ( 7r> cosa+sina 1+ tga
& "~ cosa—sina  1—tga’

i przyjmujac a = %, co daje ostatecznie

(72) 1@)=kghg(g+g)\+0.

Przyklad 19. Obliczy¢ calke

l((x):::J/ de (z€0,m).

sin x

Podstawienie (65) daje

1+ 92 2 /dy
K = . = —_—
(@) / 2y 14y2 @ y

(73) K(z) =logly|+ C =log |tgg\ +C.

zatem



Uwaga. Miedzy catkami I(z), K(x) zachodzi prosty zwiazek. Poniewaz

. s
sin x = cos x—§ ,

wiec K(z) :/(K)S(;lix—g)

Stosujac podstawienie liniowe

Tt
xrT— — =
2
mamy
dr = dt,
a wiec
dt
Kx)=| —=1(t
()= [ == =10),

czyli po powrocie do zmiennej x

K(z)=I(z - g).

Zalezno$¢ ta mozna odczytaé réwniez ze wzordw (72), (73).

8. Calkowanie wyrazen niewymiernych. Zaczniemy od przykladéw.

Przykilad 20. Obliczy¢ catke

R

(a > 0).
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Dzielac licznik i mianownik funkcji podcatkowej przez a mozemy catke Q(z) zapisaé¢ w

postaci

1 dz
Q) = E/W.

Poréwnanie ze wzorem (11) sugeruje podstawienie liniowe

xr
=t
a

skad
dr = a dt.

Wobec tego

Q(ZL‘)Z/ dt = log (t+\/1+t2)+0.

V1412

Wracajac do zmiennej x otrzymujemy po wykonaniu prostych przeksztalcen

Q(z) = log (az +Va?+ a:2) +Cq
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gdzie C'; = C' — log a jest nowa, stala catkowania. O

Przyklad 21. Obliczy¢ catke (por. Przyktad 9)
P(z) = / V1-22dx <:E € (-1, 1))

Przeksztalcimy wyrazenie podcatkowe mnozac je i dzielac przez v/1 — 2. Po rozbiciu na
roznice calek otrzymujemy

(74) P(z) = Pi(z) — Px(z),
gdzie \
Pl(x):/\/%, g@:):/ﬁ do.

(A7) - i

Zauwazmy, ze

catke P, mozemy wiec przedstawi¢ w postaci
/
Py(z) = —/m (\/1 —:L‘2> dx

skad po zastosowaniu wzoru (15) na calkowanie przez czesci dostajemy
(75) —Py(z) =zv/1— 22— P(x).

Poniewaz (por. wzér (10))
Py (z) = arcsinz + C,

uwzgledniajac (74), (75) otrzymujemy
P(z) = arcsinz + 21 — 22 — P(x) + C.

Ostatnig réwnos¢ mozemy traktowaé jako réwnanie z niewiadoma, P(z). Po rozwiazaniu

go mamy
1
P(z) = 3 (arcsin:v +zv1— 332) +Cq
gdzie C1 = %C’ jest nowg, stala, catkowania. D

Rozwazmy teraz calke postaci

(76) /w (a:, p(a:)) dx
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gdzie w(t, s) jest funkcja wymierna dwéch zmiennych zas
p(r) = az® + bz +c (a #0)

(cakki tego typu wystepowaly w Przykladach 20, 21). Istnieja rézne podstawienia pozwa-
lajace catke (76) sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej. Pokazemy dwa z nich.
(i) @ > 0. Wprowadzamy nowg zmienng ¢ przyjmujac

(77) Vo(z) =t —+ax.

Podnoszac (77) obustronnie do kwadratu dostajemy po redukeji réwnanie liniowe wzgledem
x, ktére po rozwiazaniu daje

t2—c¢

(78) x = SN

Ze wzoréw (77), (78) widaé, ze wyrazenia /p(x) i ‘fi—f mozna przedstawi¢ jako funkcje

wymierne zmiennej .
(ii) a < 0. Poniewaz

2
A
(J:—i-i) ——], A =b? — 4ac

wyrazenie /p(z) moze przyjmowaé¢ w pewnym przedziale wartosci rzeczywiste tylko wtedy
gdy A > 0. Tréjmian kwadratowy p(x) ma wéwczas dwa rézne pierwiastki rzeczywiste
a, B i daje si¢ rozlozy¢ na czynniki liniowe

p(z) = a(z — a)(z - f).

Stosujemy podstawienie

(79) Vp(z) =tz - )
skad po podniesieniu do kwadratu i podzieleniu obu stron przez x — a wynika
a(z — B) =t*(z — ).

7 ostatniej rownosci mozna x oraz ‘fi—f wyrazi¢ jako funkcje wymierne zmiennej t. Pod-

stawienia (77), (79) nosza nazwe podstawieri Fulera.

Przyklad 22. Obliczy¢ calke

0= [
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Poniewaz a = 1 > 0, mozna zastosowa¢ podstawienie (77), czyli

(80) V2 -2z =t -1z,

co po obustronnym podniesieniu do kwadratu i redukcji daje
—2z = t% — 2tx.

7 ostatniej rownosci dostajemy

t2 de 2 -2t

(81) TESG-1 A 2—1)E

Z (80), (81) otrzymujemy

2 — 2t
V2 -2z =

2(t—1)’

wobec tego po zastosowaniu podstawienia (80) calka przybiera postaé

I(z) = /—dt ——+C

czyli po przejsciu do zmiennej x

lub w innej postaci

I (.’I)) = + Cq,
gdzie C; = C — 1 jest nowa stala catkowania.
Przyklad 23. Obliczy¢ catke
r+1
Kiz)= | —.
(@) Vir — z2
Poniewaz a = —1 < 0, zastosujemy podstawienie (79). Tréjmian kwadratowy ma pier-

wiastki @ = 0, 8 = 4, zatem podstawienie (79) przybiera postaé
(82) z(4—z) =tx,
co po podniesieniu do kwadratu i podzieleniu obu stron przez x daje

4 —x = t2z.
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Wobec tego

4 d_a; _ —8t m _ 4t

TTIire @ QA+ 1112
i catka K(z) po zatosowaniu podstawienia (82) przybiera postaé
5+ t2
J(@) =— ———— dt.
0=-2] iy

Wyrazenie podcatkowe jest funkcjs wymierna wlasciwa, zatem zgodnie z twierdzeniem 3
ma rozklad na utamki proste

5+t _At+B  Mi+ N
(1+¢2)2  1+¢2  (1+2)*

(83)

Stale A, B, M, N mozemy obliczy¢ mnozac obie strony (83) przez wspdlny mianownik i
przyréwnujac wspoOlczynniki przy jednakowych potegach t (por. Przyktad 16). Mozna
jednak postapi¢ prosciej. Zauwazmy, ze

5+ t2 1+ ¢2 4

A+22 - 1+ 1+

a stad po skréceniu otrzymujemy rozktad (83) w postaci

5+ t2 1 4

(84) A+2)2 1+ * (1+1¢2)2

(jak wida¢ A= M =0, B=1, N =4). Wobec tego

dt dt
J(t):_2/1+t2 _8/(1+t2)2

i korzystajac ze wzoréw (27), (30) otrzymujemy

4t
J(t) = —6 arctg t — iz +C.

Wracajac do zmiennej  mamy wobec (82)

Vidx — 22

T

t =

i stad

it = Vdzr — 22,

142

wobec czego

N y—)
K(xz) = —6 arctg TV Jar -2+ C.

T
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Proponujemy, by Czytelnik sprawdzit otrzymany wynik przez rézniczkowanie. 0
o © 0
9. Jeszcze kilka calek. Zgodnie z wzorami (38) rozdz.III §1

1
sinmz sinnz = = [cos(m — n)x — cos(m + n)x],

cos mz cos nx = = [cos(m — n)x + cos(m + n)x]|,

[N R SR V)

sinmz cosnz = = [sin(m + n)x + sin(m — n)x] .

Wida¢ stad, ze wyrazenia po lewej stronie dadza, sie tatwo scatkowaé przy pomocy wzoréw
(7) i odpowiedniego podstawienia liniowego. Otrzymujemy

m—n m-+n

sin(m—n)z sin(m+n)z
— +C dla m#n,
(85) /sin ma sinnz dr = { [ ] #

xr — Sm2mm) +C dla m=n,

(
[Sm(m WL S‘n(m+")w] +C dla m#n,
(

m-+n

T+ Sm2mm) +C dla m=n,

1 | cos(m+n)z cos(m—n)x
3 + +C dla m#£n,
(87) /Sinmw cosnx dr = { 2 [ m+n m—n } #
1
-2

2 _
LCSIME L ¢ dla m=n.

N N N N

(86) /cos mzx cos nr dr = {

Obliczymy jeszcze dwie calki

P:/e“’” cos bz dx, Q= /e‘” sin bz dx (a #0).

/
(160,1:) — 0%
a

mozemy do obu calek zastosowa¢ wzor (15) na calkowanie przez czesci. Otrzymujemy
uktad dwu réwnan liniowych z niewiadomymi P, ()

Poniewaz

1 b
P =—¢e* cosbr + —Q,
a a

1 b
Q = —e®” sinbr — — P,
a a

ktéry po rozwiazaniu daje

azx azx
€

(88) P = ei(a cosbx + bsinbz) + C, Q=

a2 1 b2 (asinbx — beosbx) + C.

a2 + b2
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Calki P, @ nosza nazwe catek stowarzyszonych.

VRV

10. Calki niewyrazalne przez funkcje elementarne. Oméwiliémy klasy funkcji,
ktorych pierwotna daje sie wyrazi¢ przez funkcje elementarne. Istnieja jednak calki nieoz-
naczone nie majace tej wlasnodci, przykladem jest catka eliptyczna

E(w):/\/l—)\zsin2xdaz 0<A<])

(nazwa pochodzi stad, ze przy pomocy calki E(x) mozna wyrazi¢ obwéd elipsy).® Inny
przykiad stanowi catka
/ e~ dz

wystepujaca w rachunku prawdopodobienistwa. Réwniez calki typu

[ wie Vol@) ds

gdzie w jest funkcjg wymierna dwéch zmiennych a p(z) wielomianem stopnia > 2 nie daja,
sie naog6l wyrazié¢ przez funkcje elementarne.

Zadania.

1. Znalezé calki nieoznaczone funkcji

(i) (22" +1)°, (i) (1+va)* (z>0),

(i) (‘”“?)’g —3) (2 € (—00,0)U(0,)), (i) i ﬁé(j;;”ﬁ)

(z > 0).

Wskazdéwka. Zastosowaé wzory (3) - (5), (13), (14).

2. Niech w(z) bedzie wielomianem stopnia k. Udowodnié, ze catka nieoznaczona

/ w(z) dx

jest réwniez wielomianem (jakiego stopnia?).

3. Przyjmijmy
k
(87) v(x) = Zaj:vaj (z > 0;a4, aj € R;ar #0).
§=0

3Wiecej szczegdtow dotyczacych calek eliptycznych mozna znalezé w podreczniku
G.M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t.II rozdz.VIII §5, PWN 1994.
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Czy calka nieoznaczona

/ v(z) dz

jest réwniez funkcja postaci (87)7 Poréwnaé z zadaniem 2.

4. Znalez¢ calki nieoznaczone funkcji

(i) e**2, (ii) sin(z +5),
cee 3 1 5
(iii) cos(2 — ), (iv) cos? 32 (v) 1+ 22

W jakich przedziatach calkujemy funkcje podana w punkcie (iv)?
Wskazéwka. Zastosowaé wzory (6) - (9), (14).

5. Znalez¢ calki nieoznaczone funkcji

a.) 3 cost, b.) z? sinz, c.) z3logz,
1 1

d.) _og;:’ e.) z%logr (aelR), f.) 705 (:20837.
x sin” z

W jakich przedziatach calkujemy funkcje podane w punktach c.), d.), e.), f.) ?
Wskazéwka. Zastosowaé calkowanie przez czesci.

6. Poda¢ wzor rekurencyjny dla calki nieoznaczonej
a.) A, = /log"a: dz (x > 0), b.) B, = /t"et dt (n € IN).

Stosujac otrzymany wzor znalezé calki Az, Bs.
Wskazéwka. Zastosowaé calkowanie przez czesci.

7. Znalez¢ calki nieoznaczone
A= /sin(log z) dz, B = /cos(log x) dx (x > 0).

Wskazdéwka. Zastosowaé catkowanie przez czesci traktujac catki A, B jako calki stowarzy-
szone.

8. Zmnalez¢ wzoér rekurencyjny dla calek nieoznaczonych

P, :/a:" sinz dx, Qn, = /a:” cosx dx.

Stosujac ten wzér znalezé calki P3, Q3.
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9. Znalez¢ catke nieoznaczona,
/(\/E)p eV® dg (x >0, peN).

Wskazéwka. Przez odpowiednie podstawienie sprowadzi¢ do calki rozwazanej
w zadaniu 6 b.)

10. Znalez¢ calki nieoznaczone

/ezC sin? z dz, /e”E cos® z dz.

Wskazéwka. Przez odpowiednie przeksztalcenie trygonometryczne dojsé do catki rozwaza-
nej w punkcie 9.

11. Stosujac odpowiednie podstawienie wyrazi¢ przez funkcje elementarne calki nieozna-
czone funkcji

w .
sin & e 1 —sin/z

a.) e cos, b.) ———, c. ,
d.) ze® e.) /tgm dz, f.) /ctgm dx

W jakich przedzialach calkujemy podane funkcje?
12. Stosujac calkowanie przez czesci i odpowiednie podstawienie znalez¢ calki nieoznaczone
funkcji

Zz Zz
2

a.) arctgz, b.) e Ve, c.) arctgy/r, d.)

. 3 2 ,.°
s r COS* T

13. Wyrazi¢ przez funkcje elementarne catke nieoznaczona,
/ sinz cosz dz

a.) catkujac przez czesci,

b.) calkujac przez podstawienie (jakie?),

c.) przeksztalcajac najpierw funkcje podcatkows przy pomocy tozsamosci
sin 2z = 2sinx cosz.

Wyjasnié, dlaczego metoda c.) daje pozornie inny wynik niz metody a.), b.).

14. Znalez¢ calki nieoznaczone

/sin3 z cos® x dz, /sin3 z cos? z dz.
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Wskazoéwka. Najpierw przeksztalci¢ trygonometrycznie wyrazenie podcatkowe, nastepnie
zastosowaé odpowiedni wzér rekurencyjny.

15. Sprawdzié, ze podane funkcje sa utamkami prostymi i znalezé ich calki nieoznaczone:

1

a.)

2 —2x+5’
3r+1

c.)

(42?2 — 4z + 2)3’

2z
b.
) (x2 — 4z + 5)2’
2
d)————.
)a:2 —6x+9

16. Znalez¢ calki nieoznaczone nastepujacych funkcji wymiernych:

3r—5
]_ -
(1) 2 —3x+2’
3) 202+ 1 —1
23 —z2+z -1
3r—4
5
4
T
7 -
() s,
r—a
9 -
9) o,

x4+ 223 - 322+ 22+ 2

(2)

2 4+ 22— 3 ’
(4) 2x2 + 4
xd +4x + 3’
2
x
6 -
(6) 22 +1’
br — 8
(8) x3 — 42 + 42
1

(10)

34+22 420+ 2

17. Wyrazi¢ przez funkcje elementarne catke nieoznaczona,

0) /log(x—i— 1) iz, b) /1og(;r;2 + 1) i

2 3

Wskazowka. Calkujac przez czesci sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej. W jakich
przedzialach wykonujemy catkowanie?

18. Wyrazi¢ przez funkcje elementarne catke nieoznaczona,

/ dz
a sinz+b cosz

Wskazéwka. Przeksztalci¢ mianownik opierajac si¢ na zadaniu 27 rozdz. II §3, nastepnie
skorzysta¢ z Przyktadow 19, 20.

(a® + 5% > 0).

19. Scatkowaé funkcje

f(x):m

stosujac podstawienie
r = tgt
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i wzor rekurencyjny (38). Wynik poréwnaé ze wzorem (30).

/w(e‘”) dz

(gdzie w jest funkcja wymierna) daje sie przez odpowiednie podstawienie sprowadzi¢ do
calki z funkcji wymierne;j.

20. Okazac, ze calka,

21. Opierajac sie na zadaniu 20 scatkowaé funkcje

x 1 2x 1
e’ + , b.) e~ + .
er —1

a.)

W jakich przedzialach mozna wykonaé¢ catkowanie?

22. Znalez¢ calki nieoznaczone funkcji

1+ sin2x 1
a.) ——a b.) .3
sin” x sin® x
1 1
) — d.) .
cos® T 1+tge

Wskazéwka. W punktach a.), b.), c.) przeksztalci¢ trygonometrycznie funkcje podcatkowa,
i zastosowaé odpowiednie podstawienie. W punkcie d.) skorzystaé¢ z podstawienia uniwer-
salnego

it

y=tg
(por. punkt 7). W jakich przedzialach wykonujemy catkowanie?
23. Znalez¢ calke nieoznaczong funkcji

; . | |
it W Umraas W oo
V2 + 2z 1

BRI N

Wskazéwka. Zastosowaé podstawienie Eulera (punkt 8).

(1)
(iv)



