§3. Dalsze wlasnosci calki oznaczonej funkcji ciaglej.

o © ©

1. Wzory rachunkowe dla calek oznaczonych. W §1 okresliliSmy catke oznaczong
funkcji ciaglej jako granice ciggu sum przyblizonych. W przypadku gdy f jest funkcja, ciggla
nieujemna w przedziale [a, b], calka oznaczona jest miara pola zawartego miedzy wykresem
funkcji a osig z-6w. Zgodnie z twierdzeniem 5 §1 obliczanie calki oznaczonej sprowadza
sie do znalezienia funkcji pierwotnej czyli calki nieoznaczonej. Techniki rachunkowe po-
zwalajace wyznaczy¢ funkcje pierwotng zostaly oméwione w §2. Obecnie wrécimy do catki
oznaczonej w celu oméwienia jej dalszych wlasnosci oraz zastosowan geometrycznych i
fizycznych.

Z podanych w §2 wzoréw (15), (16) dla calki nieoznaczonej wynikaja w oparciu o
twierdzenie 5 §1

Twierdzenie 1 (o catkowaniu przez czesci dla calek oznaczonych). Jezeli funkcje
f, 9 maja ciagta pochodna, to

) [ 100 e = [1@9@]" - [ $@0w) an

oraz

Twierdzenie 2 (o calkowaniu przez podstawienie dla calek oznaczonych). Przy
zatozeniu ciaglosci funkcji f, y, y' zachodzi réwnosé

) / F (@) () do = / jj)f(y) dy.

Dowéd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

Uwaga. Wzdr (2) mozna inaczej zapisa¢ w postaci

b y(b)
@) Fa) Y g = / f(y) dy.
y(a)

z ktoérej widaé, ze symbol % zachowuje sie jak zwykly ulamek - mozna ”skracac¢” przez
rézniczke dr (por. Uwaga po twierdzeniu 2 §2). Wzér (2’) sugeruje stosowanie zapisu
rézniczkowego

dy
dz

Zapis ten jest wygodny przy catkowaniu przez podstawienie, podobnie jak dla catek nieoz-
naczonych - trzeba tylko pamieta¢ o zmianie granic catkowania.

dy = —dzx.

Stosowanie wzoréw (1), (2) wyjasnimy na przykladach.
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Przyklad 1. Obliczmy catke
A:/ z? sinz dz.
0

Poniewaz funkcja podcatkowa ma postaé iloczynu, narzuca sie metoda calkowania przez
czedci. Zastosujemy wzér (1) przyjmujac

fl@)=2%  ¢'(z)=sinz,

woéwczas
7|' T T
A:/ z? (—cosz)’ dmz—[m%:osx} —}—2/ xcosx dx
0 0 0

czyli -
A:7r2+2/ rcosz dx.
0

Do calki po prawej stronie zastosujemy ponownie catkowanie przez czesci przyjmujac we
wzorze (1)

f(z) ==z, g(z) = sinz.

Q T Q T
rcosx dxr = [ac sin a:} - sinx dx = [cos 3:} ,
0 0 0 0

A=7n2—-4.

Otrzymujemy

zatem

Przyklad 2. Obliczmy catke oznaczona,
2 2
A= / ze® 1 dx.
-1

Calke ta, mozemy zapisa¢ w postaci

gdzie
Poniewaz

zgodnie ze wzorem (2) dostajemy

1 [° 1
AZEL eydyzi(e5—62).
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Przyklad 3. Obliczmy catke oznaczona,

1
B:/ V1—y2dy.
0

Przyjmujac
Y = COST

zastosujemy wzér (2) przeczytany ”od prawej do lewej”. Aby okresli¢ granice catkowania

w calce po lewej stronie wystarczy obraé liczby a, b tak, by

cosa =0, cosb=1.

Mozemy przyjaé

m

= 5 b= Oa
73

wowczas o
B = —/ V1 —cos?2z sinz dx
%
czyli zgodnie ze wzorem (29) §1

%
B :/ V1 —cos?2z sinz dz.
0

Poniewaz sinz > 0 w przedziale catkowania [0, 7|, wiec
IADRE €

V1—cos?z = Vsin?z =sinz

w tym przedziale (przypominamy, ze przez pierwiastek rozumiemy dodatnia wartosé¢ pier-
wiastka czyli pierwiastek arytmetyczny - por. rozdz. I §1 punkt 9). Zatem

B = / sin? z dz,
0

co po zastosowaniu tozsamosci trygonometrycznej

1
sin? z = 5(1 — co0s 27)

VB

daje
1 1
B = 5[.7:— 5311123:}

NE

0
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Przyklad 4. Zastosujemy wzor (2) do catki

1
C:/ V1 — 22 dx.
0
Przyjmujac
z(t)y=v1—t

mamy
z2=1-t, V1-—22 =4,

wobec tego w zapisie rézniczkowym

2z dr = —dt.
Ponadto
z(1) =0, z(0) =1,
zatem 0
1 1 712 371
C=—= tdt:—-[—ta}
2/1 Vi 2 L3 Jo
a wiec
1
C=—.
3

Przyklad 5. Aby obliczy¢ catke

D:/ V1+22dx
0

zastosujemy metode podobna do tej, jaka byla stosowana w Przykladzie 21 §2 do calki

nieoznaczonej. Poniewaz
1+ 22
V1t 2= —,
V1422

po rozbiciu na sume calek dostajemy
(3) D = Dy + D,
gdzie

D /a dﬂf D /a .7]'2 d
= —_—, = — dx.
e Vita? " Jo Vit

Ze wzoru (11) §2 wynika, ze

(4) D, = [log(m +v1+ :1:2)}(; = log(a + V1 + a?).
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Calke D, przeksztalcimy metoda catkowania przez czesci. Poniewaz

(= ———

wiec "
DQZ/ x(x/l—i—a:) dx—[a: 1—}-31:2 /\/1+x2dx
0
czyli
(5) D2:(I, 1+a2—D.

Ostatecznie z (3), (4), (5) dostajemy

D=logla++vV1+a?)+av1+a?>—-D

skad
1 1
Dzilog(a-l— 1+a2)+§a\/1+a2.

2. Wzory rekurencyjne. W §2 udowodniliémy wzory rekurencyjne dla calek nieoz-

naczonych postaci
/sin” x dr, /cos” x dr.

Latwo z nich otrzyma¢ wzory rekurencyjne dla calek oznaczonych. Niech

3 )
An:/ sin” z dz, Bn:/ cos"xdxr dla n>1,
0 0
T
A0:B0:5.

Przyjmujac
P,(z) = /sin"x de dla n>1, Py(z)=z+C

mamy (por. wzér (35) §2)

1 n—1
Pn(x):—ﬁsin" L cosz + - TPn 2(z) (n>2)

i stad
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Podobnie, oznaczajac
Qn(z) = /cos”a: de dla n>1, Qo(z)=z+C

mamy zgodnie ze wzorem (39) §2

1 ) n—1
Qn(z) = - cos" !t zsinz + TQn_2($) (n>2),

a zatem

~1
(7) B, =" B, (n22).

Ze wzor6éw rekurencyjnych (6), (7) wynika, ze

o 1:3---(2n—1) «
q Aan = Bon = 2-4---(2n) 2
(8) 2-4---(2n)

Agpt1 = Bap41 = (n € IN)

1-3---(2n+1)
(proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie dowodu indukcyjnego).

Opierajac sie na wzorach (8) latwo skonstruowaé ciag nieskoniczony dajacy w granicy
liczbe . Wynika z nich bowiem, ze

Aon (2-4----(271)))2 1

T Ao \1-3---(2n+1)) 2m+1

(9) 3

7 nieréwnosci

sin?? 1z < sin?" ¢ < sin?* "l g
dostajemy po scatkowaniu
Agnt1 < Aoy < Aoy,
a zatem A A 9 1
_ n
1< 2n < 2n—1 — + )

T Aot T Aot 2n

7 ostatniej nieréwnosci widaé, ze

A2n =1.

i
nl)Iglo A2n+1
Wobec tego mnozac i dzielac prawg strone (9) przez n i przechodzac do granicy otrzymu-
jemy wzdr Wallisa®
2
1 2-4---(2
m= lim — (2n) .
n—oo N 1'3"'(27},—1)

1John Wallis (1616 - 1703), od 1649 r. profesor uniwersytetu w Oksfordzie, jeden z organizatoréw
Londynskiego Towarzystwa Kroélewskiego, zajmowal sie algebrg i jej zastosowaniami w geometrii.
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o © ©

3. Zastosowania geometryczne calki oznaczonej - pole obszaru plaskiego. Jak
wspomnieliSmy w §1 catka oznaczona funkcji nieujemnej jest miara pola obszaru zawartego
miedzy wykresem funkcji a osia z-6w. Wykorzystamy ten fakt do obliczenia pola elipsy.

Przyklad 6. Rownanie elipsy o pélosiach a, b i o drodku symetrii w poczatku ukladu

ma postac

2 2
z Yy
2Tt

co po rozwigzaniu wzgledem y daje

~
=>

-b

[rys. 63]
przy czym znak + odpowiada gérnej polowie elipsy (rys. 63). Ze wzgledu na symetrie
pole obszaru lezacego pod wykresem funkcji

/ 2

w przedziale 0 < z < a stanowi czwarty cze$¢ pola calej elipsy (obszar ten zostal za-
kreskowany na rys. 63). Oznaczajac szukane pole elipsy przez P mamy

a 2
P:4b/ 1 -2 da.
0 a

Po podstawieniu

mamy
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i stad zgodnie ze wzorem (2)

1
P:4ab/ Vv 1—1t2dt.
0

Calka po prawej stronie byta obliczona w przykladzie 3. Zgodnie z otrzymanym wynikiem
P = mab.
W przypadku gdy elipsa jest kolem o promieniu r dostajemy stad znany wzor na pole kola

P = nr2.

Przyklad 7. Obliczymy pole P obszaru zawartego we wnetrzu paraboli o réwnaniu
(10) z =y’
dla z nalezacych do przedzialu [0,a]. Rozwazany obszar jest symetryczny wzgledem

osi z-6w, wystarczy wiec znalezé pole jego gérnej polowy (zakreskowanej na rys. 64).
Rozwiazujac réwnanie (10) wzgledem y mamy

y=vz  (0<z<a)

zatem

czyli



466
4. Zastosowania geometryczne calki oznaczonej - dlugosé krzywej plaskiej.

Bedziemy zakladali, ze rozwazana krzywa K jest wykresem funkcji majacej ciagla pochodna,
tzn. jest okreslona rOwnaniem

y = f(x) (e =1a,1))
przy czym f € C'(IP). Podzialowi IT odcinka [a, b] opisanemu nieréwnosciami
a=20<T1 < - <TKp=">

mozemy przyporzadkowaé tamana, L(IT) utworzona z odcinkéw o koricach

(@j-1, f(zj-1)), (25, f(z;)) G=1....k).
K
T
[rys. 65]

Dhugos¢ tej tamanej wynosi

k
(11) LD| = 371/ (Azy)? + (Agy)?,

i=1

gdzie

Azj =xj —xj_1, Ay; = f(zj) — f(zj-1).
Z rys. 65 widaé, ze im drobniejszy jest podzial II tym lepiej tamana L(II) przybliza krzywa,
K. Wobec tego bedzie rzecza naturalna wprowadzenie nastepujacej definicji dtugodci krzy-
wej K: Niech {IL,} bedzie ciagiem normalnym podzialéw przedziatu [a, b]. Wéwczas przez
dtugosé krzywej K rozumiemy granice

(12) K| = lim [L(IL,)|.
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Wyrazenie po prawej stronie (11) mozemy przeksztalcié korzystajac z twierdzenia o war-
tosci éredniej. Mianowicie
Ay; = f'(&)Ax;,

gdzie &; € (zj_1, x;), a zatem

k
(13) L) = Z Y1+ (&))" Azj.

Wyrazenie po prawej stronie (13) jest suma przyblizong calki

/ab V14 (F(@)? do

odpowiadajaca, podziatowi II. Wobec tego zgodnie z twierdzeniem 1 §1 granica w réwnosci
(12) nie zalezy od sposobu, w jaki obierzemy ciag normalny podziatléw {II,,} i r6wnos¢ ta
moze by¢ zapisana w postaci

(14) K= [ VIR E (v=1@)

Przyklad 8. Obliczy¢ dtugosé tuku K 4p okregu o promieniu r (rys. 66). Zakladamy,
ze §rodek okregu znajduje sie w poczatku uktadu wspélrzednych i ze promienie OA, OB
tworza, z dodatnia, pélosia z-6w katy «, 8 odpowiednio (0 < o < 8 < 7). Réwnanie gérnej
polowy okregu ma postac

y=+r2—x2 (—r<z<r),

o b \W™

_,\
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zatem

istad

— 2

Wobec tego zgodnie z (14)

d
)
Kagl= | —— dz,
Kas| / -

gdzie

c=1cosf, d = rcosa.
Podstawiajac

x =rcost (0<t<m)
dostajemy

dxr = —rsint dt
oraz
Vr2 — 22 = rV/sin?t,

czyli

Vr2 — 22 =rsint,

gdyz sint > 0 w rozwazanym przedziale. Wobec tego
(6%
|Kap| = —r/ dt =r(f — «a)
B

zgodnie ze wzorem znanym z kursu szkolnego. 0

Niech teraz K bedzie dowolng krzywa, o rownaniu
y=f  (teP=[ab])

gdzie f € C(IP) i niech x bedzie dowolnie ustalona liczba, z przedziatu [a, b]. Czesé krzywej
K odpowiadajaca wartosciom parametru ¢ € [a,z] ma dlugosé zalezna od z okreslona,
wzorem

(15) s(z) = / VIT 0 dr.

Zgodnie z twierdzeniem 6 §1

ds

= VI F@P,
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co mozna zapisa¢ w postaci rézniczkowe;j
(16) ds=T+@)2de  (y=f()).

Wyrazenie po prawej stronie (16) nazywamy rdzniczkq diugosci tuku. Poniewaz j—; > 0,
funkcja s(z) jest cisle rosnaca w przedziale [a,b]. Zgodnie z oznaczeniem (15) mozemy
wzér (14) zapisa¢ w postaci

czyli w oparciu o (2’)

5. Zastosowania geometryczne calki oznaczonej - objetosé¢ i powierzchnia
boczna bryly obrotowej. Niech f bedzie funkcja ciagla nieujemna w przedziale [a, b],
niech D oznacza obszar zawarty w tym przedziale miedzy wykresem a osia, z-6w zas V -
bryle obrotowsa, zakreslona przez obszar D przy obrocie dokota osi z-6w. Naszym celem
jest obliczenie objetosci bryly V.

Dokonajmy podziatu II przedziatu [a, b] okreslonego nieréwnosciami
a=x9g<x1<---<Tp=>b

A

— o
Xy=a x, O X, X, b=x, yx

[rys. 67]
i niech P; (j = 1,...,k) bedzie prostokatem o podstawie [z;_1,2;] i wysokosci f(x;)
(rys. 67, k = 4, prostokaty P; zakreskowane), ktéry przy obrocie zakresla walec kotowy
W, o wysokosci Az; = x; — xj_1 i promieniu podstawy f(z;). Bryla obrotowa W (II) =
U?:1 W, ma objetosé

k
(17) | W) [= WZ[f(mj)f Az;j.
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Oczywiscie im drobniejszy jest podzial IT tym lepiej bryta W (II) przybliza bryle obrotows,
V. Wobec tego, oznaczajac przez |V| objetosé bryly V, mozna przyjaé, ze

(18) |V |= lim [ W(I) |
Tn—> 00

gdzie {II,} jest ciagiem normalnym podzialéw przedzialu [a,b]. Ze wzoru (17) widaé, ze
wyrazenie | W (II) | jest suma przyblizona, calki

b
(19) / T 1f ()] da.

Zgodnie z twierdzeniem 1 §1 granica we wzorze (18) nie zalezy od sposobu, w jaki zostal
obrany ciag normalny podzialéw {II,,} i jest réwna calce (19). Zatem wzdr na objetosé
bryly obrotowej V mozna zapisa¢ w postaci

(20) Vier [e (1=sw)

Przechodzac do obliczenia powierzchni bocznej bryly V' zalozymy, ze funkcja f ma ciagla,
pochodna w przedziale [a, b]. Z kursu szkolnego wiadomo, ze powierzchnia boczna B stozka
Scietego o promieniach podstaw r, R i tworzacej | wyraza si¢ wzorem

(21) B =n(r+ R)L

-
>

|

|

|

|

|

}

| /A
X =da x, O X X b=x "x

0= 1 2 3 =Xy

[rys. 68]

Rozwazmy (przy danym podziale II przedzialu [a, b]) odcinek L; taczacy punkty wykresu
(xj—1, f(z;)) i (zj, f(x;)) (rys. 68). Przy obrocie odcinek L; zakresla powierzchnig boczng,
B; stozka Scietego o promieniach podstaw f(x;_1), f(x;) i tworzacej

(22) = ey — a2+ () = Fan)
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zatem zgodnie ze wzorem (21)

Byl = 7| f(@j-1) + F(z) |l

Lamana L(II) utworzona ze wszystkich odcinkéw L, zakresla przy obrocie powierzchnie
X(II) = U?zl Bj, ktérej pole T(II) wyraza si¢ wzorem

(23) flzj—1) + f(z4)]l.

IIMw

7 twierdzenia o wartosci §redniej wynika, ze
fxs) = f(mj—1) = F1(§) (@5 — 2j-1)
gdzie &; € (zj_1,2;). Wobec tego (22) mozemy zapisa¢ w postaci
=1+ [f'(§)])?Az; (Aﬂ?a‘ =Tj = ﬂfj—l)a

skad wobec (23) wynika, ze

k
Zf(l‘g 1) + @)/ 1+ [ (&) Azj.

Utwérzmy teraz sume

= 27er &1+ [F1(&))A;.

Udowodnimy

Lemat. Do dowolnej liczby € > 0 mozna dobraé¢ 6 > 0 tak, by dla kazdego podziatu 11 o
srednicy d(I1) spelniajgcej warunek

(24) d(Il) <6
zachodzita nierownosé
(25) | T(IT) — S(II) |< e.

DOWOD. Z ciagloéci pochodnej f/(z) wynika, ze funkcja

9(x) = V1+[f'(2)]?
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jest réwniez ciagla a wiec ograniczona w przedziale [a, b]. Istnieje zatem stata M > 0 taka,
ze

(26) I+ @P < M

dla z € [a,b]. Natomiast funkcja f jako ciaglta w przedziale domknietym |[a, b] jest w tym
przedziale jednostajnie ciagta, zatem do dowolnej liczby 1 > 0 mozna dobra¢ 6 > 0 tak,
by z (24) wynikaly nieréwnosci

(27) | flzg) = f(&) [<m | flzg-) = F(&) I<n G=1...k).

Zakladajac, ze speliony jest warunek (24) dostajemy zatem z nieréwnosci (26), (27)

k
| T(I) — S(I) |< 27MnY | Az; = 2eMn(b — a).

j=1
Wobec tego nieréwnosé (25) bedzie speliona, jezeli przyjmiemy

n=c¢el2rM(b—a)] "
i do tak okreslonej liczby 7 dobierzemy d. U

Latwo zauwazy¢, ze im drobniejszy jest podzial I1, tym lepiej powierzchnia Y (IT) przy-
bliza powierzchnie boczna By bryly obrotowej V. Wobec tego mozemy przyjac, ze pole
tej powierzchni wyraza sie wzorem

(28) | By |= lim T(II,)
n—0o0

gdzie {I1,,} jest dowolnym ciagiem normalnym podziatéw przedziatu [a, b]. Z drugiej strony
suma S(IT) jest suma, przyblizong catki

b
(29) 2r [ 1)1+ P @]P do
odpowiadajaca, podzialowi II, zatem zgodnie z twierdzeniem 1 §1 granica

lim S(I1,)
n—0o0
nie zalezy od sposobu w jaki zostal obrany ciag {II,} i jest réwna calce (29). Z udowod-
nionego lematu wynika, ze
lim S(I1,,) = lim T(II,),
n—oo n—> 00
zatem ostatecznie z (28) dostajemy wzér okreslajacy pole powierzchni bocznej bryty obro-
towej w postaci

) By = [WITGPd (y=1@).
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Wréémy teraz do funkcji s(z) okreslonej wzorem (15) (jak wiemy, okresla ona dlugosé
wykresu funkcji f w przedziale [a,z|, gdzie x € [a,b]). Poniewaz funkcja ta jest $cisle
rosnaca, istnieje funkcja odwrotna do niej z = z(s) i wobec tego we wzorze (30) mozna
przyjac

(31) y(s) = f(z(s)) (0<s<S)

jezeli przez S oznaczymy dlugosé wykresu funkcji f w calym przedziale [a, b]. Stosujac do
catki w (30) podstawienie
x = xz(s)

dostajemy zgodnie z (2), (16) inna, posta¢ wzoru na pole powierzchni bocznej bryly obrotowej

S
(32) By =2 [ yds
0

gdzie funkcja y(s) jest okreslona wzorem (31).

Przykiad 9. Kule K o promieniu r przecinamy dwoma réwnoleglymi plaszczyznami.
Zmnalez¢ objetos¢ i powierzchnie otrzymanego plastra P.

Obierzmy uklad wspétrzednych w taki sposéb, by §rodek kuli znajdowat si¢ w poczatku
uktadu a plaszczyzny przecinajace mialty réwnania © = z1, £ = 2 (21 < x2). Plaster P
powstaje przez obrét dokola osi z-6w czesci kota o §rodku w poczatku ukladu i promieniu
r ograniczone]j przez tuk okregu S oraz oS z-6w i odcinki prostych z = x1, x = zg (rys.
69). Réwnanie okregu ma postaé

v

P

[rys. 69]
stad zgodnie ze wzorem (20) objetos¢ plastra wynosi

|P|:7r/ (r? — 2?) dx
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czyli po obliczeniu catki
2 1 3 3
(34) | P |=7mré(xe — 1) — §7r(:132 — ).

W przypadku, gdy x1 = —r, z2 = r, plaster P jest calg kula i z (34) dostajemy znany
wzOr na objeto$¢ kuli o promieniu »

4
| P |= —nrd.
3

Przechodzac do obliczenia powierzchni bocznej plastra P zalozymy, ze —r < 7 < 22 < 7.
Po rozwiazaniu (33) wzgledem y dostajemy réwnanie

(35) y=Vr?—z? (1 <z < x3)

opisujace tuk S. Po zrézniczkowaniu (35) otrzymujemy

/ —Z

Yy = V2 _ 122

Otrzymana pochodna jest ciagla w przedziale [z1, 23], mozna wiec zastosowaé wzor (30).
Funkcja podcatkowa ma postac

,
yv1+ (y')? = \/7‘2_#'7#2_3;2 =7

zatem pole powierzchni bocznej Bp wyraza sie¢ wzorem
(36) | Bp |= 2m(x9 — 1)

Ze wzoru (36) widaé, ze pole powierzchni bocznej plastra P zalezy tylko od jego grubosci
tj. réznicy x9 — x1, nie zalezy za$ od polozenia odcinka [z1, 2] w przedziale (—r,r). Przy
danej grubosci plastra pole to bedzie takie samo w poblizu bieguna jak w poblizu réwnika
kuli K.

Przekroje kuli K plaszczyznami x = 1, = zo sa kolami o promieniach y(z1), y(x2)
odpowiednio, zatem ich laczne pole wynosi

(37) m(2r? — x? — 3).
Pole caltkowitej powierzchni plastra P otrzymujemy dodajac (36), (37). Zauwazmy, ze we
wzorze (36) mozemy przej$¢ do granicy przy xzo — r, 1 — —r. Otrzymujemy wéwczas

znany wzor na pole powierzchni ¥, kuli o promieniu r

| %, |= 4w
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Przykiad 10. Koto o $rodku (0,a) i promieniu 7 (a > r) obraca sie dokola osi z-6w
tworzac bryle T' zwana, torusem. Zastosujemy wzoér (20) do obliczenia objetosci tej bryly.
Okrag K ograniczajacy kolo opisany jest rOwnaniem

2+ (y—a)? =r? (—r<z<r)

A
y
a+r
K+
/]
a
K_
a—r
—
o X
[rys. 70]

skad po rozwiazaniu wzgledem y dostajemy

y=ax+\r2—ax2,
a zatem
y? :a2+r2—x2:t2a\/7fx2,
gdzie znak 4+ odpowiada gornej czesci K4 okregu K a znak — dolnej czesci K_ tego okregu

(rys. 70). Oznaczmy przez T, (T-) bryle przestrzenng otrzymang przez obrét dokota osi
x-6w obszaru zawartego miedzy pétokregiem K. (K_) a osia z-6w. Wéwczas

(38) T =Ty | = [T-].
Zgodnie ze wzorem (20)

| Ty |:7r/ (a2+r2—x2+2a\/r2—x2> dx

—-r

oraz

,
| T_ \=7r/ (a2+7‘2—x2—2a\/r2—x2> dz

-r

zatem wobec (38)

(39) | T |= 47ra/ V2 —z? dz.
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Calke J we wzorze (39) przeksztalcimy nastepujaco: podstawienie z = rt daje

1
J:r2/ V11— 12 dt,
-1

skad po rozbiciu przedzialu catkowania

0 1
J:r2</ \/1—t2dt+/ \/1—t2dt).
-1 0

Podstawiajac dalej t = —s w pierwszej calce otrzymujemy

0 0 1
/ \/1—t2dt:—/ \/1—32ds:/ V1-—3s2ds
1 1 0

zatem

1
J:2r2/ V1 —1t2dt
0

Ostatnia calka byla liczona w Przykladzie 3. Ostatecznie wzér (39) daje objetosé torusa

| T |= 2n%r%a.

6. Zastosowania fizyczne calki oznaczonej - momenty statyczne i $rodek
masy. Momentem statycznym punktu materialnego wzgledem prostej | nazywamy iloczyn
m - d gdzie m oznacza mase punktu za$ d odleglos¢ punktu od tej prostej. W przypadku
ukladu punktéw materialnych o masie m; i odleglosci d; od prostej I (j = 1,...,k) przez
moment statyczny tego uktadu wzgledem prostej | rozumiemy sume momentOw poszczegdl-
nych punktéw tzn. wyrazenie

k
M = Z mjdj.
j=1

Pojecie momentu statycznego latwo przenie$¢ na przypadek masy rozlozonej w sposéb
ciagly na krzywej lub w obszarze ptaskim. Dla uproszczenia rachunkéw bedziemy zaktadali,
ze rozwazana krzywa wzglednie obszar lezy w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny zy i ze masa
rozlozona jest w sposéb ciagly z gestoscia 1. Wobec tego masa kazdego fragmentu krzywej
jest rowna jego dlugosci a masa kazdej czesci obszaru réwna jej polu. Zaczniemy od
przypadku krzywej K okreslonej réwnaniem

(40) y=10)  (teP=[a1)
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gdzie f € C1(IP). Krzywa K jest wiec wykresem funkcji f, przy czym 0 < a < b, f(t) > 0.
Przy danym podziale II przedziatu [a, b] okreslonym nieréwno$ciami

(41) a=z0<21 < - <TKp=">

czeS¢ K krzywej K okreSlona réwnaniem (40) dla ¢t € [z;_1, z;] mozemy przy dostatecznie
malej $rednicy podzialu II uwaza¢ za punkt materialny (&;, f(§;)) o masie
Asj = s(xj) — s(xj_1), gdzie & € [zj_1,x;] zas funkcja s(x) okreslona jest wzorem (15)
(przypomnijmy, ze s(z) oznacza dlugosé czesci krzywej K opisanej réwnaniem (40) dla
t € [a,x], zatem As; jest dlugoScia czesci K; krzywej). Zastepujac krzywa K przez tak
okreslony uklad punktéw materialnych znajdujemy jego momenty statyczne:

wzgledem osi x2-6w
k

M, (I1) = f(&)As;,

i=1

wzgledem osi y-6w .
M, () = ) &As;.
j=1

Oczywiscie uklad punktéw materialnych {K;} tym lepiej przybliza krzywa K z masg,
rozlozona na niej w sposéb ciagly im drobniejszy jest podzial II tzn. im mniejsza jest
$rednica d(IT). Mozna wiec w naturalny sposéb przyjaé nastepujaca definicje momentéw
statycznych krzywej K wzgledem osi uktadu:
wzgledem osi z-6w jako
M, (K)= lim M,(11,),
n—00
wzgledem osi y-6w jako
My (K) = lin M, (IL,)
gdzie {II,,} jest ciagiem normalnym podzialéw przedzialu [a,b]. Zauwazmy, Ze wyrazenia
M, (IT), M,(II) stanowig sumy przyblizone calek

S S
/ y ds, / x ds,
0 0

gdzie S oznacza dlugo$é krzywej K, © = x(s) jest funkcjg odwrotng do funkcji s(z) zas
y = f(z(s)). Wobec tego zgodnie z twierdzeniem 1 §1 z przyjetej definicji wynikaja wzory

S S
(42) M, (K) :/0 y(s) ds, M,(K) :/0 x(s) ds,

co po uwzglednieniu réwnania (40) krzywej K i wzoru (16) mozna zapisa¢ w postaci

b b
(43) M, (K) =/ yv/ 1+ (y')? de, M, (K) =/ 1+ (y')de  (y= f(z)).
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PrzejdZzmy teraz do obszaru plaskiego D zawartego miedzy wykresem funkcji f w
przedziale [a,b] (0 < a < b) i osig x-6w, przy czym f jest funkcja ciagla nieujemna,
Rozwazajac podziat II przedziatu [a,b] okreslony nieréwnosciami (41) zastapimy obszar
D przez uklad prostokatéw P; (j = 1,...,k) (rys.71) o podstawie [z;_1,2;] i wysokosci
f(&;), gdzie &; jest Srodkiem odcinka [x;_1,z;]. Prostokat P; bedziemy uwazali za punkt
materialny umieszczony w srodku geometrycznym prostokata i o masie réwnej jego polu.
Punkt ten ma zatem wspéhrzedne (&, 2 f(&;)) 1 mase f(&;)Ax; gdzie Az; = z; — zj_1.
Momenty statyczne tak okreslonego ukladu punktéw materialnych maja postac:

wzgledem osi z-6w

k
M, (1) = 5> (f(&))° Az,

DN | =

wzgledem osi y-6w

k
My (1) = 3 & f (&) A,

| \\_/‘

| Pj
/ D
.

[rys. T1]

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
0 a X

Oczywiscie uklad punktéw materialnych {P;} tym lepiej przybliza obszar D z roziozona,
W nim masg im mniejsza Srednice ma podzial II, wobec tego przyjmiemy nastepujaca
definicje momentow statycznych obszaru D wzgledem osi uktadu:

momentu statycznego wzgledem osi z-6w jako granicy

M,(D) = lim M,(II,),

n—0o0

momentu statycznego wzgledem osi y-6w jako granicy

M,(D) = lim M,(IL,),

n—00
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gdzie, podobnie jak poprzednio, {II,} jest ciagiem normalnym podzialéw przedziatu [a, b].
Poniewaz wyrazenia M (IT), M, (II) sa sumami przyblizonymi calek

[ uer e [ e

z przyjetej definicji wynikaja w oparciu o twierdzenie 1 §1 wzory

1 b b
(44) M,(D)= / v dz,  M,(D) = / wyde  (y=f()).
a a
Przez $rodek masy ukladu punktéw materialnych (z;,y;) o masie m; (z;, y; > 0
j=1,...,k) rozumiemy punkt (£,7) o wspéhrzednych okreslonych wzorami
1k 1k k
€=Mzmﬂ?j, WZMZW?J]‘ (M:ij)-
j=1 j=1 j=1

Ze wzorow tych widaé, ze jezeli w srodku masy umiescimy catkowita mase M ukladu, to
jego momenty statyczne wzgledem obu osi sa réwne odpowiednim momentom statycznym

ukladu.

Pojecie srodka masy mozna tatwo przenie$¢ na przypadek, gdy masa roztozona jest w
sposob ciagly na krzywej lub w obszarze plaskim. Podobnie, jak przy rozwazaniu mo-
mentow statycznych, bedziemy zakladali, ze krzywa wzglednie obszar lezy w pierwszej
¢wiartce plaszezyzny xy i1 ze masa roztozona jest z gestoscig 1.

Srodkiem masy krzywej K okreslonej réwnaniem (40) nazywamy punkt (£,7) o wspol-
rzednych okreslonych wzorami

1 1

(45) 5 = EM?J(K)’ n= §M£E<K)

ktére po uwzglednieniu (42) mozna zapisa¢ w postaci

1 S 1 /S
4 - — .
(46) £ S/o x ds, 7 S/o y ds

Ze wzoru (45) widaé, ze jezeli Srodek masy potraktujemy jako punkt materialny o masie
rownej diugosci krzywej, to jego momenty statyczne wzgledem osi ukladu wspoélrzednych
sg, rowne odpowiednim momentom tej krzywej.

Srodkiem masy obszaru D zawartego miedzy wykresem funkcji ciaglej nieujemnej f w
przedziale [a,b] (0 < a < b) a osia z-6w nazywamy punkt (£,7n) ktérego wspbhrzedne dane
sa, wzorami

(47) §= 7 My(D), = 51 M(D),
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gdzie |D| oznacza pole obszaru D. Po uwzglednieniu (44) wzory te przyjmuja postaé

1 L
4 = — = ;
(48) £ |D‘/aa:yda:, n 2‘D|/ayda:

Podobnie, jak w przypadku krzywej, srodek masy traktowany jako punkt materialny o
masie rownej polu obszaru ma momenty statyczne wzgledem osi ukladu wspéirzednych
réwne odpowiednim momentom tego obszaru. Mnozac drugi ze wzoréw (46) przez 2wS
otrzymujemy

s
(49) 2mS = 27r/ yds,
0

gdzie zgodnie ze wzorem (32) prawa strona jest réwna polu powierzchni powstalej przez
obrét krzywej K dokola osi z-6w. Podobnie, mnozac przez 27 | D | drugi ze wzoréw (48)
dostajemy

b
(50) 2mn | D |= 7r/ y? de,

gdzie wobec (20) prawa strona jest réwna objetosci bryly powstalej przez obrét obszaru D
dokota osi z-6w. Wzory (49), (50) stanowia, matematyczny zapis requt Guldina:?

Pierwsza regula Guldina. Pole powierzchni powstatej przy obrocie krzywej ptaskiej
dokota osi lezgcej w ptaszczyinie krzywej i nie przecinajgcej jej jest réwne tloczynows:
dlugosci tej krzywej przez dtugosé drogi, jaka przebyt przy obrocie jej Srodek masy.

Druga regula Guldina. Objetosé bryly powstalej przy obrocie obszaru ptaskiego dokola
ost lezqce; w plaszczyznie obszaru 1 nie majgcej z nim punktow wspolnych jest rowna
tloczynowi pola tego obszaru przez dtugosé drogi, jaka przebyt przy obrocie jego Srodek masy.

Przyklad 11. Znalez¢ momenty statyczne wzgledem osi ukladu wspéirzednych i srodek
masy tuku K paraboli
y = z° (0<z<b)

zakladajac, ze masa jest rozlozona na nim ze stala gestoscig 1.
Zaczniemy od obliczenia dlugosci S tuku. Mamy
!/

y =2z,

zatem ze wzoru (14) wynika, ze

b
S:/ V1 + 4z? dx,
0

2Poul Guldin (1577 - 1643), pochodzit ze Szwajcarii, wykladat w kolegiach jezuickich w Rzymie, Wiedniu
i Grazu, w 1641 r. opublikowal twierdzenia dotyczace bryt obrotowych.
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co po podstawieniu
20 =1

daje

1 2b
0

Opierajac sie na rachunkach przeprowadzonych w Przykladzie 5 dostajemy ostatecznie

(51) S = Liog (2b V1T 452) + %b\/l T ape.

4

Zgodnie z wzorami (43) mamy

b b
M, (K)= / 21 + 422 dz, My(K) = / xV/ 1+ 422 dx.
0 0

W calce M, zastosujemy podstawienie

4z? = 2,
wowczas
8z dxr =dz

zatem )

1 4b 1 37407

My(K) = - \/1+zdz=—[(1+z)§} ,

8 Jo 12 0
czyli
(52) M, (K) = (1 + 4% !

Y T 12 12°

Calke M, obliczymy stosujac podstawienie Eulera (por. punkt 8 §2)

(53) V1+4z2 =t — 22

Po podniesieniu obu stron do kwadratu i redukcji otrzymujemy z (53)

2 -1
54 —
(54) T pm
oraz

t2+1

(55) V1 + 42?2 = ;t‘ ,
ponadto z (54)

t2+1
(56) de=""La
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Z (53) - (56) wynika, ze catka m, przyjmuje po podstawieniu (53) postac

) ma) = [

gdzie

(58) a=/1+4b2 + 2b.

Po prostych rachunkach stwierdzamy, ze funkcja podcatkowa g(t) we wzorze (57) jest réwna

1

t) = -1 = — (- + =
9(t) = 1555 V=t it e
zatem A
1t 1 a
mK:—[————21 t},
My (K) = 155 |5 — 22 — 21o8t]|
a wiec
1 [a* 1
My(K)= — (& - = _9] .
(59) (K) 128(4 4q° Oga)

Wspéhrzedne (€, n) $rodka masy znajdujemy stosujac wzory (45) i korzystajac z otrzy-
manych wynikéw (51), (52), (59).

Przyklad 12. Znalez¢ momenty statyczne wzgledem osi ukladu i srodek masy obszaru
D zawartego miedzy elipsa, o réwnaniu

R (a,b>0)
i przedzialem [0, a] na osi z-6w (rys. 63) (zakladamy, Ze masa jest roztozona w sposéb
ciagly z gestoscia 1).
7Z rachunkéw przeprowadzonych w Przykladzie 6 wynika, ze
1

Rozwiazujac réwnanie elipsy wzgledem y dostajemy (dla y > 0)

2

skad wobec wzoréw (44)

(61) M, (D) = ”2—2/0 (1 - Z—z) do



483

oraz
Z (61) dostajemy

co daje po prostym rachunku
(62) M, (D) = - ab.

W calce My (D) zastosujemy podstawienie
skad wynika w zapisie rézniczkowym

zatem
ba? [*
0

Poniewaz

/1\/1 tdt—[ 2(1 t)%r—2
0 L3 o 3
wiec z (63) otrzymujemy

(64) M, (D) = %a%.

Korzystajac ze wzoréw (47) i opierajac sie na wynikach (60), (62), (64) znajdujemy srodek

masy. Ma on wspoéirzedne

4 4
¢ 3 =35

g

Przykilad 13. Znalez¢ objetosé elipsoidy obrotowej E powstale] przez obroét elipsy o
réwnaniu

AR M (a,b> 0)

dokola osi z-6w.
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Ze wzgledu na symetrie wystarczy zalozy¢, ze obraca sie ¢wiartka elipsy D rozwazana
w Przykladzie 12 (zakreskowana na rys. 63) - objeto$¢ otrzymanej bryly obrotowej V'
bedzie wéwczas réwna polowie objetosci elipsoidy. W celu znalezienia objetosci bryty V
wykorzystamy druga regute Guldina. Wiemy, ze (por. Przyklad 6)

1
‘D‘ = Zﬂ'ab,

natomiast sSrodek masy obszaru D zakresla przy obrocie okrag o promieniu 7 (por. Przyklad
12), wobec tego

1
V| = Zwab - 271,

co po prostym rachunku daje
2
V|= —7rab2,
Vi=2

zatem

4
E|=2|V| = gwab2.

W przypadku, gdy obracajaca sie elipsa jest kotem o promieniu » (a = b = r), otrzymu-
jemy stad znany wzor na objetos¢ kuli. 0

Uwaga. Przy wyprowadzaniu wzoréw (49), (50) zakladaliSmy, ze funkcja f, ktérej
wykresem jest krzywa K ograniczajaca obszar D, przyjmuje warto$ci nieujemne i jest
okreslona w przedziale [a, b], gdzie 0 < a < b. W zwigzku z tym reguly Guldina pozostaja
stuszne w przypadku, gdy korice krzywej wzglednie czes¢ brzegu obszaru leza na osi obrotu
- fakt ten wykorzystaliSmy w Przykladzie 13.

o © ©
7. Twierdzenia o wartosci $§redniej rachunku catkowego. Udowodnimy dwie
wlasnosdci calki oznaczonej, ktére nosza nazwe twierdzen o wartosci sredniej.

Twierdzenie 3 (pierwsze twierdzenie o wartosci Sredniej). Zaldzmy, ze funkcje
fyg sa ciaglte w przedziale [a,b] i Ze funkcja g ma staly znak. Woiowczas istnieje punkt
€ € [a,b] taki, ze

b b
(65) [ t@g@)ds=1© [ 9o
DOWOD. Niech m, M oznaczaja kres dolny i gérny funkcji f w przedziale [a, b], wéwczas
(66) m < f(z) < M.

Zalézmy, ze
9(z) 20  (z €a,b])
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(w przypadku nieréwnosci przeciwnej dowdd przebiega podobnie i proponujemy Czytel-
nikowi samodzielne przeprowadzenie go). Z nieréwnoéci (66) wynika, ze

(67) myg(x) < f(z)g(z) < Mg(x),

co po scalkowaniu (por. twierdzenie 4 §1) daje

(68) @[ﬂmmslﬂwmmMSMLZum%

Jezeli ,
A= / g(z)dx =0
[
to na mocy (68) réwniez

b
/'ﬂmmmdxzo

i réwnos¢ (65) jest spelmiona dla dowolnego & € [a,b]. Jezeli za§ A # 0, to (68) mozemy
zapisa¢ w postaci
m<B<M

gdzie .
B=%Lf®ﬂ@®-

Z twierdzenia Wierstrassa (twierdzenie 12 rozdz. III §3) wynika, ze liczby m, M sa
warto$ciami funkcji f w pewnych punktach c;, ¢y € [a,b]. Poniewaz na mocy twierdzenia
Bolzano Cauchy’ego (twierdzenie 13 rozdz. III §3) funkcja f ma w przedziale [a, b] wlasnosé
Darboux, przyjmuje ona w przedziale IP o konicach c1, co kazda, wartosé posrednig miedzy
m, M ; w szczegdlnosci istnieje punkt & € IP taki, ze

f(€) = B.
Ostatnia réwnosé jest réwnowazna (65), co konczy dowdd. O
Przyjmujac w twierdzeniu 3

g(z) =1

otrzymujemy natychmiast

Twierdzenie 4. Jezeli funkcja f jest cigglta w przedziale [a, b], to istnieje punkt & € [a, b]
taki, ze

b
/f@ﬁm=ﬂ®®—®
|

W przypadku funkcji f nieujemnej twierdzenie to ma prosty sens geometryczny: pole
obszaru zawartego miedzy wykresem funkcji a osia z-6w jest réwne polu prostokata o
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podstawie [a, b] i wysokosci f(£), gdzie € jest odpowiednio dobranym punktem przedziatu
[a,b] (rys. 72).

A
y
SE |- / \
(0] a I3 b x>

[rys. T2]

Twierdzenie 5 (drugie twierdzenie o wartos$ci $redniej). Zaldimy, Ze funkcja f jest
cigglta za$ funkcja g jest monotoniczna i ma ciaglq pochodnag w przedziale [a,b]. Wdwczas
istnieje punkt £ € [a,b] taki, Ze

(69) /f 9(x) dz = g(a /f dz + (b /f

DOWOD. Przyjmijmy
X
~ [ s a
a

wowczas zgodnie z twierdzeniem 6 §1 funkcja F' jest rézniczkowalna w przedziale [a,b] i
przy tym
Fl(z) = f(z) (= € [a,b]).

/f dm:/bF’(m)g(a:) do

co po zastosowaniu wzoru (1) na calkowanie przez czesci daje

Wobec tego

b

(70) / f@g(e) do = [Fa)g@)] - [ F@)g/a) ds

a

Na mocy twierdzenia 13 rozdz. III §4 pochodna ¢’(z) ma staly znak, mozemy wiec do catki
po prawej stronie (70) zastosowaé twierdzenie 3, co daje

/ ' (@) (@) de = () / (@) do
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czyli

(71) / Py (@) do = F©) (9(0) - (o))

dla pewnego & € [a,b]. Z (70), (71) dostajemy

[ H@(@) do = 9(@)(F© - F@) +90) (F®) - F(©)).
co jest réwnowazne z réwnoscia (69). O
Przykiad 14. Udowodnimy, ze

b sinnx

lim dz =0 (0<a<b).
n—oo J . T

Zastosujmy drugie twierdzenie o wartosci sredniej przyjmujac

f(z) = sinnzx, g(z) = i

Otrzymujemy dla pewnego & € [a, b]

b ¢ b
S 1 1
un:/ mne d:c:—/ sinnx dx+—/ sinnz dzx,
a a b 13

T a

czyli po obliczeniu calek po prawej stronie

1 1
Uy, = — (cosma — cosné) + —b(cos né — cosnb),
n

na
a stad
2 (1 1 4
(72) | up, |SE(E+5)<E'
Z (72) wynika, ze nier6wnosé¢ e-owa
| un |< €
jest spelmiona, jezelin > N = %. O

VRV

8*. Calkowanie przyblizone. Niech f bedzie funkcja ciagls w przedziale [a, b] i niech
I1,, bedzie podziatem przedziatu [a, b] na n réwnych czesci okreslonym nier6wnosciami

a=Tg<r1<---<xp=>
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gdzie
b—a

n

ASL‘j =T; —Tj—1=

Obierajac jako punkt posredni &; Srodek przedzialu [z;_1,2;] mozemy utworzy¢ sume
przyblizona,

n

(73) 5= éf(fj) (& = 3 (w51 +37))-

Zgodnie ze wzorem (17) §1
b
lim S, :/ f(x) dx,

n—o0

zatem sume S,, mozemy uwazaé za przyblizona wartosé catki

b
(74) / f(z) dx.

Do obliczenia jej wystarczy zna¢ wartos¢ funkcji w skonczonej ilosci punktow
& (j = 1,...,n) (gdy funkcja opisuje jakas wielkos¢ fizyczna, wartosci te wyznaczamy
z pomiaréw). Przejscie od funkcji f do ukladu liczb {f(§;)} nazywamy dyskretyzacja
funkcji, za$ réznice h = &; — &;_1 krokiem dyskretyzacji. Réwnosé (73) mozemy zapisaé
inaczej w postaci

(75) P(h) = hZ £(&),

gdzie
b—a ) o1 ,

h = — z; =a+jh, €j=a+(j—§)h (1=1,2,...,n).
Przyblizona metode obliczania calki (74) polegajaca na zastapieniu jej przez sume P(h)
nazywamy metodq prostokgtow. Nazwa wynika z jej sensu geometrycznego: w przypadku
dodatniej funkcji f pole pod jej wykresem w kazdym przedziale [z;_1, x;] zastepujemy
przez pole prostokata o bokach h, f(&;) (rys.73), gdzie h = x; — x;_1 za$ &; jest srodkiem
odcinka [z;_1, z;].
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
a 0 X

[rys. T3]

Przyblizona wartosé catki (74) mozemy réwniez obliczy¢ w inny sposéb, zastepujac (w
przypadku funkcji f dodatniej) pole pod wykresem funkcji w przedziale [z;_1, ;] przez
pole trapezu o podstawach f(z;_1), f(z;) i wysokosci Az; = 2=2 (rys. 74). Dodajac pola

tych trapezéw otrzymujemy sume

(76) Su= U L (flag) + ().

\

v

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
(i1 X; b X

[rys. T4]

W dalszym ciagu nie bedziemy robili zadnych zalozenn o znaku funkcji f. Poniewaz
liczba

yi = 5 (f(wj-1) + f(z;))

DO | =
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lezy miedzy liczbami f(z;_1), f(z;), z twierdzenia Bolzano - Cauchy’ego (twierdzenie 13
rozdz. III §3) wynika istnienie punktu Z; € [z;_1, z;] takiego, ze

¥ = f(Z;).

Wobec tego suma S,, moze byé zapisana w postaci

5= 2205 1(z)),
7j=1

n

jest to wiec suma przyblizona calki (74) i wobec (17) §1 mamy

b
lim S, :/ f(z) dx.

n—00

Zatem suma S, réwniez moze by¢ uwazana za przyblizona wartosé catki (74). Przy uzyciu
wprowadzonych wczesniej oznaczen mozemy (76) zapisa¢ inaczej w postaci

"1
(77) T(h)=h) 5 (f(zj—1) + f(z))
=1
gdzie
h:b;a, z;=a+jh (j=1,2,...,n)

Metode przyblizonego obliczania calki (74) polegajaca na zastapieniu jej przez sume T'(h)
nazywamy metodq trapezow.

Trzecia metoda przyblizonego obliczania calki (74) zwana metodaq Simpsona® polega na
zastapieniu funkcji f w przedziale [x;_1, x;] przez wielomian w stopnia < 2 spekiajacy
warunki

(78) w(zj-1) =yj-1,  w(z;)=y;  w(&)=mn;,

gdzie

1
yji—1 = f(zj-1), yi = f(x;), § = 5(%‘—1 + ), n; = f(&)-

Wykresem wielomianu w jest linia prosta, jezeli punkty A = (z;_1,y;-1), B = (&,n;),
C = (z;,y,) sa wspélliniowe, w przeciwnym wypadku jest to parabola przechodzaca przez
te punkty (rys. 75). Latwo wykazaé, ze taki wielomian istnieje. Niech bowiem

w(z) = az® + b + ¢,

3Thomas Simpson (1710 - 1761), matematyk angielski, profesor Akademii Wojskowej w Woolwich,
zajmowal sie teoria, bledéw i metodami przyblizonego catkowania.
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[rys. 75]

wowczas warunki (78) sa réwnowazne ukladowi réwnan liniowych

a$§_1 +brj_1+c=yj—1
(79) azi + bz + ¢ = y;
a§§+b£j+c:nj

z niewiadomymi a, b,c. Wyznacznik tego ukladu jest wyznacznikiem Vandermonde’a* a
wiec jest rézny od zera, gdyz liczby x;_1, z;, & sa rézne. Wobec tego ukiad (79) ma
doktadnie jedno rozwigzanie przy dowolnie danych y;_1,y;,n;.

Okazemy teraz, ze calka

pj = / w(z) dx

j—1

daje si¢ wyrazi¢ przez wartosci funkcji f w punktach z;_1, z;, §;. Catkujac otrzymujemy

1
pi = za(ef —af 1) + 5b(ef - 2f0) + ey - w5-0),

co po rozlozeniu na czynniki wyrazen w nawiasach daje

1
pi =3 0 AT;

gdzie
3
¢ =a(zi_ +zj_17; +25) + §b(a:j_1 +z;) + 3c.

4Wyznacznik Vandermonde’a jest oméwiony w podrecznikach: B. Gleichgewicht, Algebra, Warszawa,
1983 oraz A. Mostowski, M. Stark, Elementy algebry wyzszej, Warszawa 1975.
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Latwy rachunek wykazuje, ze

1 1
¢j = qw(zj-1) + Jwlzs) + 2w(E;)

wobec tego po uwzglednieniu (79) otrzymujemy

1
(80) pj = g(yj—l + y; + 4n;j) Az;.

Na mocy twierdzenia o podziale przedzialu catkowania (twierdzenie 3 §1)

n

b T
/ flz)de = f(z) dx.
a j=1 Tj—1

Zastepujac calke po przedziale [z;_1, z;] przez wyrazenie p; otrzymujemy przyblizong
warto$é catki (74) w postaci sumy

n

> (w1 +y; + 4ny),
7=1

b—a
Qn_—Gn

co przy uzyciu wczesniej wprowadzonych oznaczen mozna zapisa¢ jako

(81) S() =& 32 (Flaga) + Fla) +41(E)),

gdzie

b—a , . )
hzﬂ, xz; =a+2jh, & =a+ (25 +1)h (Jj=12,...,n)
(h oznacza tu krok dyskretyzacji czyli odleglo§é dwoch sasiednich punktéw, w ktérych
wyznaczamy wartosé funkcji f).

9*. Oszacowanie bledu calkowania przyblizonego. Aby oszacowaé blad jaki
popehiamy zastepujac catke (74) przez jej przyblizona wartos$é obliczona wedlug jednej
z metod podanych w poprzednim punkcie postuzymy sie wzorem Taylora (twierdzenie 2
rozdz. 111 §5). Zalézmy, ze funkcja f okreSlona w przedziale IP = [c — §, ¢ + 6] jest klasy
C?(IP), wéwczas przyjmujac we wzorze Taylora n = 2 mamy dla z € IP

(2) F(@) = F(©) + (& — T (@) + rae),
gdzie
(83) ra@) = E= L pr(a),

2
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za$ T jest punktem lezacym miedzy c,x. Ze wzoru (82) wynika, ze funkcja 7o jest ciagla
w przedziale IP jako réznica funkcji ciaglej f i funkcji liniowej. Catkujac obustronnie (82)
dostajemy

c+0 c+0
(84) / @) da=251(0)+ / | rafa) de
a stad
c+9d c+4é
(85) /0_6 flz)dzr —25f(c)| < %mg /c—5 (x —c)* dz = ém253,
gdzie

my = sup |f" ().
P

Teraz juz mozemy latwo oszacowac blad metody prostokatéw. Niech dla ustalonego j

h

2
zatem
(87) c—0=2xj_1, c+0 =zx;.
Zakladajac, ze f € C? ([a,b]) mamy wobec (85)

| 1@ do-hfe) < M (=120
.’1:‘7'71
gdzie
My = sup |f"|
[a,b]

i wobec tego po rozbiciu przedziatu catkowania [a, b] na sume przedzialéw [z;_1, z;] dosta-
jemy

< ann?

b
/ f(x) dx — P(h) 54

skad wobec

(88) h=

wynika oszacowanie

b
(89) / f(z) dz — P(h)

< ch? <c:m>.

24
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Wracajac do wzoru (82) zauwazmy, ze wynikaja z niego réwnosci
(52
fle+8) = fle) +6f(c) + 5 ["(e1)
52
fle=10) = f(e) = 3f(c) + 5 ["(c2)

gdzie c1,cq € IP, a z nich po dodaniu otrzymujemy

(90) Flet8)+ Fle =) = 27(e) + - (f(ex) + "(e2).
Z (84), (90) dostajemy
C+5 C+5 63 " 124
/6_6 F(@) da—5(f(c+ ) + () :/H ra(a) do — 5 (1 (ex) + 1" (e2),
skad wynika nier6wnos¢
c+6 4
(91) /c_5 f(@) dz = 6(f(e+8) + (e 8))| < smas®

Aby oszacowaé blad metody trapezéw zalozymy, ze f € C? ([a, b]) i przyjmiemy dla
ustalonego j oznaczenia (86), (87), wéwczas wobec (91)

S M2h’37

1
6

[ @ = gn(seim) + 1e)

skad po rozbiciu przedziatu [a, b] na sume przedzialéw [x;_1, z;] otrzymujemy po uwzgled-

nieniu (88)
My(b—

(92) _Mb—a) ).

b
[ @ a0 :

< ch? (c

Przejdziemy teraz do oszacowania bledu metody Simpsona. Zatézmy, ze f € C4(IP),
wowczas ze wzoru Taylora przy n = 4 mamy dla z € IP

® 1010+ e-or@+ Lo+ BT e v

gdzie

(94) ra(r) = ——
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za$ T lezy miedzy c,xz. 7 (93) wynika, ze funkcja r4 jest ciggla w przedziale IP jako

réznica funkcji ciaglej f i wielomianu trzeciego stopnia. Wobec tego mozemy réwnosé (93)
scatkowa¢ obustronnie, co daje

c+0

c+96
(95) / f(z)de=20f(c) + %53f”(c) +/ r4(z) de.

-5 c—0
Przyjmujac jako x we wzorze (93) jeden z punktéw konicowych przedziatu IP otrzymujemy
52 53 6%
flet8) = f(e) +6f(c) + () + " () + ﬂf( )(dv),
52 53 6t
fle=0) = f(e) = 8f'(e) + 5. f"(c) = = f"(c) + ﬂf( )(da),
gdzie di,dy € IP. Po dodaniu stronami mamy
(96) Fle+0) + f(c—8) =2f(c) + 0°f"(c) + b1(9)
jezeli przyjmiemy oznaczenie
(o7) 16) = 3 (£ () + FO (d))
10) = 54 1 2) -
Z réwnosci (96) wynika, ze

0*f"(c) = fe+0) + flc—8) — 2f(c) = b1(6),

co po wstawieniu do (95) daje po prostym rachunku

c+6
(98) /_5 £(@) dr = 36(f(c+6) + fle— ) +41(0)) +ba(0)
gdzie
c+0
(99) ba(8) = / o) da - %5191(5).

Aby zastosowac przeprowadzone rachunki do oszacowania btedu metody Simpsona zalozy-

my, ze [ € 04([(1, b]) i przyjmiemy dla ustalonego j

b—a

(100) c=¢j, b=h="1

wowczas
c—0=2x5_1, c+0 =241
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z (98) otrzymujemy

(101) | 1) do = gh(fag0) + £+ 47(6)) = ba(h).
Z (94), (97), (99) po prostych rachunkach wynika oszacowanie

2 5
(102) | ba(h) |< —= My h°,

45
gdzie

My=sup | f®].
[a,b]

Po rozbiciu przedziatu [a, b] na sume przedzialéw [z;_1, ;] i uwzglednieniu (100) - (102)
dostajemy ostatecznie

< ch* (CZM{;@).

(103) ;

z) dz — S(h)

Otrzymane oszacowania bledu (89), (92), (103) mozna zapisa¢ krécej przy uzyciu sym-
boli Landau’a (rozdz. III §4 punkt 10). Zakladajac, ze f € C? ([a, b]) mamy przy h — 0

/ f(z) dz = P(h) + O(h?)

oraz

/ f(z) do = T(h) + O(h2).

Jezeli natomiast f € C* ([a, b]), to

b
/ F(z) dz = S(h) + O(h%)

przy h — 0.



Zadania.

1. Obliczy¢ calki oznaczone

7 3
(i) / e’ sinz dx, (i) / e*® cos z dx,
0 —

27 1
(iii) / x? cos z du, (iv) / e~ " dx.
0 0
Wskazoéwka. Zastosowaé catkowanie przez czesci.

2. Obliczy¢ calki oznaczone

(i) /0 1(331:—2)5 de, (i) /05 dz

20 + 1’
3 cosxdx . log2 1 _ oo
(iii) ——, (iv)
o V1+sinx 0 1+e”

Wskazéwka. Zastosowaé odpowiednie podstawienie.

/a a dx
o a®+ xz?

3. Okaza¢, ze calka oznaczona

nie zalezy od a. Znalezé jej wartosc.
4. Obliczy¢ calke oznaczona,
/% 3 dx
o 3—cosz

Wskazéwka. Zastosowaé podstawienie (oméwione w §2 punkt 7)

y =tg

5. Obliczy¢ calke

1
/ arc tgx dz
0
dwoma sposobami:

a.) zastosowaé calkowanie przez czesci a nastepnie przez podstawienie;
b.) zauwazy¢, ze suma calek

s

1 T
/ arc tgr dr + / tgy dy
0 0

497
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jest réwna polu pewnego prostokata, nastepnie obliczy¢ druga, z calek stosujac odpowiednie
podstawienie.

6. Obliczy¢ calke
0
/ 12z + |z + 1|| dz.
-2

Wskazéwka. Rozbi¢ przedzial catkowania.

7. Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale [—a, a] (gdzie a > 0). Okazaé, ze
(i) jezeli f jest funkcja, parzysta, to

_‘1 f(z) dx = 2/0‘1 f(z) dx

(ii) jezeli f jest funkcja nieparzysta, to

a
f(z) dx =
—Q
Podac¢ sens geometryczny.

8. Zakladajac ciaglosé funkcji f udowodni¢ réwnosci

/ f(z) dz = / fla—t)d
(ii) / f(sinx) / f(cosz) dz,
(i) [ ofting)do =7 [ fsina)

Wskazéwka. Punkt (ii) sprowadzi¢ do punktu (i). W punkcie (iii) zastosowaé¢ podstawienie
r=m—1.

9. Méwimy, ze funkcja f okreSlona dla wszystkich x € IR jest T-okresowa jezeli réwnosé
flz+T) = f(z)

zachodzi dla kazdego z (liczbe T nazywamy okresem funkcji f). Zakladajac ciaglosé i
T-okresowo$¢ funkcji f udowodnié, ze

[ @ a= [ i a

dla dowolnego a € IR.
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10. Zakladajac ciagltosé funkcji f na calej osi rzeczywistej udowodni¢ réwnosé

2T

f(acosf + bsinf) do = 2/ f(Va? +b2cos ) dA
0

0

dla dowolnych rzeczywistych a, b.

Wskazowka. Opierajac sie na zadaniu 27 rozdz. III §3 przedstawi¢ argument funkcji f
w postaci va? + b2 cos(f — «a), gdzie a jest odpowiednio dobranym katem. Nastepnie
zastosowaé zadania 9 i 7.

11. Oznaczmy
An:/ sin” z dx (n € IN).
0

Opierajac sie na wzorze rekurencyjnym podanym w §2 punkt 4 udowodni¢ zaleznosé

n—1

A, = Ap_a.

Wywnioskowaé z niej, ze

1-3---(2n— 1) 2.4 (2n)

A2n =

12. Obliczy¢ catke oznaczona,

T T .
a.) / zsin" z dz, b.) / Lﬂz dx.
0 o l+4cos?z

Wskazowka. Oprzeé sie na zadaniu 8 (iii). W punkcie a.) skorzystaé¢ z zadania 11.

13. Znalez¢ granice ciagow

n

n—1
un:%Z\/nQ—kQ, ’l)n:% vn? + k2.
k=0

k=1

Wskazéwka. Zauwazy¢, ze n-ty wyraz ciagu jest suma, przyblizona pewnej calki oznaczone;.
Obliczy¢ ta calke i zastosowaé wzér (17) §1.

14. Znalez¢ granice ciagu
1
Up = — (log(Qn)! —nlogn — log n!).
n

Wskazoéwka. Skorzystaé z rownosci

(2n)! 1 2 n
n! nn
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nastepnie zauwazy¢, ze u, jest suma przyblizona, pewnej calki. Obliczy¢ ta catke i zasto-
sowaé wzér (17) §1.

15. Obliczyé¢ pole obszaru ograniczonego przez parabole y = 2 i cze$é okregu o $rodku w
poczatku ukladu i promieniu r lezaca w pélplaszczyznie y > 0.

16. Obliczyé pole obszaru zawartego miedzy parabola, y = 42 i prosta y = = + 1.
17. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez prosta y = x + 2 i krzywa, o réwnaniu
y=x°+6x+8
(co to za krzywa?).
18. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego przez parabole o réwnaniach
y? =1z +4, v =4—1z.
19. Obliczyé pole wycinka AOB kota o promieniu r (rys. 66). Zakladamy, ze $rodek
okregu znajduje sie w poczatku uktadu wspéirzednych i ze promienie OA, OB tworzg z
dodatnia pélosia, z-6w katy a, 8 odpowiednio (0 < o < § < 8 < m). Poréwnaé otrzymany

wynik ze wzorem znanym z kursu szkolnego.
Wskazowka. Wykorzysta¢ Przykiad 8.

20. Naszkicowa¢ wykres funkcji
x

v= 1+ 22

i obliczy¢ pole zawarte miedzy tym wykresem a osig z-6w w przedziale [—1, 2].

21. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f(z) = zv/x? + 1 i prostymi
r=0,z=1, y=-2

22. Obliczy¢ pole figury plaskiej okreslonej w prostokatnym ukladzie wspéirzednych nie-

réwnosciami
1<z <2, y<uz, zy > 1.

23. Obliczy¢ pole czesci wspolnej wnetrza elipsy o réwnaniu

— t+5 =1 (0<a<b)

i kola o é§rodku w poczatku uktadu i promieniu 7.
Wskazéwka. Zauwazy¢ najpierw, ze elipsa i okrag kota nie maja punktéw wspélnych gdy
r < a lub r > b. Przy obliczaniu calki wykorzysta¢ Przyklad 21 §2.
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24. Obliczy¢ dtugosé odcinka o koricach A = (z1,y1), B = (x2,y2) stosujac wzér catkowy
(punkt 4). Poréwnaé ze znanym wzorem z geometrii elementarne;.

25. Znalezé funkcje s(x) okreslona wzorem (15), jezeli krzywa K dana jest réwnaniem

a.) y=a’ (x >0),

b.) 2*+y* =12 (y >0, r>0),
)

)

o

r=y* (y>0,z>1),

o

. y:acoshf (z > 0).
a

Wskazéwka. W punkcie a.) wykorzystaé Przyklad 5. W punkcie ¢.) calkowaé przez
podstawienie przyjmujac funkcje podcatkows jako nowa, zmienna. W punkcie d.) oprzeé
sie na wzorach (25), (26) rozdz. III §5.

Uwaga. Krzywa okreslona w punkcie d.) nosi nazwe krzywej taricuchowej. W me-
chanice dowodzi sie, ze opisuje ona ksztalt tancucha zaczepionego w dwéch punktach i
zwisajacego swobodnie pod wlasnym ciezarem.

26. Obliczy¢ objetosé bryly powstalej przez obrét dokola osi z-6w obszaru okreslonego
niero6wnosciami
0<z<m, 0<y<sinz.

27. Jaka bryla powstanie przez obrot dokola osi z-6w obszaru plaskiego ograniczonego
prostymi z = a, £ =b, y=c¢, y=d (a <b, 0 <c<d)? Stosujac wzory catkowe
obliczy¢ objetoé¢ i powierzchnie boczng tej bryly. Poréwnaé ze wzorami znanymi z ge-
ometrii elementarnej.

28. Obliczy¢ objetos¢ i powierzchnie boczna bryly powstalej przez obrét dokola osi z-6w
obszaru ograniczonego wykresem funkcji

y=+vz2+1

iprostymixz =0, z=5b6>0, y=0.
Wskazowka. Wykorzysta¢ Przyklad 5.

29. Udowodni¢ uog6lniony wzér na catkowanie przez czesci
a.) dla calek nieoznaczonych

/uv(") dz = wo™™ Y — oD 4. (1) LDy 4 (<) /u(")v de,

b.) dla calek oznaczonych

b b b
/ w'™ dy = [uv(”_l) —uv™ ) 4 (—1)(”_1)u("_1)v} + (—1)"/ u™y da.

a
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Zakladamy, ze funkcje u, v maja, ciagte pochodne do rzedu n wilacznie.
Wskazéwka. Zastosowaé indukcje wzgledem n.

30. Przyjmujac w zadaniu 29 b.)

u(@)=(b-2)""",  v(z) = f(z)

_ = (b—a)t (k)
fO) = Fla)+ Y = P(a) +

gdzie
1
(n—1)!

Tn =

b
[ 0@ -2 ds
(zakladamy, ze f € C™([a,b]))-

31. Korzystajac z pierwszego twierdzenia o wartosci sredniej (twierdzenie 3) przedstawié
reszte r, okreslong w zadaniu 30 jako reszte w postaci Lagrange’a (por. (4) rozdz. III §5).

32. Znalez¢ momenty statyczne wzgledem osi ukladu i wspétrzedne srodka masy odcinka o
koncach A = (z1,y1), B = (z2,¥y2) (zakladamy, ze punkty A, B leza w pierwszej ¢wiartce
plaszczyzny xy oraz ze x1 # xa).

33. Zmnalez¢ momenty statyczne wzgledem osi ukladu i wspélrzedne $rodka masy figury
plaskiej zawarte] miedzy wykresem funkcji f a osia, x-6w, jezeli

(i) f(z)=z|sinz|, 0<z< gw,
(i) f(z) =27, 0<z<a (a>0),
(iii) f(z)=Vr?2 —a?, 0<z<r

Podac¢ rysunek.
Wskazéwka. W punkcie (i) zastosowaé catkowanie przez czesci, w punkcie (iii) wykorzystaé
Przykiad 3.

34. Niech f, g beds funkcjami ciaglymi w przedziale [a, b] spelniajacymi warunek

0 <g(x) < f(x) dla z € (a,b) (0<a<bd)
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i niech D oznacza obszar zawarty miedzy wykresami tych funkcji. Przeprowadzajac rozu-
mowanie podobne jak w punkcie 6 uzasadni¢ nastepujaca definicje momentéw statycznych
obszaru D wzgledem osi ukladu

M, (D) = %/ab(fz(x)_gz(x)) da, My(D):/bx(f(x)—g(m)) dz.

a

Stosujac wzory (47) podaé¢ wspdlrzedne (&,7n) srodka masy obszaru D i uzasadnié¢ druga
regule Guldina.

35. Opierajac sie na zadaniu 34 znalezé momenty statyczne wzgledem osi uktadu oraz
srodek masy obszaru D, jezeli

a.) f(x)=2, g(z)=sinz,

0< m,
b.) f(z)=3z, g¢gx)=z 1<z

IN 8
o A

36. Udowodnié, ze §rodkiem masy kola jest jego srodek geometryczny.

Wskazowka. Zakladajac, ze koto o promieniu 7 ma §rodek w punkcie (b,a) (a >, b > 1),
oprze¢ sie na wzorach (47) i na zadaniu 34. Przy obliczaniu calek wykorzystaé rachunki
przeprowadzone w Przykladzie 10 oraz zadanie 7.

37. Znalezé objetosé torusa powstalego przez obrét kola o $rodku (b,a) i promieniu r
(a > r, b > r) dokola osi z-6w

(i) stosujac wzér (20) na objetosé bryty obrotowej,

(ii) opierajac sie na drugiej regule Guldina ( por. zadanie 34).
Wskazéwka. W punkcie (i) wykorzystaé¢ rachunki przeprowadzone w Przykladzie 10, w
punkcie (ii) oprze¢ sia na zadaniu 36.

38. Niech D oznacza czesé¢ kota o srodku (r,0) i promieniu r lazaca w pierwszej ¢wiartce
plaszczyzny xy (proponujemy Czytelnikowi zrobienie rysunku).

(i) Znalez¢ momenty statyczne wzgledem obu osi oraz wspélrzedne (&,7n) srodka masy
obszaru D korzystajac ze wzoréw (44), (47).

(ii) Znalezé wsp6hrzedna, 1 srodka masy opierajac sie na drugiej regule Guldina (por.
Uwaga po Przykltadzie 13).
Wskazéwka. W punkcie (i) wykorzystaé¢ rachunki przeprowadzone w Przyktadzie 10 oraz
zadanie 7.

39*%. Opierajac sie¢ na rachunkach przeprowadzonych w punkcie 8 wykazaé, ze metoda
Simpsona daje dokladna wartosé catki gdy f jest wielomianem stopnia < 3.

40*. Obliczyé¢ liczbe 7 z dokladnoscia, do czterech miejsc po przecinku stosujac do catki

/1 dx
0 1+£L'2

metody przyblizone opisane w punktach 7, 8.




