¢4. Calka niewlasciwa.

VARVIRY

1. Obliczanie pola pod wykresem funkcji nieujemnej i nieograniczonej. Za-
czniemy od prostego zadania: obliczy¢ pole obszaru plaskiego €2 zawartego miedzy wykre-
sem funkcji

1
1 = —
) o) = 7=
a osig z-6w w przedziale (0,1]. Poniewaz

li o(0) = o

obszar (2 jest nieograniczony (rys. 76a). Obszar ten moze jednak mieé skorficzone pole,
podobnie jak suma nieskonczonej ilosci wyrazéw czyli szereg nieskonczony moze miec
skoficzong warto$é (por. rozdz. IV). W §1 postawiliémy podobne zadanie dla funkcji
f ciaglej w przedziale domknietym [a, b]. Rozwigzali$émy je konstruujac sumy przyblizone,
co doprowadzilo ostatecznie do pojecia calki oznaczonej

/ab f(z) dx

NS
7

N?\\

v

~
>

0] 1 X o 1 X

[rys. T6a)] [rys. T6b]

bedacej miara, pola obszaru €2. Sprébujemy teraz przenie$¢ opisana w §1 punkt 1 konstruk-
cje na przypadek funkcji g okreslonej wzorem (1).

504
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Przy ustalonym n rozwazmy podziat przedziatu (0,1] na n réwnych czesci - mamy zatem

Wybierajac jako punkt posredni §; prawy koniec przedziatu [z;_i,z;] utwérzmy sume
przyblizona,

1 n

— g(z;

w2 9(%)
Suma ta jest réwna polu obszaru 2,, utworzonego z n prostokatéw, z ktérych kazdy ma
jako jeden bok odcinek [z;_1, z;] a drugi bok ma dtugos¢ g(z;) (narys. 76b przyjeto n = 4,
obszar Q4 zakreskowany). Oczywiscie im wieksze n tym obszar €2, lepiej przybliza obszar
Q. Mozna wiec przypuszczaé, ze

(2) Q| = nlggo Sn.

Aby obliczy¢ granice (2) zauwazmy najpierw, ze
1 1
3) So= =3
VD ; Vi
W celu oszacowania sumy po prawej stronie skorzystamy z nieréwnosci
1 < 1
Vitis VS J‘
ktéra po scatkowaniu w przedziale [j,j + 1] (por. twierdzenie 4 i Przyktad 9 §1) daje

1 it 1
(4) Wg/ Jedos

dla dowolnego j € IN. Sumujac wzgledem j dostajemy stad

(<zx<ji+1),

skad wobec (3) wynika oszacowanie

(5) Qn < Sn < bn7
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gdzie

2411 + L 2 b 2 1
Ap = e =2 — —.
n n \/ﬁ’ n \/ﬁ
Poniewaz

lim a, = lim b, =2

n—0o0 n—0o0

z nieréwnosci (5) wynika na mocy twierdzenia o trzech ciagach

(6) lim S, =

n—00
Powtérzymy teraz opisany przed chwila, rachunek dzielac, ponownie jak poprzednio, prze-
dziat (0,1] na n réwnych czeéci ale obierajac w inny sposéb punkty posrednie. Przyjmiemy
mianowicie dla ustalonego ¢ > 0

1 ] .
(7) &1 = §j=afj:% dla j7=2,...,n

c2n?’

Dla n > c% mamy &; € (0,z1] i mozemy utworzy¢ sume przyblizona

Sn = -g(6r) + %;g@j),

ktéra réwniez jest réwna polu figury zlozonej z prostokatéw (proponujemy Czytelnikowi
zrobienie rysunku). Zgodnie z (1), (7)

e 3
Opierajac sie na nieréwnosci (4) dostajemy oszacowanie
" dr 1 /” 1
— < — < — dx

z ktdrego po obliczeniu calek wynika nieréwnosc

(8) an < Sp <

=l
S

gdzie
1 2V2 _ 2
= 20 /1+ — — —, b, = 2— —.
n=C+ + n n=C+t Jn
Poniewaz )
lim @, = lim b, =c+ 2
n—oo n—>00
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stosujac ponownie twierdzenie o trzech ciagach otrzymujemy z (8)

(9) lim S, =c+2.
n— 00

Poréwnujac wyniki (6), (9) stwierdzamy, Ze granica ciagu sum przyblizonych zalezy od
sposobu, w jaki obieramy punkty posrednie {;: ustalajac dowolnie liczbe a > 2 mozemy
je obra¢ w taki sposéb, by ciag sum przyblizonych byl zbiezny do a. Widzimy wiec, ze
konstrukcja prowadzaca do obliczenia pola pod wykresem funkcji opisana w §1 zawodzi
w przypadku gdy funkcja ta jest nieograniczona (a wiec i nieciagta) w jednym z punktéw
konicowych przedziatu. Mozemy jednak postapi¢ inaczej, obliczajac najpierw pole obszaru
2, zawartego miedzy wykresem funkcji g a osia z-6w w przedziale domknietym [n, 1] a
nastepnie przechodzac do granicy przy n — 0+ (rys. 77) Poniewaz jak wiemy (por. §1)

2 = [ g@)ds=2-2/7

A
y
1 —
Q’?
ol n 1 X
[rys. T7]
wiec
lim [Q,| = 2.
n—0+

Znaleziong granice mozemy uwazaé za pole obszaru 2. Zauwazmy, ze ta sama wartosé
otrzymaliSmy aproksymujac obszar {2 przez obszary (2,, zlozone z prostokatéw, gdy jako
punkt posredni w sumie przyblizonej zostal obrany prawy koniec przedziatu [z;_1, z;].

2. Calka niewlasciwa po przedziale ograniczonym. W §1 okreslilismy calke
funkcji ciagltej w przedziale domknietym jako granice ciagu sum przyblizonych. W przy-
padku funkcji nieujemnej catka ta stanowi miare pola zawartego miedzy wykresem funkcji
a osig z-6w. Jak wida¢ z przykladu podanego w punkcie 1, metoda ta zawodzi w przypadku
funkcji nieciaglej w jednym z koncéw przedzialu, gdyz granica ciagu sum przyblizonych
moze zaleze¢ od sposobu, w jaki zostaly one skonstruowane - na przykiad od wyboru
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punktéw posrednich &;. Jako punkt wyjscia do definicji calki takiej funkcji przyjmiemy
przedstawiony w koricu punktu 1 sposéb obliczania pola pod wykresem funkcji g okreslonej
wzorem (1).

Niech f bedzie funkcjg ciagla, w przedziale (a, b] i niech

b
G(n) = / ) d

Jezeli istnieje skoniczona granica

(10) Jm G(n)

to mowimy, ze catka niewtasciwa

b
(1) | f@ds

jest zbiezna i przyjmujemy

b . b
/a f(z) dx = nl_l)rglJr /a+n f(z) dx.

Jezeli granica (10) nie istnieje lub jest granica niewlasciwa, to méwimy, ze catka niewtasciwa
(11) jest rozbiezna.

Przykiad 1. Zbadamy caltke
I(a) = — (a > 0).

Funkcja podcatkowa

xa
jest ciagla w przedziale (0,1], natomiast nie jest okreslona dla z = 0. Wobec tego catka
I(«) jest calka niewlasciwa. Zakladajac, ze o # 1 dostajemy przy ustalonym 0 < n < 1

1
(12 b _
7 X

[

]_—O[n 1—«

natomiast dla & = 1 mamy

1

dz 1
1 gy )| = —logn.
(13) /nﬂ? [og:v}n ogn
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Ze wzoréw (12), (13) widaé, ze skoniczona granica
) Ldx
lim —
=0+ [, z¢
istnieje tylko wtedy gdy o < 1 i wéwczas

1d_$ 1

lim .
n—0+ /, =¥ l1—«

Zatem calka niewlasciwa I(«) jest zbiezna dla 0 < o < 1 i rozbiezna dla a > 1, przy tym

1
I{a) = —— dla 0<a<l
(@) l-«o @
W podobny sposéb mozna rozwazaé catke niewlasciwa, przy zalozeniu, ze funkcja podcal-
kowa jest ciaglta w przedziale [a,b). Przyjmujemy wéwczas

(14) / " F@) do = i / " o) d.

Jezeli funkcja podcatkowa jest ciagla tylko w przedziale otwartym (a,b), to jej calke
niewlasciwa, okreslamy jako sume calek niewlasciwych poprzednio zdefiniowanych czyli

(15) / " fle) da = [ @ as [ ' f(a) da.

gdzie ¢ jest dowolnie ustalong liczba, z przedziatu (a,b) (proponujemy, by Czytelnik udo-
wodnil, ze prawa strona wzoru (15) nie zalezy od wyboru liczby c).

Wzory rachunkowe, podane poprzednio dla calek oznaczonych, przenoszg sie¢ latwo na
calki niewltasciwe zbiezne. W szczegdlnosci pozostaja, prawdziwe: wzor (25) §1 (wyrazajacy
zwiazek miedzy calka a funkcja pierwotna) oraz wzory (1), (2) §3 (na catkowanie przez
czesci 1 przez podstawienie) - z tym, ze wartos$¢ funkcji w punkcie nalezy zastapié przez jej
granice.

Przyklad 2. Zbadajmy calke

J(ﬂ):/o @fixx)ﬁ (B> 0).

Funkcja podcatkowa
1

jest ciagla w przedziale [0,2) i nieokreSlona dla x = 2, zatem caltka J(B) jest calka
niewlasciwa. Poniewaz funkcja pierwotna ma postaé

(2—:1:)1_ﬂ
Fy(w)={ BT dla g #1,
—log(2—2z) dla pB=1,
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wiec

2—n 1 (pl=B _9o1-8
16) / da __{#n (n 2 ) dla B#1,
0 (2-1) —logn +log2 dla B =1

Prawa strona (16) ma skoriczona, granice przy n — 0+ tylko wtedy, gdy 8 < 1. Zatem
catka niewlasciwa J(f) jest zbiezna dla 0 < 8 < 1 i rozbiezna dla 8 > 1, przy tym

J(B) = dla 0<g8<1.

Niech K bedzie krzywa, o réwnaniu
y= f(x) (x € [a,b]),

gdzie f jest funkcja ciagly w przedziale [a, b]. Przy zalozeniu, ze f ma ciagla pochodng w
przedziale [a, b], zostaly uzasadnione w §3 nastepujace wzory catkowe:
wzér (14) okreslajacy dtugosé krzywej K,
wzér (30) okreslajacy pole powierzchni powstalej przez obrét krzywej K dokota osi z-6w,
wzory (43) okreslajace momenty statyczne krzywej K wzgledem obu osi uktadu
wspolrzednych
(we wzorach (43) zakladaliémy dodatkowo, ze krzywa K lezy w pierwszej ¢wiartce plasz-
czyzny xy tzn. ze 0 < a < b oraz ze f(x) > 0). Jezeli ostabimy nieco zalozenia przyjmujac,
ze pochodna f’ jest ciagla tylko w przedziale otwartym (a,b), to calke wystepujaca w
kazdym ze wspomnianych wzoréw nalezy rozumie¢ jako catke niewlasciwa. Wzory te,
jak réwniez wynikajace z nich reguly Guldina (§3 punkt 6) pozostaja prawdziwe, jezeli
wystepujace w nich calki niewlasciwe sa zbiezne.

Przyklad 3. W przykladzie 10 §3 rozwazaliSmy bryte zwang torusem utworzona, przez
obrét kota o srodku (0, a) i promieniu 7 (@ > r) dokota osi z-6w (rys. 70) i obliczyliSmy jej
objeto$¢. Obecnie przejdziemy do obliczenia jej powierzchni. Powierzchnia torusa S sklada
sig z dwoch czesci Sy, S_ otrzymanych przez obrét poétokregow K, K_ odpowiednio,
zatem

S| =154+ [S-].

Po rozwiazaniu wzgledem y réwnania okregu K ograniczajacego koto otrzymujemy

y=ax\r2—uz2

stad

zatem
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niezaleznie od znaku stojacego przed pierwiastkiem i zgodnie ze wzorem (30) §3

T ar T
17 S |=27 7d:v+27r/ rdx
(1) R 5
oraz
(18) |S_| =2m Ldm—%r/ r dz.
—r \/"'2 — x? —r

Po dodaniu (17), (18) dostajemy

" dx
(19) ‘S' = 471'&7'[T \/ﬁ

przy czym catka po prawej stronie jest catka niewlasciwa, (funkcja podcatkowa nie jest
okreslona dla z = +r). W celu obliczenia calki zastosujemy podstawienie

x
B
r
skad
dz = r dt.
Wobec tego
/ ' dz = / 1 i _ [arc sint} '
—r Vr2 — 22 —1 V1 —1¢2 -1
i podstawiajac do (19) otrzymujemy pole powierzchni torusa

S| = 4n’ar.

3. Warunki zapewniajace zbieznos¢ calki niewlasciwej. Z warunku Cauchy’ego
istnienia granicy funkcji oméwionego w rozdz. 111 §2 latwo wyprowadzi¢ warunek konieczny
i dostateczny zbieznosci catki niewlasciwej. Dla ustalenia uwagi zajmiemy sie przypadkiem,
gdy funkcja podcatkowa jest nieciaglta (lub nawet nieokreslona) w lewym koricu przedziatu.
Twierdzenie 13 (rozdz. III §2) mozna latwo przeformulowaé zastepujac granice przez
granice prawostronna, i sasiedztwo deltowe przez sasiedztwo prawostronne. Jako wniosek
otrzymujemy

Twierdzenie 1. Niech f bedzie funkcja ciagla w przeddziale (a,b]. Wowczas catka
niewtasciwa (11) jest zbieina wtedy 1 tylko wtedy gdy do dowolnej liczby € > 0 mozna
dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla dowolnych a < a' < a"" < a+  zachodzita nieréwnosé

/:” f(x) dx

(20) <e.
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DOWOD. Niech

b
G(n) = / S e

Skonczona granica

i €

istnieje wtedy i tylko wtedy gdy do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ 6 > 0 tak, by dla
dowolnych 0 < ' < 7" < § zachodzita nier6wnosé

(21) G(n") = G(n")| <e.

Na podstawie twierdzenia o podziale przedzialu catkowania

"

b a+n b
dz = dz + d
/ REL / e / S

wobec tego
a+77”
/ "
GO =Gy = [ fla)ds
a+n’
i nieréwnosé (21) przyjmuje postaé (20), jezeli potozymy o' = a+17', o =a+7n". O

Prostym wnioskiem z udowodnionego twierdzenia jest nastepujace kryterium poréwnaw-
cze zbieznosci calki niewlasciwey:

Twierdzenie 2. Niech f,g bedq funkcjami ciaglymi w przedziale (a,b]. Jezeli w pewnym
przedziale (a,c) (gdzie a < ¢ < b) zachodzi nieréwnosé

1 catka niewtasciwa

jest zbiezna, to calka niewta$ciwa

/ab f(z) dx

DOWOD wynika natychmiast z nieréwnosci

/:” f(x) dz

rowniez jest zbiezna.

1 r

g/ f@ldr< [ o) do

! a'

1 z twierdzenia 1.

VRV
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Przykilad 4. Funkcjq Beta nazywamy catke

(22) B(a,b) = /01 2t (1—-2)tdx

gdzie a, b > 0. Rozwazana calka jest calka niewlasciwa gdy przynajmniej jedna z liczb
a,b nalezy do przedziatu (0, 1), gdyz wéwczas odpowiedni wykladnik potegi jest ujemny
i w konsekwencji funkcja podcaltkowa nie jest okreslona w jednym z koncéw przedziatu.
Udowodnimy, ze jest to catka niewlasciwa zbiezna. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze
0<a<l1, b>1, wéwczas pierwszy czynnik pod caltka jest nieokreslony dla x = 0. Drugi
czynnik jest funkcja ciagla w przedziale domknietym [0, 1], jest wiec funkcja ograniczona,
na mocy twierdzenia Weierstrassa (twierdzenie 12, rozdz. III §3). Istnieje zatem liczba
M > 0 taka, ze dla x € [0, 1]
0<(1—-2)"t< M,

a stad wynika nieréwnogé
(23) 227 (1—2)"t < Mg !

dla 0 < z < 1. W Przykladzie 1 pokazaliémy, ze calka niewlasciwa

1
/ 2% dx
0

jest zbiezna dla 0 < a < 1. Z twierdzenia 1 wynika natychmiast, ze pomnozenie funkcji
podcalkowej przez stala rézna, od zera nie wplywa na zbieznos$¢ calki niewlasciwej, wobec

tego calka
1
/ Mz dx
0

réwniez jest zbiezna, a stad i z nieréwnosci (23) wynika na mocy Twierdzenia 2 zbieznosé
calki (22). Dowéd zbieznosci w przypadkach, gdy a > 1, 0 <b<1lub0<a, b <1
przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

0 0 9

4. Calka niewlasciwa po przedziale nieograniczonym. Dotad rozwazaliSmy
wylacznie calki rozciagniete na przedzial ograniczony dopuszczajac sytuacje, gdy funkcja
podcatkowa jest nieograniczona w jednym z koncéw przedzialu. Teraz zajmiemy sie przy-
padkiem, gdy przedzial calkowania jest nieograniczony tzn. jest pélprosta lub calg osig
z-6w. Takie calki réwniez nazywamy catkami niewtasciwymi.

Zakladajac, ze f jest funkcja ciagla w przedziale [a, 00) przyjmiemy jako definicje

t—o0

(24) / " f(@) dz = lim / ") do,
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o ile istnieje skoniczona granica po prawej stronie. Méwimy wowczas, ze catka niewlasciwa
(24) jest zbiezna. Jezeli f jest funkcja nieujemna, to catka ta wyraza pole nieograniczonego
obszaru zawartego miedzy wykresem funkcji a osig x-6w. Jezeli granica po prawe] stronie
(24) nie istnieje lub jest granica niewlasciwa, to méwimy, ze calka niewlasciwa (24) jest
rozbiezna.

W podobny sposéb przyjmujemy dla funkcji ciaglej w przedziale (—oo, b]

b b
(25) / f@) de= lim [ f(z)de
PN s——o0 o
Jezeli f jest funkcja ciagla na calej osirzeczywistej lub w jednym z przedzialéw otwartych
(—00,a), (a,00), to przyjmujemy jako definicje

/ Z f@) da= [ ; faydo+ [ " i) d,

(26) /_;f(w) dx:/_coof(:c) da:+/caf(m) dz (c<a),
/aoof(w)da::/acf(x)dg;+/coof(x)das (a < c),

przy czym calke po lewej stronie uwazamy za zbiezng jezeli zbiezne sa, obie calki po prawej
stronie (proponujemy, by Czytelnik przeprowadzit prosty dowéd, ze prawe strony we wzo-
rach (26) nie zaleza od wyboru liczby c).

Podobnie, jak w przypadku calek niewlasciwych po przedziale ograniczonym, wzory
rachunkowe udowodnione poprzednio dla calek oznaczonych przenosza sie na calki nie-
wlasciwe zbiezne postaci (24), (25), 26) z tym, ze przez wartos¢ funkcji w punkcie oo
(—o0) nalezy rozumieé jej granice.

W dalszym ciagu zajmiemy sie catka niewlasciwa, postaci (24). Wszystkie udowodnione
dalej twierdzenia dadza sie latwo przenie$é na przypadek calek niewlasciwych postaci (25)
i(26).

Przyklad 5. Zbadajmy catke niewlasciwa,

1) | i
0 1 +$2

w ktoérej funkcja podcatkowa

(28) f(@) =

jest ciagla na calej osi rzeczywistej. Mamy

i [ % i fare t ]t—”
B ), T = e ter] =
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zatem caltka niewlasciwa (27) jest zbiezna i przy tym

(29) / A
o 1422 27
Wykres funkcji podcatkowej mozna tatwo narysowaé. Rézniczkujac (28) dostajemy
—2z 6x2 — 2
/ _ " _
f ('/L.) - (1 +.’II2)2’ f (.73) (1 +.’II2)3’

zatem f maleje w przedziale [0, 00) i ma punkt przegiecia zg = \/g , ponadto

lim f(z)=0.

T—00

=

v

o Xy 1 x
[rys. 78]

Szkic wykresu podajemy na rys. 78. Pole obszaru zakreskowanego wynosi 7.

Przyklad 6. Zbadamy zbieznoéé¢ calki niewlasciwej

K(a):/loo;l—z gdzie o > 0.
Funkcja podcatkowa jest ciagla w przedziale [1,00). Przy ustalonym ¢ > 1 mamy
/tdm_{ﬁ(tl_a—l) dla a#1,
1 T® logt dla a=1.

Granica po prawej stronie przy t — oo istnieje tylko dla o > 1. Wobec tego calka K(«)
jest zbiezna dla a > 1 i rozbiezna dla 0 < o < 1 i przy tym

1
K(oz)z—1 dla a>1.

Podobnie, jak w przypadku calki niewlasciwe] po przedziale ograniczonym, mozna latwo
otrzyma¢é warunek konieczny i dostateczny zbieznosci calki (24) opierajac sie na twierdzeniu
14 rozdz. IIT §2.
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Twierdzenie 3. Zakladamy, Ze funkcja f jest ciagta w przedziale [a, 00). Wowczas catka
niewtasciwa (24) jest zbiezna wtedy i tylko wtedy gdy do dowolnego € > 0 mozna dobraé
takq liczbe M > 0, Ze dla dowolnych M < t' < t" zachodzi nierdwnosé

t”
(z) dx| < €.

tl

DOWOD. Wystarczy zauwazyé, ze przyjmujac

Ft) = /at (@) do

mamy
t”
F{t") - F(t) = f(z) dz.

t!
g

7 udowodnionego twierdzenia wynika natychmiast nastepujace kryterium porownawcze
zbieznosci:

Twierdzenie 4. Niech f, g bedq funkcjami ciaglymi w przedziale [a,00). Jezeli istnieje
liczba A > 0 taka, Ze dla x > A zachodzi nieréwnosé

(@) < g(z)

/Aoo g(z) dzx

jest zbiezna, to catka niewta$ciwa (24) rdwniez jest zbiezna.

1 catka niewta$ciwa

DOWOD wynika natychmiast z nieréwnosci

t”

" t"
f@de| < [ lr@)de< [ o) do

tl

1 z twierdzenia 3. O

VARV

Przyklad 7. Wykazemy zbiezno$¢ calki niewladciwe;j

(30) / T da.
0

T
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Wprawdzie wyrazenie podcatkowe nie jest okreslone w lewym koncu przedziatu, jednak
zgodnie z (11) rozdz. III §2 istnieje granica

. sinz
lim =1.
z—0 I

Jezeli wiec okredlimy funkcje podcatkows, jako

x

1 dla z =0,

sinz dla z >0,
@)=

to otrzymamy funkcje ciagla w przedziale [0,00) i mozemy rozwazaé catke niewlasciwa,
(30).
Przechodzac do dowodu zbieznodci calki zauwazmy najpierw, ze

(31)

jednakze, jak wykazaliSmy w Przykladzie 6, calka

/ > dz
1 X
jest rozbiezna i wobec tego nie mozemy zastosowac¢ kryterium poréwnawczego opierajac sie

na nieréwnosci (31). Spébujemy udowodnié¢ zbieznosé catki (30) opierajac sie na twierdze-
niu 3. Zastosujemy drugie twierdzenie o wartosci §redniej (twierdzenie 5 §3) przyjmujac

f@)=sinz,  glr)=

codla0 < M <t <t” daje

t” . T t”
1 1
(32) T e == | sinzdr+ - sinz dz,
Y t ), I

z T

gdzie T € [t',t"]. Poniewaz dla dowolnych a, b

b
/ sinz dz
a

z (32) dostajemy oszacowanie

t” .
sinx
dx
! a

= |cosa —cosb| < 2,

1 1 4
<2 P-I-ﬁ <M’
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zatem niero6wno$¢ epsilonowa

t” .
sSinax
dz
! xr

<eg
bedzie speliona, jezeli przyjmiemy M = %.
Przyklad 8. Zbadamy calke niewlasciwa,
*  dr
D, = —— n € IN).
| e e

Catka D, byla badana w Przykladzie 5. StwierdziliSmy, ze jest zbiezna i przy tym
7
-Dl = 57

wobec tego mozemy w dalszym ciggu zalozy¢, ze n > 2. Poniewaz

1 < 1
(I+22) — 1+ 22

dla dowolnego x, na mocy kryterium poréwnawczego (twierdzenie 4) catka D,, jest réwniez
zbiezna. Aby ja obliczy¢ zastosujemy podstawienie

T = tgt,
z ktérego wynika, ze
1 dt
1422 = ——, dr = ——, lim tg t = cc.
cos?t cos?t t>z &

Otrzymujemy zatem

Jus

2
D, = / cos®" 2t dt,
0
czyli przy uzyciu oznaczen punktu 2 §3
Dn = B2n—2-
Na podstawie wzoru (8) §3 otrzymujemy stad

_1-3---(2n-3) 7«
D”_2.4...(2n—2)'§ (n22).
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o © ©
5. Zwiazek miedzy zbieznoscia calki niewlasciwej a zbieznoscia szeregu
nieskonczonego. Udowodnimy teraz

Twierdzenie 5 (Cauchy’ego - Maclaurina). Niech f bedzie funkcja ciagla, malejgcq
i dodatniq w przedziale [1,00). Wowczas catka niewtasciwa

(33) /1 " f ) da

jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy zbieiny jest szereq nieskornczony

(34) Y fn).

DOWOD. Poniewaz f jest malejaca, w przedziale [k — 1,k] (k = 2,3,...) zachodzi
nierownoscé

f(k) < fz) < f(k—1),

ktéra po scatkowaniu daje

(35) fk) < f(@) dz < f(k —1).

- Jr—1

Z nieréwnosci (35) wynika, ze

(36) Su=> 0 < S0+ [ o) do

k=1

dla n € IN. Jezeli catka niewlasciwa (33) jest zbiezna, to jest ona granica, ciagu

o= | " f() d,

przy czym ciag ten jest rosnacy wobec zalozenia ze f(z) > 0. Zatem dla kazdego n € IN

ang/oof(a:) dz
1

i stad na mocy (36)
Sp < f(1)+/1 f(z) dz.

Wobec tego szereg (34) o wyrazach dodatnich jest zbiezny, gdyz ciag jego sum czesciowych
{Sy,} jest ograniczony z géry.
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Jezeli natomiast szereg (34) jest zbiezny, to spelnia on warunek Cauchy’ego (por. twier-
dzenie 6 rozdz. IV §1) i wobec tego do dowolnie obranego € > 0 mozna dobraé¢ N tak, by
dla n > N i dowolnego m naturalnego zachodzita nieréwnoéé

n+m—1

(37) Y fk)<e.
k=n

Aby udowodnié zbieznosé calki (33) oprzemy sie na twierdzeniu 3. Przyjmijmy M = N+1
i obierzmy dowolnie liczby ¢, ¢ speliajace nier6wnosé

N+1=M<t <t
Istnieja, wowczas liczby naturalne n, m takie, ze

N<n<M<t <t'<n+m,

zatem .
t n+m
(x) dx < / f(z) dz,
t! n
a stad wykorzystujac prawa cze$é nieréwnosci (35) oraz (37) dostajemy
t!! n+m—1
(38) fodss Y f)<e
¢ k=n

Poniewaz liczba M zostala dobrana do e, nieréwnos$é¢ (38) oznacza, ze spemiony jest
warumek konieczny i dostateczny zbieznosci calki (33) podany w twierdzeniu 3, zatem
calka jest zbiezna. O

Udowodnione twierdzenie ma prosty sens geometryczny. Zalézmy, ze catka niewlasciwa
(33) (a zatem i szereg (34)) sg zbiezne. Z nieréwnosci (35) wynika, ze

(39) S st < [ f@m <3 0
— 1 k=1

k=2
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v

~
>

o 1 2 3 4 X (0] 1 2 3 4 5 6 x

[rys. 79a] [rys. 79b]

(na rys. 79a lewa suma oznacza laczne pole prostokatéw zakreskowanych, za$ prawa suma
daje taczne pole prostokatéw obwiedzione grubsza linia dla n = 4). Przechodzac w (39)
do granicy przy n — oo otrzymujemy nieré6wnosé

St < [ s e <y s,
k=2 1 k=1

z ktérej wynika, ze pole pod wykresem funkcji w przedziale [1,00) jest ograniczone z
dotu przez pole figury zakreskowanej i z géry przez pole figury obwiedzionej grubsza linia
(rys. 79b).

Przykilad 9. Jak wykazaliémy w Przykladzie 6, calka
> dx
— (a>0)
1 z®
jest zbiezna dla a > 1 i rozbiezna dla 0 < @ < 1. Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego -
Maclaurin’a szereg
(o.]
1
P
n=1

jest réwniez zbiezny dla o > 1 i rozbiezny dla 0 < o < 1. Ten sam wynik otrzymaliSmy w
inny sposéb w rozdziale IV §2 (Przyklad 1).
(VARVIRRV

6. Pewne specjalne calki niewlasciwe. W Przykladzie 7 udowodniliémy zbieznos¢
caltki niewlasciwej

(40) / ST g,
0

T

teraz udowodnimy, ze jej warto$s¢ wynosi 5. W dowodzie oprzemy si¢ na naste¢pujacym
twierdzeniu:
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Twierdzenie 6 (lemat Riemanna). JeZeli f jest funkcja ciagla w przedziale [a,b], to

b
(41) lim f(z)sinnz de =0,
n— 00 a
oraz
b
(42) lim f(x)cosnz dz = 0.
n—0o0

a

DOWOD. Udowodnimy (41), dowéd (42) przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytel-
nikowi jako ¢wiczenie.

Na mocy twierdzenia 9 rozdz. III §3 funkcja f jest jednostajnie ciagla w przedziale
la, b], zatem ustalajac dowolnie € > 0 mozna dobra¢ podzial tego przedzialu

(43) a=ap<a1 <---<ay==>b

w taki sposéb, ze

3

(44) |f(z) = flag)| < 2b—a)

dla z € [ag—_1,ax], £k = 1,2,...,m. Ponadto zgodnie 7z twierdzeniem Weierstrassa (twier-
dzenie 12 rozdz. III §3) funkcja f jest ograniczona w przedziale [a, b, istnieje wiec stala
M > 0 taka, ze

(45) If(z)| <M dla =z € Ja,b)].

Wykorzystujac podziat (43) przedstawimy catke w postaci sumy

b m ag
(46) / f(z)sinnx dx = Z (z) sinnz dz

k=1"Y % -1
Przy czym

ag ag

(47) /ak F(z) sinnz dz /_ (£(2) ~ F(a)) sinna do + f(ak)/ sinnz dz.

ak—1
Poniewaz
L 1 2
/ sinnz dz| = —|cos(nag—_1) — cos(nag)| < —,
ap—1 n n
z réwnosci (47) dostajemy po uwzglednieniu (44), (45)
€ 2M

ag
/ f(x)sinnx dx
A —1

< —°  (aw —an_ =
_2(b_a)(ak ak—1) + m_
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skad po zsumowaniu wzgledem k wynika zgodnie z (46)

e  2Mm
< -+ .
- 2 n

b
/ f(x)sinnx dx

Wobec tego dla n > 4Mme~! zachodzi nieréwnoéé epsilonowa

<e€

b
/ f(x)sinnz dz

co konczy dowédd. O

Do badania calki (40) bedzie potrzebny wzér sumacyjny

in(2n +1)%
M (t # 2kn, k calkowite),

2sin £

1
(48) §+cost+cos2t+---+cosnt:
2

ktéry tatwo otrzymac przy pomocy prostych przeksztalcen trygonometrycznych. Mnozac
bowiem lewa strone przez mianownik i korzystajac z pierwszego wzoru (38) rozdz.III §1
dostajemy

t t t t
sin§ —|—2sin§cost+2sin§cos2t+---—I—2sin§cosnt:

2n+1 . 2n—1t>

inlt-l—(inét— inlt>+(in§t— in§t>+ +(in t — sin
S 5 S 5 S 5 S 5 S 5 S S

co po redukcji daje licznik prawej strony. Wzér (48) mozna réwniez udowodnié¢ metoda,
indukcji - por. zadanie 25 rozdz. I §1. Przyjmujac t = 2z we wzorze (48) otrzymujemy
sin(2n + 1)z
14+ 2cos2x+2cosdz + -+ 2cos2ny = ————
sin x

co po scatkowaniu w przedziale [0, 7] daje

2 gin(2n + 1)z

(49) E+2/ cos 22 da:+2/ cos4dx dx+---+2/ cos 2nx dac:/ - dx
2 0 0 0 0 sin x
czyli
s
50 An =3,
(50) "

gdzie A, oznacza calke po prawej stronie (49) (wszystkie calki po lewej stronie znikaja,).

Natomiast caltka .
B, — /5 sin(2n + 1)z i
0 Mh
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po podstawieniu
y=2n+ 1)z

B, = / sy
0 Yy

przyjmuje postac

skad wynika, ze

(51) lim B, :/ 2y dy.
n—00 0 y
Ponadto
%
(52) Ap — By, = / f(z)sin(2n + 1)z dz,
0
gdzie
1 1
f(z) = sinz =

dla = € (0, 5]. Stosujac regule de I'Hospitala (twierdzenie 16 rozdz.III §4) otrzymujemy

. . T —sinx . 1—cosz
lim f(z) = lim ——— = lim - =
z—0 z—0 IsInx z—0 sSInx + T CosT
. sin x
lim =0,

z—0 2cosSx —xrsinx

zatem przyjmujac dodatkowo

f(0)=0
mozemy uwazaé funkcje f za ciagla w przedziale [0, 7] i zastosowaé do niej twierdzenie 6,
z ktérego zgodnie z (52) wynika, ze

lim (A4, — B,) =0.

n—0o0

Wobec tego uwzgledniajac (50), (51) dostajemy zadany wynik

o .
(53) / T e =T
; 2

T

Przejdziemy teraz do obliczenia catki Poissona®

o0 2
P:/ e " dzx.
0

1Siméon Denis Poisson (1781 - 1840), matematyk francuski, zajmowat si¢ réwnaniami rézniczkowymi,
rachunkiem catkowym i teorig prawdopodobienistwa. Uprawial réwniez fizyke (m.in. teorie sprezystosci,
hydrodynamike oraz elektrostatyke i magnetyzm). Byt cztonkiem Paryskiej Akademii Nauk oraz Akademii
Nauk w Petersburgu.



Zauwazmy najpierw, ze jest to calka niewlasciwa zbiezna. Z nieréwnosci
(54) e >1+t (teR)

(por. (62) rozdz.II1 §4) po podstawieniu ¢ = x? otrzymujemy bowiem

—z® R
e T (iL‘ € )a

/oo dx
0 ]-+.’L'2

poniewaz zas zbieznos¢ calki

525

byta udowodniona poprzednio (Przyktad 5), zbieznoéé calki P wynika z kryterium poréw-

nawczego (Twierdzenie 4). Aby obliczyé caltke Poissona zastosujemy podstawienie

z=y+/n,

ktére daje

(55) P =\/nP,,

gdzie

(56) P, = / e dz  (neN).
0

Oszacujemy catke P, wychodzac z nieréwnosci

5 a2 1
(57) l-a’<e™ <00,

ktéra powstaje przez zastapienie w (54) liczby t przez +x2. Z (57) wynika, ze

1-—2z)"<e™  dla |z/<1

oraz
R G dl IR.
e S Txaom a x€
Po scatkowaniu otrzymujemy stad
1 2
(58) C, < / e " dx <P, <D,
0

gdzie

1 [e’s}
dx
Co=[ (1—2¥"de, Dn=/[ —2 .
fa-ara | ey
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Caltka C,, daje sie latwo obliczy¢ przez zastosowanie podstawienia

T = Ccost,
ktore daje

3 2n+1
Cn :/ sin®"tt ¢ dt,

0

czyli (por punkt 2 §3)

2.4 (2n)
1-3---(2n+1)

(59) Cn - A2n+1 -

natomiast catka D,, byla obliczona w Przykladzie 8, gdzie wykazaliSmy , ze

-(2n — 3)
-(2n —2)

(60) D= T n>o2
Z (55), (58) wynika natychmiast nierdwnosé

(61) an < P, < by,

gdzie

(62) an =N Cn,  by=+/nDy.

Obliczenie calki P sprowadza sie teraz do wykazania, ze oba ciagi {a,}, {bn} sa zbiezne
do tej samej granicy. Postuzymy sie w tym celu wzorem Wallisa, udowodnionym w
punkcie 2 §3, zapisujac go w postaci

JE 1 2-4---(2n)
— =1 ) n — ) -
(63) iy © = o/m 13- (@2n—1)

Zauwazmy najpierw, ze ciag {e,} jest malejacy, gdyz

ent1 _ (2n4+2)y/n <1

en 2n+1)vn+1

co latwo sprawdzié mmnozac obie strony nieréwnos$ci przez mianownik i podnoszac do
kwadratu. Wobec tego z (63) wynika, ze

VT

< én,

[\)

zatem

ol N
IA

2
2e,,
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dla dowolnego n, a stad w oparciu o (60), (62), (63) otrzymujemy

2n
(64) bp < om — 1en-
Ponadto z (59), (62), (63) dostajemy

2n
(65) 1™

Nieréwnosci (61), (64) i réwnosé (65) daja ostatecznie

2 2
n p< n

< €N
meionsPsgzge (el

skad po przejsciu do granicy i uwzglednieniu (63) wnioskujemy, ze

(66) /0 e g

Ostatnia, catka niewlasciwa, jaka zbadamy, jest funkcja I'(z) okreslona dla 2 > 0 wzorem

(67) I(z) = /000 t* L et dt.

Dla < 1 funkcja podcatkowa jest nieograniczona przy x — 04, ponadto przedzial
catkowania jest nieograniczony (oczywiscie w przedziale otwartym (0,00) funkcja pod-
catkowa jest ciagla). Tego typu catke niewlasciwa, definiujemy jako sume

o] 1 o]
(68) / t* e tdt= / t* et dt +/ t* et dt
0 0 1

przy czym calke po lewej stronie uwazamy za zbiezna, jezeli zbiezne sg obie calki po prawej
stronie. Pierwsza z tych calek jest zbiezna na mocy kryterium poréwnawczego (twierdzenie

2), gdyz
t*let <=1 dla t>0,

1
/ =t dt
0

jest zbiezna jezeli z > 0 (por. Przyklad 1). Aby udowodnié¢ zbiezno$é drugiej calki osza-
cujemy z gory funkcje podcatkowa. Mamy

zas calka

(69) " et =g(t) 5
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gdzie
tm—i—l

g(t) =

Poniewaz funkcja g jest ciaglta dla ¢ > 1 i przy tym (por. Przyklady 33 i 34 rozdz. III §4)

et

Jim g(t) =0,

jest ona funkcja ograniczona w przedziale [1,00) (proponujemy Czytelnikowi dokladne
przeprowadzenie dowodu). Istnieje zatem stala M > 0 taka, ze

gt <M (te1,00),

a zatem zgodnie z (69)

M
t_2.
Poniewaz, jak wykazalismy w Przykladzie 6, catka

*1
[ L
1 ¢t

jest zbiezna, z ostatniej nier6wnosci wynika na mocy kryterium poréwnawczego (twierdze-
nie 4) zbieznos¢ drugiej calki po prawej stronie (68). OkazaliSmy zatem, ze catka niewlasci-
wa I'(x) jest zbiezna dla dowolnie ustalonego x > 0. Wzér (67) okresla funkcje I' w catym
przedziale (0, 00).

Aby zbada¢ dokladniej funkcje I' obliczymy jej wartosci dla x = n € IN. Mamy

t:c—l e—t S

(70) r(1) = /OOO et dt = [—e—t}:’ —1,

ponadto dla x = n > 2 otrzymujemy calkujac przez czesci

I'(n) = — /Oo t"t(e7t) dt = [—t”‘le—t]zo +(n—1) /Oo t"2 et dt,
czyli
(71) F'(n)=(mn—-1I'n-1) (n>2)

(regula calkowania przez czesci moze by¢ stosowana, gdyz calki niewlasciwe po obu stronach
réwnosci sa, zbiezne). Z (70), (71) wynika, ze

I'(n) =(n— 1),

jezeli przyjmiemy umowe, ze 0! = 1 (latwy dowdd indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi).
Funkcja I' moze by¢ zatem uwazana za uogdlnienie pojecia silni na przypadek dowolnej
liczby rzeczywistej > —1. Zauwazmy na koniec, ze
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co po podstawieniu

daje

czyli zgodnie ze wzorem (66)

Zadania.

1. Obliczy¢ calki niewlasciwe

1 [e’s} [ele)
t
(i) /0 logz dz,  (ii) /0 alri if de, (i) /0 ze " dr.

Wskazéwka. Zastosowaé calkowanie przez czesci.

2. Niech f bedzie funkcja, ciagla nieujemna, w przedziale (a,b]. Udowodnié, ze calka

niewlasciwa )
/ f(z) dx

jest albo zbiezna albo réwna +oc.
Wskazéwka. Zauwazy¢, ze funkcja

b
G(t):/tf(x)dm (a<t<b)

jest monotoniczna. Nastepnie zastosowaé twierdzenie o zbieznosci monotonicznej (rozdz.
I1T §2 punkt 6).

3. Niech f bedzie funkcja ciagly nieujemna w przedziale [a,00). Udowodnié, ze calka

niewlasciwa o
| @ s
a

jest albo zbiezna albo réwna +oc.
Wskazéwka. Wprowadzi¢ funkcje

t
Ft) = / f(z) do
a
i dalej jak w zadaniu 2.

4. Opierajac sie na zadaniach 2, 3 udowodni¢ nastepujace kryteria rozbieznosci calki
niewladciwej:
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A. Jezeli funkcje f, g ciagle w przedziale (a,b) spetniajq nierdwnosé

f(x)>g(x)>0 (a <z <b)

/ab g(z) dz

/ab f(z) dx

B. Jezeli funkcje f, g ciaglte w przedziale [a,00) spetniajq nierdwnosé

1 catka niewtasciwa

jest rozbiezna, to catka niewtasciwa

tez jest rozbiezna.

f@)2g(z) 20 (z2a)

/aoo g(z) dz

/a " F ) du

1 catka niewta$ciwa

jest rozbiezna, to catka niewtasciwa

rowniez jest rozbiezna.

5. Zbada¢ zbieznos¢ calek niewlasciwych

1 1
(i) / 208 de, (i) COSVT
o Z 0o VT

[e’s) : co .
(iif) / sin 372 dz, (iv) / sinx + cosx dz,
0 1 +x 1 .T\/E

*° |sinz| + | cos x| ) /°° e~
\% dx, vi dx.
N /w Va ARI N

Wskazéwka. Zastosowaé kryteria poréwnawcze zbieznosci (twierdzenia 2 i 4) lub kryteria
poréwnawcze rozbieznosci (zadanie 4).

6. Udowodnié, ze
(i) jezeli funkcja f jest ciagla i ograniczona w przedziale (a, b, to calka niewlasciwa

b
(72) / (@) ds
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jest zbiezna,
(ii) jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale domknietym [a, b], to catka niewlasciwa (72)

jest réwna calce oznaczonej z funkcji f w przedziale [a, b].

7. Udowodni¢ zbiezno$¢ calki niewlasciwe]

1
/ %7 dr
0
dla dowolnego rzeczywistego a.
Wskazowka. Okazac¢, ze funkcja podcalkowa ma granica przy x — 0+ i oprzeé sie na
zadaniu 6 (i).

8. Udowodni¢ zbiezno$é calek niewlasciwych

o0 o0
/ sin(z?) de, / cos(z?) dx
0 0

(zwanych catkami Fresnela).?
Wskazéwka. Dokonaé podstawienia
2
r° =1.

9. Zbada¢ zbieznoé¢ catek niewlasciwych

/°° dx /°° dx
5 z (logz)®’ 3z (logzx) (log logz)e

w zaleznosci od parametru o > 0 i wyciagnaé wnioski dotyczace zbieznosci szeregéw

e DT
“— n (logn)>’ = n (logn) (log logn)*

(por. rozdz. IV §2, Przyklad 2 i zadanie 2).
Wskazowka. Zauwazy¢ najpierw, ze twierdzenie 5 pozostaje stuszne, jezeli liczbe 1 zastapic¢
przez jakakolwiek inng liczbe naturalng.

10. Oznaczmy

log log...logz = log, z,

p razy

1
~ z (logx) (log(s) 2) - . . (log(,_1) 7) (log(,) )’

f(z)

2 Augustin J. Fresnel (1788 - 1827), matematyk francuski.
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gdzie p jest liczba naturalng > 3 zas « liczba, rzeczywista dodatnia. Zbadac¢ zbieznos¢ catki

niewladciwej
| i@ s

w zaleznosdci od parametru « (m jest liczba naturalng tak duza, by mianownik funkcji
podcatkowe]j byl r6zny od zera dla x > m). Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci szeregu

(por. rozdz. IV §2, zadanie 3)7
Wskazowka - jak w zadaniu 9.

11. Niech f bedzie funkcja ciagla, malejaca, i dodatnia w przedziale [1, 00). Udowodnié, ze
jezeli calka niewlasciwa
/ f(x) dx
1

lim f(z)=0.

T—00

jest zbiezna, to

Pokaza¢ na przykladzie, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe w przypadku, gdy f nie jest
funkcja malejaca.
Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniu 5.

12. Obliczy¢ sume

2”: (n) (—1)*
= \k)2k+1
Wskazéwka. W calce )
Cp= /0 (1—2?)" dz
zastosowaé¢ do funkcji podcatkowej wzor dwumianowy Newtona, nastepnie skorzystaé ze
wzoru (60).

13. Zalézmy, ze f jest funkcja ciagla w przedziale otwartym (—a, a) - zatem caltka

" @) do

jest catka niewlasciwa. Udowodni¢, ze
(i) jezeli f jest funkcja parzysta, to

a

f(2) do =2 / " f(o) de,

—a
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(ii) jezeli f jest funkcja nieparzysta, to

" f() do =0,

(por. zadanie 7 §3).

14. Niech K oznacza czes$é okregu o Srodku (r, 0) i promieniu 7, lezaca w pierwszej ¢wiartce
plaszczyzny xy.

(i) Znalez¢ momenty statyczne wzgledem obu osi oraz wspélrzedne (£,7n) $rodka masy
krzywej K korzystajac ze wzoréw (43), (45).

(ii) Znalezé wspdhrzedna n $rodka masy opierajac sie na pierwszej regule Guldina (por.
Uwaga po Przykladzie 13 §3).
Wskazéwka. W punkcie (i) wykorzystaé¢ zadanie 13.

15. Rozwazmy okrag o $rodku (b,a) i promieniu 7 (a > r, b > r) i niech K, (K_)
oznacza polokrag lezacy w pélplaszczyznie y > a (y < a). Znalezé momenty statyczne
wzgledem obu osi 1 §rodek masy kazdej z krzywych K., K_. Polozenie srodka masy
zilustrowac¢ rysunkiem.

Wskazéwka. W rachunkach wykorzystac¢ zadanie 13.

16. Okrag, o ktérym mowa w zadaniu 15, tworzy przy obrocie dokola osi z-6w powierzchnie
S zwang, torusem (por. Przyktad 3 i Przyklad 10 §3). Oznaczajac przez Sy (S_) powierzch-
nie powstaly przy obrocie pélokregu K, (K_) mamy

S=5LUS8_.
Opierajac sie na wynikach zadania 15 i stosujac pierwsza regule Guldina znalezé pole

powierzchni S;, S_ i calego torusa S. Poréwna¢ z wynikiem otrzymanym w
Przykladzie 3.



