§5%. Calka Riemanna funkcji ograniczonej.

1. Calki gérna i dolna Darboux. W §1 wprowadziliémy catke oznaczona, funkcji
ciaglej w przedziale domknietym [a, b] jako granice ciagu sum przyblizonych (wzér (17)
§1). W przypadku funkcji dodatniej jej caltka jest miara pola zawartego miedzy wykresem
funkcji a osig x-6w. Przechodzac do sytuacji ogdlniejszej wprowadzimy teraz catke z funkcji

ograniczonej ale niekoniecznie ciaglej.

Zatézmy, ze f jest funkcja okreslona w przedziale domknietym [a,b] i ograniczona w

tym przedziale. Wobec tego istnieja, liczby rzeczywiste m, M takie, ze

(1) m< f(z) <M (v ¢€la,b]).
Rozwazajac podzial IT odcinka [a, b] okreslony nieréwnosciami
(2) Mia=2p<z1 <<z, =b
przyjmiemy oznaczenia

m; = inf f, M; = sup f, Az =x;

[$j71,$j] [$j71,$j]

OczywiScie zachodza, nieréwnosci

(3) m<m; <M; <M dla j=1,2,...,k.

Sume

k
G, f) =) M;Az;
7j=1

nazwiemy sumgq gorng odpowiadajacq podziatows I1, zas sume

k
D(H, f) = ijA.Tj
j=1

- suma dolng odpowiadajacq podziatow: II. W przypadku funkcji f dodatniej obie sumy
maja prosty sens geometryczny - wyrazaja, pole figur zlozonych z prostokatéw, przy czym
pola te przyblizajs od géry i od dotu pole pod wykresem funkcji. Na rys. 80 mamy k = 3,
suma gorna jest rowna polu figury zakreskowanej poziomo, figura zakratkowana ma pole
réwne sumie dolnej. Funkcja f (wykres zaznaczony grubsza linia) jest dodatnia i ma dwa

punkty niecigglosci.
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IR

v

0 a x X, b X

[rys. 80]
Podobnie jak w §1 okreslimy Srednice podziatu 11 jako liczbe

d(II) = max Az;.
j

Podziat IT mozemy utozsamia¢ z ciagiem punktéw {zo,z1,...,7s}. Bedziemy méwili, ze
podziat 11 jest zageszczeniem podziatu II, jezeli zawiera on wszystkie punkty podziatu II
tzn. jezeli )

IT C IL
Oczywiscie wéwcezas d(I1) < d(I1). Zachodzi tatwe do udowodnienia

Twierdzenie 1. Jezeli podziat I1* jest zageszczeniem podziatu 11, to

(4) G(r, f) < GAL f)
(5) D(I*, f) = D(L, f)

pDOwWOD. Udowodnimy (4) w najprostszym przypadku, gdy podziat IT* powstaje z II
przez dodanie jednego punktu z*. Dla ustalenia uwagi niech z* € (x¢,z1). Mamy

(6) M*= sup f<M;, M™= sup f<M

[wo,a:*] [w*vacl]

wobec tego, oznaczajac
Ax* = x* — xg, Ar** =z, —x*

otrzymujemy
k
G(I*, f) = M* Az* + M** Az*™* + ) M; Ag;

=2
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co wobec (6) daje

k
G(I*, f) < My(Az* + Az*™) + ) M; Az; = G(L f).

i=2

Jezeli podzial II* powstaje przez dodanie do podzialu Il wigkszej ilosci punktéw, to
powtarzajac opisane rozumowanie réwniez dochodzimy do (4). Nieréwnosci (5) dowodzimy
podobnie, proponujemy by Czytelnik przeprowadzil dowdd jako ¢wiczenie. Il

Tres¢ twierdzenia 1 mozna wypowiedzie¢ w sposdb mniej precyzyjny nastepujaco: im
drobniejszy jest podziat II tym mniejsza jest suma gérna i tym wieksza jest suma dolna.
W przypadku funkcji f dodatniej przy rozdrabnianiu podzialu polepsza si¢ aproksymacja
pola pod wykresem - od goéry przez sumy gérne i od dotu przez sumy dolne (por. rys. 80).

Z nieréwnosci (3) wynika, ze dla dowolnego podziatu II

Wobec tego zbiér sum gérnych odpowiadajacych wszystkim podziatlom IT odcinka [a,b]
jest zbiorem ograniczonym i jako taki posiada w zbiorze liczb rzeczywistych kres dolny i
kres gérny (por. rozdz.I §2). Ta sama wlasno$é ma zbiér sum dolnych. Przyjmujemy jako
definicje

T b b
/ () dz = inf G(IL, ), / (2) do = sup DL 1)

(kres gérny wzglednie dolny rozciagniety jest na wszystkie podzialy II odcinka [a,b]).

Wyrazenia o
b b
[t@de [ @ ds

nazywamy odpowiednio catkq gorng Darbouxi catka dolng Darboux z funkcji f na przedziale
[a, b].
2. Wiasnosci calek Darboux. Udwodnimy teraz

Twierdzenie 2. Zachodzi nierdwnosé

b b
® [ 1@z < [ 1@ s
DOWOD. Rozwazmy dwa podziaty 11y, II5 przedziatu [a,b] i niech
II = II; U I,.
Podzial II jest wiec wspélnym zageszczeniem podzialéw Iy, II,. Na podstawie (4), (5),

(7) otrzymujemy B B
DIy, f) < D(II, f) < G(I, f) < G(1ly, f)
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skad wynika, ze
D(Hla f) S G(H27f)

dla dowolnie obranych podzialéw II;, IIo. Wobec tego przy ustalonym II; mamy

b
/ £(2) do = sup D(IL, f) < G(ILa, f)

a stad

ﬁﬂmwggmmwzévww

czyli (8). 0
Przyklad 1. Rozwazmy funkcje Dirichleta

d(x) = { 1 dla z wymiernych,
0 dla x niewymiernych
(funkcje ta mozna okreslié jako granice pewnego ciggu o wyrazach zaleznych od z - por.
rozdz. II §1 zadanie 11). Dla dowolnego podziatu IT odcinka [a, b] okreslonego nier6wnoscia,

(2) w kazdym przedziale [z;_1, ;] lezg zaréwno liczby wymierne jak i niewymierne (por.
twierdzenie 5 i zadanie 6 rozdz. I §2). Wobec tego

m; =0, M; =1 (j=1,2,...,k)
a stad
D(I1,d) = 0, G(II,d) =b — a.

Zatem

/abd(m) dr =0, /abd(ac) dx =b— a.

Calki gérna i dolna z funkcji Dirichleta nie sa réwne.

Twierdzenie 3. Dla dowolnej funkcji f ograniczonej w przedziale [a, b

b
mlmmn:/ﬂ@m,

d(II)—0

b
lim D(II, f) :/ f(z) dz.

d(I1)—0

(9)

DOWOD. Udowodnimy pierwsza z réwnosci (9). Nalezy okazaé, ze do dowolnie obranej
liczby € > 0 mozna dobra¢ § > 0 tak, by dla kazdego podziatu II speliajacego warunek

(10) d(TT) < 6
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zachodzila nieréwnosé

b

G(II, f) —/ flx)dz<e

a

ktéra, mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci

b
(11) G, f) < / f(z) dz + €.
Nie zmniejszajac ogélnosci mozemy przeprowadzi¢ dowdd przy zalozeniu, ze
(12) F(z) >0 (a: € [a, b]).
Istotnie, z nieréwnosci (1) wynika
9(@) = f(z) =m0 (v € [a,b])
1 przy tym
G(ILg) = G(L f) +c
oraz

fg(x) dx = ff(x) dz + c,

gdzie ¢ = m(a —b) (por. twierdzenie 18 rozdz. III §3), wobec tego nier6wnosé¢ (11) wynika
natychmiast z analogicznej nieréwnoséci dla funkcji g.
7 definicji calki gornej jako kresu dolnego sum gérnych wynika istnienie podziatu

II: a:50<51<---<:ﬁ,;:b

takiego, ze

b
— €
(13) G(, f) < / fw) do+ =
Zgodnie z oznaczeniami wprowadzonymi na poczatku przyjmiemy

m, = inf f, M, = sup f, AZy =Ty — Tp_1, (r=1,2,...,k).

[ir_l’m"‘ [irflajr]

7 zalozenia (12) wynika, ze wszystkie liczby M, M;, m;, M,, m, sa nieujemne.

Rozwazajac dowolnie obrany podzial II okre§lony nieréwnoscia, (2) oznaczmy przez A
zbi6r wszystkich liczb j z ciagu {1, 2, ..., k} takich, ze przedzial otwarty (z;_1,x;) zawiera
punkt podziatu II i niech B = {1,2,...,k} \ A. Oczywiscie

(14) G(L f) =Y M;Az;+ Y M; Ax;.

JEA jEB
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Aby oszacowaé pierwszg sume zauwazmy, ze
Ax; < d(IT)
i stad, po pomnozeniu przez Mj,
M;Az; < M;d(II),

zatem
Poniewaz zbiér A ma conajwyzej k elementéw, po zsumowaniu dostajemy
(15) Y M;Az; < MEd((TT).

JEA

Dla j € B mamy przy pewnym r € {1,2...,k}
(16) [zj-1, 7] C [Zr—1, 2]

Przy ustalonym r oznaczmy przez N, zbiér tych j, dla ktérych zachodzi (16), wéwczas,
zakladajac ze N, nie jest zbiorem pustym, mamy

(17) Z Mijj S MT Z Aﬂ?j.
JEN, JEN,
Poniewaz
Z A.’Ej S Aii'r,
JEN,

mnozac obie strony przez liczbe M, > 0 otrzymujemy z (17)

Z MjA.’Bj S MTA.’I_L,-.
JEN,

Poniewaz

mamy, dopisujac ewentualnie po prawej stronie wyrazy nieujemne,

k
Z Mijj S ZMTAi’r

czyli
Y M;Az; < G(Pi, f),

jeB
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skad, uwzgledniajac (13), (14), (15) otrzymujemy

(18) G(IL, f) < MEkd(IT) + / (@) do + :

Nieréwnosé (11) wynika z (10) i (18), jezeli przyjmiemy

. E
kM’

Aby udowodnié drugg z réwnosci (9) wystarczy zauwazyé, ze (por. twierdzenie 18 rozdz.
11 §3)

(19) DL f) = =G(L, = f)

oraz

(20) /abf(a:) dz = —/:(—f(x)) dz.

Udowodniong, czesé¢ twierdzenia mozemy teraz zastosowaé do funkeji — f(z). Stwierdzamy,
ze do dowolnie obranej liczby € > 0 mozna dobra¢ § > 0 tak, by dla kazdego podziatu II
spemiajacego warunek (10) zachodzita nieréwnosé

G(IL—f) < /ab(—f(a:)> do + e,

czyli wobec (19), (20)
b
—-D(II, f) < —/ f(z) doe +e.

Ostatnia nier6wnos¢ moze by¢ zapisana w postaci

b
/ f(x)dx— D(I, f) < e,

co konczy dowéd. O

3. Calka Riemanna. W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze f jest funkcja okreslona,
w przedziale domknietym [a,b] i ograniczona w tym przedziale. Wobec tego, jak wyka-
zaliSmy w punkcie 1, istnieja jej calki Darboux, gérna i dolna. Jezeli sg one réwne, to
méwimy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [a,b]. Wspélna wartosé
calki gérnej i dolnej nazywamy catkq Riemanna (lub krécej catkq) funkcji f na przedziale
[a, b] 1 oznaczamy symbolem

b
(21) / f(z) du
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podobnie jak dla funkcji f ciaglej. Mamy zatem

(22) / ’ f(2) dz = [ f(z) do = ff(;c) dz.

W dalszym ciagu przez funkcje catkowalng bedziemy zawsze rozumieli funkcje catkowalna, w
sensie Riemanna na ustalonym przedziale domknietym [a, b]. Jej calke Riemanna bedziemy
nazywali po prostu calka. Nastepujace twierdzenie podaje warunek konieczny i dostateczny
catkowalnosci funkcji:

Twierdzenie 4. Funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy do
dowolnie ustalonej liczby € > 0 mozna dobraé podzial Il¢ odcinka [a,b] tak, by zachodzita
nierownosé

(23) G(IL., f) - D(IL, f) < e.

DOWOD. Zalézmy, ze warunek podany w twierdzeniu jest spetniony. Na mocy definicji
calki gérnej i dolnej oraz twierdzenia 2 mamy

b b
mmws/ﬂmms/ﬂmmsmmw

skad wobec (23) wynika, ze

b b
(24) / f(z) dx —/ flz)dz <e.
a Ja_
Poniewaz ¢ jest dowolnie obrang liczba dodatnia, nier6wnos$é (24) jest réwnowazna réw-

nosci _
/abf(a:) dx = /abf(:c) dx

a to oznacza calkowalno$¢ funkcji f. Podany warunek jest zatem dostateczny.
Aby udowodni¢ jego konieczno$¢ ustalmy dowolnie liczbe € > 0. Z definicji calki gérnej
wynika istnienie podziatu Hgl) przedziatu [a, b] takiego, ze

b 3
(25) G, f) < / fla) do+ %

Podobnie z definicji catki dolnej wynika, ze istnieje podzial Hg) dla ktdrego speliona jest
nier6wnosc

b 19
(26) / f(z) do — 5 < DI, f).
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Rozwazmy teraz podziat II, = Hgl) U Hg). Jest on wspélnym zageszczeniem podzialéw

1Y 1 12, wobec tego na mocy twierdzenia 1 z nieréwnosci (25), (26) wynika, ze

b )
/Lf(w) dr — S < D(IL.. f) < G, ) < / fla) da+ 5.

Jezeli zalozymy catkowalnosé funkeji f na przedziale [a, b], to obie catki Darboux sa réwne
i z ostatniej nieréwnosci wynika (23). O

Funkcja Dirichleta d rozwazana w Przykladzie 1 nie jest calkowalna na zadnym prze-
dziale [a, b], gdyz jej calki Darboux maja, r6zne wartosci. Warunek catkowalnosci podany

w twierdzeniu 4 nie jest speliony, gdyz dla kazdego podziatu IT odcinka [a, b] mamy

DLd) =0, G(,d)=b-a.

4. Klasy funkcji caltkowalnych. Jako prosty wniosek z twierdzenia 4 otrzymujemy
Twierdzenie 5. Funkcja ciggla w przedziale domknietym [a, b] jest catkowalna.

DOWOD. Na mocy twierdzenia Heinego (twierdzenie 9 rozdz. III §3) funkcja f ciagla
w przedziale domknigetym [a,b] jest w tym przedziale jednostajnie ciagla. Wobec tego
do dowolnego n > 0 mozna dobra¢ § > 0 tak, ze dla kazdego podziatu II odcinka [a, b]
okreslonego nieréwnosciami (2) i spelniajacego warunek

(27) d(II) < &
zachodza, nieréwnosci
(28) M; —m; <n (1=1,2,...,k).
Z (28) wynika, ze dla takiego podziatu II
G(IL f) — D(IL f) < n(b— a).

Warunek catkowalnosci podany w twierdzeniu 4 jest wiec spelniony, jezeli przyjmiemy

n:b—a

a jako podziat II; obierzemy jakikolwiek podzial, ktérego Srednica spekia (27). O

Twierdzenie to daje sie¢ nastepujaco uogolnic:
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Twierdzenie 6. Funkcja ciggla w przedziale domknietym [a,b] poza skoriczong ilosciq
punktow jest catkowalna.

DOWOD. Dla uproszczenia dowodu zalozymy, ze funkcja f jest nieciagla tylko w jed-
nym punkcie ¢ € (a,b). Czytelnik z latwoscig zauwazy, jak mozna przenies¢ dow6d na
przypadek, gdy funkcja ma dowolng (skoriczong) ilosé punktéw nieciaglosci, wéréd ktérych
moga by¢ konce przedziahu.

Aby skonstruowaé podzial I1. speiajacy (23) obierzmy najpierw punkty z’, 2" tak, by
zachodzity nieréwnosci

a<z' <c<z"<b

1 niech
M = sup f, m= inf f, Az=z"—1
[z, 2] [z, "]
Woéwcezas
(29) (M—m)A:%S(M—m)A:Z‘<%

jezeli obierzemy punkty z’, z”/ w taki sposdb, by

€
30 A < ————
(30) v 2(M —m)
(liczby M, m okreslone przez nieréwnosé¢ (1)). Podzielimy teraz odcinki [a, 2] oraz [z", b]
przy pomocy punktéw z; (j =0,1,...,k, j # s) spelniajacych nieréwnosci

a=29<21 << Ty_1=2,
(31)

=z <zyi1 < < xR =D.

Dalej rozumujemy podobnie, jak w dowodzie twierdzenia 5. Funkcja f jest jednostajnie
ciagla w kazdym z przedzialéw [a, 2'], [2”, b], zatem do dowolnego i > 0 mozna dobraé
0 > 0 tak, by dla j # s z warunku

(32) Tj—Tj—1 < 0
wynikaly nieréwnosci
M; —m; <.
Wéwczas
> (M —my) Az <Y Azy < (b - a),
J#s J#s
zatem
€
(33) > (M —mj) Az < 2’

i#s
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jezeli przyjmiemy
€

2(b—a)

Ustalmy teraz dowolnie ¢ > 0 i niech II. bedzie podzialem odcinka [a,b] wyznaczonym
przez punkty xo, x1,...,Z) spelniajace (31). Mamy

"7:

G, f)— DL, f) = (M - m) Az + > _(M; — m;) Az;
J#s

a wiec wobec (29), (33)
G, f)— D, f) <e

co oznacza, ze spelniony jest warunek catkowalnosci funkcji f podany w twierdzeniu 4. [
7 twierdzenia 4 wynika réwniez jako prosty wniosek
Twierdzenie 7. Funkcja monotoniczna w przedziale domknietym |a, b] jest catkowalna.

DOWOD. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze f jest funkcja rosnaca, wéwczas dla dowolnego
podziatu IT okreslonego nieré6wnosciami (2)

m; = f(x;-1), M;=f(z;) (=1,2,...k).
Jezeli w szczegblnosci I jest podzialem odcinka [a, b] na k réwnych czesci, to

b—a
k )

Aa:j =

zatem

k
b—a b—a
G(IL f) - D(IL ) = * Z;U@J f@i-1) = = (£0) - f(@))-
Warunek (23) bedzie wiec spelniony, jezeli obierzemy k w taki spos6b, by speliona byta

nieré6wnosé
b—a

() - f(@) <=

ktéra mozna w rownowazny sposéb zapisaé jako

b_
E> o

(£0) - 1(@).

7 twierdzen 5 - 7 wynika, ze istnieja dwie obszerne klasy funkcji catkowalnych:

1° klasa funkcji monotonicznych,

29 klasa funkcji ciaglych poza skoriczona, iloécia, punktéw.
Powstaje pytanie, jakie dzialania wykonywane na funkcjach calkowalnych daja w wyniku
funkcje catkowalna? Odpowiedz bedzie zawarta w twierdzeniach, ktére teraz udowodnimy.
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Twierdzenie 8. Jezeli funkcje f, g sq calkowalne na przedziale [a,b] i ¢ jest dowolng
stata, to funkcja

(i) f+g,

(ii) cf
rowniez jest catkowalna na tym przedziale.

DOWOD. Udowodnimy najpierw (i). Dla dowolnie ustalonego podziatu II okreslonego
nieréwnosciami (2) niech

m; = inf (f+g), Mj= sup (f+g),

(-1, ;] [zj—1,2;]
m;-: inf f, MJ'-: sup f,

[wjfl’xj] [a:j_l,a:j]
m;’: inf g, MJ'-': sup g.

[zj—hmj] [a;j_l,a:j]

Z wlasnosci kreséw gérnego i dolnego (twierdzenie 17 rozdz. III §3) wynika, ze
mj > my; +mj, Mj§M5+M]{'
i wobec tego

D(II, f) + D(II, g) < D(IL f + g),

34
(84 G(IL f +g) < G(IL f) + G(TI, ).
Na mocy twierdzenia 4 do ustalonej dowolnie liczby € > 0 mozna dobraé¢ podziaty I1., II/
tak, by zachodzily nier6wnosci
G(Hleaf)_D(eraf)< ’
(35) 1 1
G(H67g) - D(Hs7g) <

DN M DN O

Nieréwnosci (35) sa tym bardziej speinione, jezeli podzialy IIL, II” zastapimy przez ich
wspdlne zageszezenie I, = IIL UTIY. Z (34) wynika wéwczas, ze

G, f+g) — D(IL, f + g) <e.

Zatem zgodnie z twierdzeniem 4 funkcja f + g jest catkowalna.

Przechodzac do dowodu (ii) zauwazmy, ze dla ¢ = 0 funkcja cf jest oczywiscie catkowalna
jako funkcja stata a wiec ciagla (twierdzenie 5). Zalézmy wobec tego, ze ¢ # 0 i niech dla
dowolnie obranego podziatu IT odcinka [a, b]

my= inf (cf), M;= sup (cf).

[j—1.2; [@j—1, 2]
Z wlasnosci kreséw gérnego i dolnego (twierdzenie 18 rozdz. III §3) otrzymujemy

mj = cmy, M; = cM; dla ¢>0



546

oraz
mj = cMJ{, Mj = cm; dla ¢<0.
Wobec tego
D(11 dl 0
cG(IL f) dla ¢<0
o G(I1 dl 0
bl > bl
Gep={ CO0LN
c¢D(IL f) dla ¢<0,
zatem
(36) G(1Lcf) = D(IL,¢f) = || (G(IL, £) = DL f)).

Wobec catkowalno$ci funkcji f do dowolnie ustalonego € > 0 mozna zgodnie z twierdzeniem
4 dobraé podziat II; odcinka [a, b] tak, by zachodzila nieréwnosé

G(I., f) - D(II,, f) < f—|

wowczas z réwnosci (36) wynika, ze
G(H67 Cf) - D(H67 Cf) <g,
co w oparciu o twierdzenie 4 zapewnia catkowalnos¢ funkcji cf. O

7 udowodnionego twierdzenia wida¢, ze dzialania liniowe tzn. dodawanie funkcji i
mnozenie ich przez stala nie wyprowadzaja z klasy funkcji catkowalnych. Okazuje sie,
ze réwniez bardziej skomplikowane dzialania maja, ta wlasnoéé. Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 9. Niech f bedzie funkcja catkowalng na przedziale [a, b] za$ q funkcja ciaglq
w przedziale [m, M| (przedzial ten okresla nieréwnosé (1)). Wiowczas funkcja ztozona

hz) = q(f(z))

jest catkowalna na przedziale [a,b].

DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze funkcja ¢
(1) jest w przedziale [m, M| ograniczona tzn istnieje stala K > 0 taka, ze

lg(y)| <K dla y € [m, M],

(ii) jest w przedziale [m, M| jednostajnie ciagta, zatem do dowolnie ustalonego ¢ > 0
mozna dobra¢ § > 0 tak, by dla

iy —y'|<d @y €[m,M])
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zachodzila nieréwnosé

/ " €
— < -
lg(y") — q(y")] 20— a)
(por. twierdzenia 9 i 12 rozdz. IIT §3). Nie zmniejszajac og6lnosci mozemy zalozyé, ze
€
37 § < —
(37) <Kk

W dowodzie oprzemy sie na twierdzeniu 4. Niech II bedzie podzialem odcinka [a,b]
okreslonym nieréwnosciami (2) i niech

m; = inf h, M;= sup h,

["I:J'—l’mj] [wjfl,a:j]

wobec tego

(38) G(II,h) —

IIMa‘

—m; Aa:J

7 zalozenia catkowalnosci funkcji f wynika, ze podz1al IT moze byé¢ tak dobrany, aby za-
chodzila nieréwnosé

(39) G, f) — D(II, f) < &°.

Podzielmy zbiér liczb {1,2,...,k} na dwie klasy, przyjmujac, ze
JEA gdy M;—m; <§é,
jeB gy M;—m; >4,

wowczas

(40) Mj—mj<7a dla j€ A,

natomiast z (39) wynika, ze
0 Ay <> (M; —my)Az; < 62,
JjEB jEB
co daje oszacowanie
(41) Y Az <6
JjEB
Réwnosé (38) moze byé zapisana w postaci
G(IL,h) — DL, h) = Y (M; — ;) Az; + Y (M, — ;) Azj,
JEA jJEB
skad po uwzglednieniu (40), (41) otrzymujemy
G(Lh) — D(IL, h) < g + 2K,
czyli wobec (37)
G(II,h) — D(IL,h) < €
Podzial 11 spelnia warunek podany w twierdzeniu 4, zatem funkcja h jest catkowalna. [

7 udowodnionego twierdzenia wynikaja dwa wnioski, ktore sformutujemy w formie dal-
szych twierdzen.
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Twierdzenie 10. Jezeli f, g sa calkowalne na przedziale [a,b], to iloczyn fg tez jest
catkowalny na tym przedziale.

DOWOD. Przyjmujac w twierdzeniu 9

q(t) =1*

stwierdzamy, ze kwadrat funkcji calkowalnej réwniez jest funkcja catkowalna. Poniewaz

1 1
fg= Z(f+g)2_ Z(f—gf

wiec po zastosowaniu twierdzenia 8 otrzymujemy teze. |

Twierdzenie 11. Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], to jej modul | f|tez
jest funkcjq catkowalng na tym przedziale.

DOWOD. Wystarczy przyja¢ w twierdzeniu 9 ¢(t) = [¢]. O

Udowodnimy jeszcze nastepujaca wlasno$é¢ funkeji catkowalnych:

Twierdzenie 12. Jezeli f jest calkowalna na przedziale [a,b] i [c,d] C [a,b], to f jest
catkowalna na przedziale [c,d).

DOWOD. Zgodnie z twierdzeniem 4 do dowolnie obranej liczby ¢ > 0 mozna dobraé
podzial IT odcinka [a, b] tak, by zachodzita nieréwnosé

(42) G(II, f)— D(I, f) < e.

Nier6wnos¢ ta bedzie tym bardziej spetniona, gdy podzial IT uzupelimy dwoma punktami
¢, d (por. twierdzenie 1). Mozemy wobec tego zalozyé, ze punkty ¢, d sa punktami
podziatu II. Oznaczajac przez Il 4 zbiér punktéw podziatu II nalezacych do odcinka
[c, d] mamy

G(H[c,d]a f) - D(H[c,d]a f) < G(va) - D(H: f)7

zatem z (42) wynika, Ze podziat Ilj. 4 speinia warunek podany w twierdzeniu 4, a to
oznacza catkowalnosé funkcji f na przedziale [c, d]. O

5. Calka Riemanna jako granica sum przyblizonych. W §1 okreslilismy calke
funkcji ciagtej jako granice ciagu sum przyblizonych. Opierajac sie na twierdzeniu 3 latwo
udowodnié, ze ta sama, wlasnos¢ ma calka Riemanna funkcji ograniczonej (niekoniecznie
ciaglej).

Niech IT bedzie podzialem odcinka [a,b] okreslonym nieréwnosciami (2) i niech
E(IT) = {¢;} oznacza uklad punktéw posrednich tzn. speliajacych warunek

& €lzin o] (G=1,2,....k).
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Podobnie, jak w przypadku funkcji f ciaglej rozwazanym w §1, wprowadzimy sume
przyblizong calki (21) odpowiadajaca podzialowi Il jako wyrazenie

k

S(£ILEM) =D £(&)Aa;.

=1

7 nierownosci

wynika, ze

(43) DAL f) < $(f,ILE) < G, /)

dla dowolnego podziatu IT i dowolnego uktadu punktéw posrednich &(IT). Warto przy
tym zauwazy¢, ze sumy gorna i dolna moga nie by¢ sumami przyblizonymi, gdyz na ogét
nieciagla funkcja f moze nie przyjmowac swego kresu dolnego m; ani kresu gérnego M; w
zadnym punkcie & € [z;_1, z;].

Twierdzenie 13. Niech f bedzie funkcja calkowalng na przedziale [a,b] i niech {Il,}
bedzie ciggiem normalnym podziatéw przedziatu [a,b]. Dla dowolnie obranego uktadu punk-
tow posrednich {(I1,,) przyjmijmy oznaczenie

S = S/, T, €(IT) ).

Wowczas

b
(44) / f(z)dr = lim S,.
a n—00
DOWOD. Ustalmy e > 0 i niech § bedzie liczba dobrana, do €, o ktérej mowa w dowodzie
twierdzenia 3. Poniewaz {II,,} jest ciagiem normalnym podzialéw, istnieje takie N, ze dla
n > N zachodzi nieréwnos¢
d(IL,) < 4.

Zgodnie z twierdzeniem 3 mamy wéwczas dla n > N

b

G(lLy, ) < [ f(@) do e

a

b

D(11,, f) > / f(z)dx —¢

a

co w zestawieniu z réwnoscia, (22) i nieréwnoscia, (43) daje

b b
/f(a?)dw—6<5n</ ) do +e
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dla n > N, przy czym N jest dobrane do liczby 4, a wiec za jej posrednictwem do liczby e
ustalonej dowolnie na poczatku rozumowania. Oznacza to , ze zachodzi (44). O

7 udowodnionego twierdzenia wynika, ze w przypadku funkcji f ciaglej w przedziale
[a,b] (ktéra jest catkowalna zgodnie z twierdzeniem 5) catka Riemanna jest identyczna z
calka oznaczona, wprowadzona, w §1.

6. Wilasnosci rachunkowe calki Riemanna. Wzory rachunkowe udowodnione w
§1 dla calki funkcji ciaglej pozostajs stuszne dla calki Riemanna funkcji ograniczone;.
Sformutujemy je w postaci twierdzen.

Twierdzenie 14. Zaléimy, ze funkcje f, g sq calkowalne na przedziale [a,b] i niech c
bedzie dowolna statq. Wowczas funkcje f + g oraz cf sq calkowalne na przedziale [a,b] i
zachodzq rownosci

b

(45) / (5@ +9(0)) do = / o) dot | ot da.
(46) /abcf(x) da::c/abf(ac) dzx.

DOWOD. Calkowalnoéé funkcji f + g oraz cf byla udowodniona w twierdzeniu 8.
Réwnosci (45), (46) otrzymujemy podobnie jak dla funkeji ciagltych (twierdzenie 2 §1)
w oparciu o twierdzenie 13.

Twierdzenie 15 (o podziale przedziatu catkowania). . Jezeli funkcja f jest catko-
walna na przedziale [a,b], to jest catkowalna na kazdym z przedziatéw |a,c|, [c,b] (gdzie
a < c<b)izachodzi réwnosé

(47) /abf(:v) dmz/acf(:v) dm-}-/cbf(:v) dx

DOWOD. Catkowalno$é funkcji f na przedzialach [a,c] i [c, b] wynika z twierdzenia 12
za$ dowdd réwnosci (47) przebiega tak samo jak dowdd twierdzenia 3 §1 w oparciu o
twierdzenie 13.

Twierdzenie 16 (o monotonicznosci calki). Jezeli funkcje f, g catkowalne na prze-
dziale [a,b] spelniajq nierdwnosé

f(z) <g(z) dla z € la,b],

to

(18) [ 1@ s [ o a

DOWOD przeprowadzamy tak samo jak w twierdzeniu 4 §1 opierajac sie na twierdze-
niu 13.

Jako prosty wniosek z twierdzenia 16 dostajemy
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Twierdzenie 17. Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], to funkcja |f| tez
jest catkowalna na tym przedziale i zachodzi nierownosé

/abf(:c) dz S/ablfldx-

pOwOD. Caltkowalno$é funkcji |f| byta udowodniona w twierdzeniu 11. Aby otrzymaé
(49) zauwazmy, ze

(49)

f@ < f@) —f@) <If@)] (vea)

wobec tego zgodnie z (46), (48)

[ 1wt < (@)

/ab(—f(a?)) dor = —/abf(a:) dz < /ab\f(a:)| d.

Ostatnie dwie nieréwnosci daja, (49). O

oraz

Opierajac si¢ na twierdzeniu 13 mozna tatwo udowodni¢ dla catki Riemanna

Twierdzenie 18 (zasadnicze twierdzenie rachunku catkowego). Jezeli f jest cat-
kowalna na przedziale [a,b] i ma pierwotng F w tym przedziale, to

b
(50) / () dz = F(b) — Fla).

DOWOD nie rézni sie od dowodu twierdzenia 5 §1. O

Definiujac catke Riemanna w przedziale [a,b] zakladamy oczywiscie, ze a < b. Ze
wzgledéw rachunkowych wygodnie jest przyjaé¢ (podobnie, jak zrobilismy to w §1 dla funkcji

[ ciaglej)
a b
(51) [ t@a=- [ 1@ @<b),
b a
(52) / F(z) dz = 0.
Przy tak rozszerzonej definicji calki pozostaja, stuszne wzory (45), (46), (50), zas twierdze-

nie 15 mozna sformutowac nieco ogdlnie;j:

Twierdzenie 15°. Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale IP = [A, B], to dla
dowolnych a, b, ¢ € IP zachodzi (47).

DOWOD przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 3’ §1 i pozostawiamy go Czytel-
nikowi.
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Twierdzenie 19. Niech f bedzie funkcjq catkowalng na przedziale domknietym [A, B] i
niech a € [A, B]. Wéwczas funkcja

G(z) = / F(t) dt

jest ciagta w przedziale [A, B]. Jezeli f jest ciggta w punkcie xg € (A, B), to G ma w tym
punkcie pochodng i zachodzi réwnosé

(53) G (z0) = f(x0)-
Gdy x¢ jest jednym z koricow przedziatu [A, B, wzdr (53) pozostaje stuszny, jezeli przez
pochodna rozumiemy pochodng jednostronng.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd przy zalozeniu, ze xg jest punktem wewnetrznym
przedzialu. Korzystajac z (51), (52) i z twierdzenia o podziale przedzialu calkowania
mozemy przyrost funkcji G' zapisa¢ nastepujaco:

zo+h
(54) Glzo + h) — Glgo) = / F(t) dt.

Wobec tego z (49) wynika, ze

zo+h
(55) Glay+1) = Gao) < | [ I£0)

(0]

niezaleznie od znaku h. Poniewaz f jest ograniczona w [A, B], istnieje stala K taka, ze

f@I <K (ve(4,B])

i stad

zo+h
(56) / f (@) dt

0

< K|h.

Ustalmy dowolnie € > 0 i niech
€
0= —.
K
Woéwczas z (55), (56) wynika, ze
|G(zo + h) — G(zo)| <

dla |h| < § a to oznacza ciagtosé funkcji G w punkcie zg.
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Aby udowodnié rézniczkowalnos$é funkcji G zauwazmy, ze wobec (54) iloraz réznicowy
mozna zapisa¢ w postaci

o) = 1660+ m ~Gw] =1 [T s a

0

1
h
natomiast

zo+h
fa =y [ flan)

dla przyrostéw h o dowolnym znaku. Wobec tego

[ (s o)

Zo

(57) B(R) — f(zo)| = fﬂ

Jezeli f jest ciagla w punkcie x(, to do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ § > 0 tak, ze
dla |h| < 6 wyrazenie podcalkowe po prawej stronie (57) ma wartos¢ bezwzgledng < e.
Woéwczas dla |h| < § mamy

1

[2(1)  flao)] <

|h|-e=¢€

a to oznacza, ze

lim ®(h) = f(zo).

Zatem funkcja G jest rézniczkowalna w punkcie zy i zachodzi réwnosé (53). Dowdd w
przypadku gdy z¢ jest jednym z koncéw przedziatu [A, B] przebiega podobnie i pozosta-
wiamy go Czytelnikowi. O

Na zakonczenie udowodnimy jeszcze jedna wlasnos¢ catlki Riemanna przydatng przy
obliczaniu calek z konkretnych funkcji.

Twierdzenie 20. Jezeli f(x) = g(x) w przedziale [a,b] poza skoriczong ilo$ciq punktéw
i funkcja f jest calkowalna na [a,b] to funkcja g tez jest catkowalna na tym przedziale i
zachodzi rownosé

(58) / " F@) do = / " (o) de.

DOWOD. Dla uproszczenia dowodu zalozymy, ze funkcje f, g maja rézne wartosci tylko
w jednym punkcie ¢ € (a,b). Udowodnimy najpierw catkowalnosé funkcji g opierajac sie
na twierdzeniu 4. Funkcja g jest ograniczona, istnieja, wiec liczby M, m takie, ze

m<g(z)<M dla z€]la,b].

Obierajac dowolnie liczbe € > 0 ustalmy punkty z’,z” w taki sposéb, by zachodzity
nieréwnosci

(59) ¥ <e<a, (M —m)(z" — 1) <

N ™
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W przedziatach [a, 2'], [z", b] funkcja g jest identyczna z funkcja, f, jest wiec na kazdym z
tych przedzialéw catkowalna zgodnie z twierdzeniem 12. Istnieja, zatem podzialy okreslone
nieréwnosciami

2

a=z0< Ty <+ <Tp_1 =2, ' =y <zpy1 < - <zp=0>

takie, ze zachodza nieréwnosci

p—1 k
€ €

(60) Z —mj)Az; < 7 Z (Mj —mj)Az; < 7

j=1 Jj=p+1
gdzie

m; = inf g, M;= sup g G=1,...,k j#p).

[#j—1,;] [zj—1,%;]

Niech

m, = inf g, M, = sup g, Az, =2" -1,

[z!,2"] [z,z"]

wowczas z drugiej nieréwnosci (59) wynika, ze

€
(61) (M, —mp)Azx, < 3"

Wobec tego podzial IT odcinka [a, b] okreslony nieréwnosciami
To<x1 < <xp1=2 <zp=2"<---<zxp=0b
spelnia warunek twierdzenia 4, gdyz po dodaniu nieréwnosci (60), (61) otrzymujemy
G(Il,g9) — D(Il,g) < ¢

Zatem funkcja g jest calkowalna na przedziale [a,b]. Zgodnie z twierdzeniem 13 jej catka
jest granica ciagu sum przyblizonych, przy czym ciag normalny {II,} podzialéw odcinka
[a,b] i uktady punktéw posrednich £(I1,,) moga by¢ dowolnie obrane. Zakladajac, ze dla
zadnego n punkt c nie jest punktem posrednim, mamy

S(f: M, E(Tn)) = S(g, Mp, £(In)),

co po przejéciu do granicy przy n — oo daje (58).
Przykiad 2. Niech
z? dla 0<z <1,
flz)y=4¢ 2 dla 1<z <3,
z dla 3<x<4.
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Funkcja f ma w przedziale [0,4] dwa punkty nieciaglosci: ¢; = 1 oraz ca = 3 (por.
rys. 83), wobec tego jest calkowalna na tym przedziale (twierdzenie 6). Na podstawie
twierdzenia o podziale przedzialu catkowania mamy

/O4f(a?) da:=/01f(a:) dac+/13f(x) da:—i-/:f(a;) d.

Pierwsza i trzecia, calke po prawej stronie obliczymy korzystajac z twierdzenia 20. W
pierwszej calce zmierimy warto$é¢ funkcji f w punkcie x = 1 przyjmujac f(1) = 1, wéwczas

/Olf(a:)da::/olﬁdac:%,

natomiast w trzeciej calce przyjmiemy f(3) = 3. Wowczas

a wiec

Zadania.

1. Obliczy¢

jezeli

4
/ f(a:)dle—i—él-i—zz—.
O 3

/34f(:c)da:=/:a:d:c:g,

47
2 6

dla —1<z<1,
dla =z =1,
dla 1 <x<2.
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Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniach 15 i 20.

2. Obliczy¢

Ky

f(z) da,

—T

jezeli

f(z) =sinz dla —7r<a:<7r,:c7éj:g,

Wskazéwka - jak w zadaniu 1.

3. Niech f, g beda funkcjami caltkowalnymi na przedziale [a, b]. Udowodnié, ze
(i) z nieréwnosci

f(z)>0 dla =z € a,b]
wynika

b
/ f(x) dx > 0;

(ii) z nieréwnosci
f(x) >g(x) dla =z € la,b

/abf(m) d:c>/abg(:c) dz

(por. zadanie 8 §1).

Wskazéwka. W punkcie (i) przyjaé e, = % i z zaprzeczenia tezy wywnioskowacé, ze istnieje
przedziat [a1,b1] C [a,b], w ktérym f(z) < e;. Powtarzajac to rozumowanie okazaé, ze
istnieje ciag zstepujacy przedzialéw [an,b,] C [a,b] (n € IN) taki, ze f(z) < e, dla
x € [apn,by]. Nastepnie korzystajac z twierdzenia Ascoliego (twierdzenie 1 rozdz. II §2)
udowodnié istnienie punktu ¢ € [a, b], w ktérym funkcja f przyjmuje warto$é zero - wbhrew
zalozeniu. Punkt (ii) sprowadzi¢ do punktu (i).

wynika,

4. Zalézmy, ze funkcja f jest calkowalna na przedziale [a, b]. Udowodnié, ze
a.) z nieréwnosci
A< f(z)<B

wynika oszacowanie

b
Ab—a) < / f(z) dx < B(b — a);

b.) z nier6wnosci
| f(z) <M
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wynika oszacowanie

b
[ @ da| < M@0

(por. zadania 7 i wniosek 1 §1).

5. Niech f bedzie funkcjg catkowalna na przedziale [P, Q]. Udowodnié, ze dla dowolnych
a,b € [P, Q] zachodzi nieréwnosé
b
[ 1@
a

/ab f(z) dx

6. Udowodni¢, ze funkcja calkowalna na kazdym z przedzialéw [a, c], [c, b] jest calkowalna
na ich sumie [a, b].

<

7. Niech f bedzie funkcja caltkowalna na przedziale [a,b]. Udowodnié¢, ze dla dowol-
nie obranej liczby rzeczywistej ¢ funkcja g(z) = f(x — c) jest calkowalna na przedziale
[a+c, b+ .

Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniu 4.

8. Niech f bedzie funkcja calkowalna na przedziale [a,b]. Udowonié, ze dla dowolnie

obranej liczby ¢t > 0 funkcja h(z) = f(tz) jest catkowalna na przedziale [%, b].

Wskazéwka - jak w zadaniu 7.

9. Niech %’ bedzie utamkiem nieskracalnym o liczniku calkowitym i mianowniku naturalnym

i niech - ’
1 =2

fa = e

0 gdy =z jest liczba niewymierna

(por. zadanie 17 rozdz. III §3). Udowodnié, ze funkcja f jest calkowalna na kazdym
przedziale [a, b] i obliczy¢ jej catke w tym przedziale.

Wskazéwka. Obierajac dowolnie N > 0 udowodnié najpierw istnienie liczby r(N) takiej,
ze ilosé liczb wymiernych % w przedziale [a, b], dla kérych

(62) g< N

nie przekracza r(IN). Nastepnie dla dowolnego podziatu IT okre§lonego nieréwnosciami (1)
przedstawié réznice

w postaci

(63) QUL f) =) (Mj — mj)Az; + Y (M; —my)Ag;,

jEA jEB
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gdzie j € A wtedy i tylko wtedy, gdy odcinek [z;_1, z;] zawiera liczbe IT; speliajaca

(62). Nastepnie oszacowaé z géry obie sumy po prawej stronie (63) i dobra¢ liczbe N oraz
Srednice podziatu II tak, by spelniony byl warunek catkowalnosci podany w twierdzeniu 4.

10. (Pierwsze twierdzenie o wartosci $redniej.)
Niech f, g beda funkcjami catkowalnymi na przedziale [a, b], przy czym g ma staly znak.
Zakladajac, ze

m<f@) <M (z€ab]),

udowodnié istnienie liczby u € [m, M] takiej, ze

[ s ae = [ o)

Jaka, postaé¢ przyjmuje to twierdzenie gdy g(z) = 1?7 Poda¢ sens geometryczny.
Wskazowka. Przenies¢ dowod twierdzenia 3 z §3.

11. Niech f bedzie funkcjg calkowalng na przedziale [a,b] za$ g funkcjg nieujemna, i

malejaca w tym przedziale. Udowodnié istnienie liczby & nalezacej do przedziatu [a, b]
takiej, ze

[ 1) ae = gta) [ )

Wskazéwka. Rozwazajac dowolny podzial IT przedziatu [a, b] okreslony nieréwnosciami (2)
udowodnié¢ najpierw, ze suma

X
m = inf F, M =sup F, F(a:):/ f(@) dt.
[a,b] [a,b] a

Nastepnie do dowolnie obranego € > 0 dobraé¢ podziat II przedziatu [a, b] tak, by suma

i/:i (9(5'3) - 9(%—1))]‘(3:) dx

lezala w przedziale [—e, e]. Wobec dowolnosci liczby € wywnioskowaé stad, ze

b
mg(a) < / f(@)g(x) dz < Mg(a)
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i skorzystaé z ciaglodci funkcji F' (por. twierdzenie 19).
12. (Drugie twierdzenie o warto$ci $redniej.)

Niech f bedzie funkcja calkowalna na przedziale [a, b] za$ g funkcja, monotoniczna w tym
przedziale. Udowodnié istnienie liczby & lezacej w przedziale [a, b] takiej, ze

b ¢ b
z)g(z) dx = g(a ) dx b ) dx.
| @@ o =@ [ 1) +g()/€f()

Poréwnaé z twierdzeniem 5 §3.
Wskazowka. Zastosowaé¢ zadanie 11.

13. Niech f, g beda, funkcjami calkowalnymi na przedziale [a, b] i niech

g(z)>n>0 (:EE [a,b]).

Udowodni¢, ze iloraz 5 jest funkcjg calkowalna, na przedziale [a, b].

Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniach 9, 10.



