§6*. Funkcje o wahaniu skoriczonym.

1. Wahanie funkcji. Niech f bedzie funkcjs okreslona w przedziale domknietym [a, b]
zas Il podzialem tego przedzialu okreslonym nieréwnosciami

(1) a=rg< 1< - <zTR=0>
i niech
k
VAL F) =Y | fla;) — fzi) |-
j=1
Liczbe (skoriczong lub nie)

(2) W2(f) = sup V/(IT, f)

nazywamy wahaniem funkcji f na przedziale [a,b]. Méwimy, ze f jest funkcjq o wahaniu
skoriczonym w przedziale [a,b] (lub ze f ma skoriczone wahanie na przedziale [a, b)), jezeli

(3) W (f) < 0.

Przykiad 1. Niech

f($):{0 dla —-1<z<0,

2 dla 0<z<1.

Woéwcezas dla dowolnego podziatu 11

2 gdy rj—1 <0<y,

[ HGa) = Sa) = {

0 dla pozostalychy,

i stad
V(L f) = 2.

Wobec tego
Wil(f) = 27

zatem warunek (3) jest speliony i f jest funkcja o wahaniu skoficzonym w przedziale
[—1,1]. O

Przykitad 2. Niech

T sin 7 dla 0<z <1,

f(m):{o dla z=0.

Zauwazmy najpierw, ze f jest ciagla w przedziale [0,1]. Ciaglos¢ dla z = 0 wynika z
twierdzenia 2 rozdz.I1I §3, bowiem zgodnie z nier6wnoscig

.
‘xsm—‘ < |z|
x

560
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mamy
[f (@) = f(O)] <&,

jezeli zalozymy, ze |x| < § = €, natomiast ciagltosé¢ f dla z # 0 wynika z twierdzen o
ciaglosci iloczynu i superpozycji (rozdz. 111 §3).

Okazemy, ze f nie jest funkcja o wahaniu skoriczonym w przedziale [0, 1], Wystarczy w
tym celu okazaé, ze do dowolnie danej liczby M > 0 mozna dobraé podzial IT odcinka [0, 1]
w taki sposéb, by zachodzita nieréwnosé

(4) V(IL, f) > M.
Poniewaz
2 2
singzl dla x:4k+1, singz—l dla :E:4k+3
(k calkowite), przyjmijmy
2
Ty = dl =1,2,...
o 4r + 1 ar T
oraz
T 2 dla 0,1,2
r = r=20,1,2,...
Tt

i rozwazmy podziat

Iy : 0< Ty < Ts<Ts1 <Tg_1 < -<T1<T1<ZTp<l1.

Mamy
f(i'r) = Zr, f(i'r) = _i'r

i stad ) )
V(I f)=2) % + 2> &,

r=1 r=0

czyli

(5) v =1y L 4y !
el 4r +1 4r +3°

r=1 r=0
Zostawmy na chwile badanie funkcji f i przyjrzyjmy sie szeregom
o

1 <1
2ot Xais

Latwo sprawdzi¢ opierajac sie na twierdzeniu 1 rozdz. IV §2, ze oba s rozbiezne - zachodza,
bowiem nieréwnosci

1
4r +1

1 1 S 1
r+1’ 4r+3" 4 r+1’°

>1
4
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zas szereg

5

gt 1

jest rozbiezny jako szereg harmoniczny (Przyklad 4 rozdz. IV §1). Po prawej stronie

(5) wystepuja zatem sumy czesciowe szeregdéw rozbieznych, a stad wynika, ze podzial II
spelia warunek (4), jezeli obierzemy dostatecznie duze s.

7 podanych przykladéw widaé, ze funkcja o wahaniu skonczonym moze nie by¢ ciagla a
z drugiej strony istnieja, funkcje ciaglte majace nieskoriczone wahanie. Sformutujemy teraz
warunki dostateczne do tego by funkcja miala skoniczone wahanie na ustalonym przedziale.

Twierdzenie 1. Funkcja monotoniczna w przedziale [a,b] jest funkcja o wahaniu skori-
czonym w tym przedziale.

DOWOD. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze f jest rosnaca, wéwczas dla dowolnego
podziatu IT okreslonego nieréwnosciami (1)

czyli po redukcji
Zatem

0

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym [a,b] i ma w
przedziale otwartym (a,b) ograniczong pochodna, to jest funkcja o wahaniu skoriczonym
w przedziale [a, b].

DOWOD. Dla dowolnego podziatu IT okreslonego nieréwnosciami (1) mamy na mocy
twierdzenia Lagrange’a
K
Z — 1),

gdzie &; € (xj_1,x;). Z zalozenia 1stn1eJe liczba M > 0 taka, ze
[f'(@) <M dla =z € (a,b),

wobec tego
k
V(M, f) < Z —z; 1) =M —a).

Zatem
W2(f) < M(b—a) < o
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Whniosek 1. Funkcja klasy C' w przedziale domknietym [a,b] ma skoriczone wahanie na
tym przedziale.

Moéwimy, ze f jest funkcja, kawatkami gladkq w przedziale [a,b], jezeli istnieje taki
skoriczony ciag liczb ¢; (7 =0,1,...,p) spelniajacych nieréwnosci

a=cp<cr<---<cp=0b

i taki uklad funkcji h; (j =1,...,p), ze
19 f(z) = hj(z) dla cj—1 < x < ¢j,
20 funkcja h; jest klasy C' w przedziale domknietym [¢;_1, ¢;].
Jezeli funkcje h; sa stale, to méwimy, ze funkcja f jest kawatkami stata w przedziale [a, b].

A
y
2+ O———0
1e
(0] 1 5 x’
[rys. 82]
Przyklad 3. Niech (rys. 82)
1 dla x =0,
x dla 0<z <1,
flz) =
2 dla 1<2x<2,
0 dla z=2.

Mamy

a=co=0<ci=1<cy=b=2, hi(z) = x, ha(x) = 2.

Poniewaz funkcje hy, he sa klasy C' odpowiednio w przedziatach [0,1], [1,2], funkcja f
jest kawatkami gladka w przedziale [0,2]. W punktach cg, ¢, ¢ funkcja f jest nieciagla.
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v

[rys. 83]
Przyklad 4. Niech (rys. 83)

f(:v):{_x dla —-1<z<0,

2 dla 0<z<1,
wowczas przy wprowadzonych poprzednio oznaczeniach
1
a=cp=—-1<ec1=0<ca=b=1, hi(z) = —x, ho(x) = —.
x
Jednak f nie jest kawatkami gladka w przedziale [—1, 1], gdyz funkcja hs nie jest klasy C*

w przedziale [0, 1] (w punkcie z = 0 funkcja ta nie jest okreslona, zas przy z — 0+ dazy
do +00).
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Twierdzenie 3. Jezeli f jest kawatkami gtadka w przedziale |a,b], to jest funkcja o
wahaniu skonczonym w tym przedziale.

DOWOD.

[rys. 84]
Przeprowadzimy dowdd zakladajac, ze f ma jedyny punkt nieciaglosci ¢ wewnatrz
przedzialu. Dowéd w ogdlnym przypadku przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytel-

nikowi jako éwiczenie. Mamy (rys. 84)

hi(x) dla a <z <ec,
ha(x) dla c<z<b

@) ={

przy czym funkcja h; jest klasy C' w przedziale [a, ] i funkcja hs jest klasy C! w przedziale
[c, b]. Z uczynionych zalozeri wynika istnienie stalej M > 0 takiej, ze

(6) By(z)| <M dla =z € a,c], |hh(z)| < M dla =z € [c,b].
Przyjmijmy oznaczenia
o(c) = ha(c) — ha(c), o-(c) = f(c) — ha(c), o4(c) = ha(c) — f(c).

Oszacujemy V (II, f) dla dowolnego podziatu II okreslonego nieréwnosciami (1). Jezeli ¢
nie jest punktem podziatlu, to dla pewnego s

To_1 < c< Ty

1 wéwczas

[f(@s) = f(@s—1)| < [ha(zs) — ha(c)| + |o(c)] + [ha(c) — ha(zs-1)],
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skad po zastosowaniu twierdzenia Lagrange’a i nieréwnosci (6) otrzymujemy

(7) [f(@s) = f(@s-1)| < M(2s — 1) + |o(¢)].

Jezeli za$ dla pewnego r
(zatem c jest punktem podziatu IT), to

[ (@r) = f(@r-1)| < lo-(0)[ + [ha(c) — ha(zr-1)]

\f(@r11) = f(zr)| < |h2(zr11) = ha(c)| + o4 (c)],

skad stosujac ponownie twierdzenie Lagrange’a i nier6wnosé (6) otrzymujemy

(8) [ (@r) = f(@r—1)| < M(z — 1) + |0 ()]
(9) [f(@ri1) = f2r)] < M (211 — ) + |og ().

Podobny rachunek wykazuje, ze jezeli ¢ ¢ [x;_1,z;] to

(10) [f(z5) = f(@j1)| < M(zj — zj-1).
Z nieréwnosci (7) - (10) wynika oszacowanie

V(L f) < M(b—a) + S(c),

gdzie
S(c) = lo(0)| + lot(0)| + lo-(c)]-
Wobec tego
Wo(f) < M(b—a)+S(c) < o,
co konczy dowdd. O

2. Wilasnosci wahania funkcji. Bedziemy zaktadali, ze f jest funkcja o wahaniu
skoniczonym w przedziale [a, b].

Twierdzenie 4. Dla dowolnego c € (a,b)

W2(f) = W)+ W2(f).

DOWOD. Niech
oM. g=gy<z1<---<zp=c
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bedzie dowolnym podzialem odcinka [a, c|, za$

H®: c=yo<y1<---<ys=b
dowolnym podzialem odcinka [c, b]. Wéwczas

m=1amyma®

jest podzialem odcinka [a, b] i przy tym

v@®W, )+ v@®, f) = V(L f).
Na mocy definicji wahania funkcji wynika stad, ze

vI®, f)+vI@®, f) <w(f).
Rozwazajac kres gérny lewej strony po wszystkich podziatach II(!) (przy ustalonym II(?))

dostajemy nier6wnosé
We()+v®, £) <wR(f),

nastepnie przechodzac do kresu gérnego po wszystkich podziatach TI(?) otrzymujemy
(11) We(F) + W (f) < Wo(f).

Pozostaje do udowodnienia nieréwnosc¢ przeciwna. Niech II bedzie dowolnym podziatem
odcinka [a, b] okreslonym nieréwnosciami (1), wéwczas dla pewnego s

Ts—1 < c< g,

zatem IV = {a,z1,...,24_1,c} jest podziatem odcinka [a,c] i I® = {c¢, z,, ...,z = b}
jest podzialem odcinka [c, b]. Poniewaz

[f(@s) = f(@s—1)| < [f(2s) = F()+ [f(e) = F@s-1)],

zachodzi nieréwnosé
VL f) <v@®, £+ v@®, ),

z ktorej wynika, ze
V(L f) < WE(f) + W)

Rozwazajac kres gérny lewej strony po wszystkich podzialach II odcinka [a, b] otrzymujemy
(12) W () < Wa(f) + We(f).

Z nieréwnosci (11), (12) wynika teza twierdzenia. O
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Whniosek 2. Jezelia < c < d<bif jest funkcjg o wahaniu skonczonym w przedziale
[a, b] to réwniez jest funkcjq o wahaniu skoriczonym w przedziale [c,d] i przy tym

(13) WE(f) <W2(f).
DOWOD. Poniewaz wahanie funkcji jest liczba, nieujemna, z (11) wynika
W) < WR(F),
za$ zastepujac przedzial [a, b] przez [c, b] otrzymujemy podobnie
WE(F) < W2(H)-

Nier6wnosci te daja (13). O

Z Wniosku 1 wynika, ze jezeli f jest funkcja o wahaniu skoniczonym w przedziale [a, b],
to ustalajac dowolnie z € (a,b] mozemy rozwazaé¢ funkcje

(14) w(z) = W5 (f).

Definicje wahania funkcji mozna formalnie przenies¢ na przypadek przedziatu ”zdegenero-
wanego” [a, a], oczywiscie

Wz (f)=0
dla kazdej funkcji f. Dlatego mozemy rozwazaé funkcje (14) w calym przedziale [a,b],

przyjmujac
w(a) =Wg(f)=0.

Twierdzenie 5. Zakladamy, Ze f jest funkcjq o wahaniu skoriczonym w przedziale [a, b].

Wowczas
(i) Jezeli f jest ciagta prawostronnie w punkcie c € [a,b), to funkcja

w(z) = Wi (f)

tez jest ciagta prawostronnie w punkcie c.
(ii) Jezeli f jest ciagla lewostronnie w punkcie ¢ € (a,b], to funkcja w jest tez ciagta
lewostronnie w punkcie c.

DOWOD. Zauwazmy, ze zgodnie z Wnioskiem 2 mamy
Wi (f) < oo

dla z € [a, b], zatem funkcja w(z) jest dobrze okreslona w calym przedziale [a, b].
Udowodnimy najpierw (i). Z definicji kresu gérnego wynika, ze do dowolnie ustalonej

liczby € > 0 mozna dobraé¢ podzial Il; odcinka [c, b] tak, by

(15) W2 (f) < V(Ie, f) +

| ™



569
Przyjmijmy, ze podzial II. jest okreslony nieréwnosciami
c=x90< o1 << xR, =b.

Poniewaz f jest prawostronnie ciagla w punkcie ¢, mozna do € dobraé liczbe § > 0 tak, by
zachodzita nieréwnos¢

(16) Q) - f@)] < 5,
o ile
(17) c<Z<cH+d

Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy zalozyé, ze ¢+ § < xy. Zauwazmy, ze

[f(z1) = f(O) < [f(z1) = f(2)[ + [F(2) = ()],

wobec tego rozwazajac podzial odcinka [z, b]

II:z<z1< <z, =0

mamy na mocy (16)
V(L f) < -+ V(IL ),

a stad wobec (15)
We(f) < e+ V(L ),

co daje
Wo(f) <e+ W3 (f).

Zgodnie z twierdzeniem 4
Wi (f) = Wg(f) = We(f) = Wz (f),
zatem ostatnia nieréwnos$¢ moze by¢ zapisana w postaci
Wg(f) = We(f) <e.

Zachodzi ona dla dowolnie ustalonego z spetniajacego (17), a to oznacza teze (i).
Dowdd (ii) przebiega podobnie. Do dowolnie ustalonej liczby € > 0 dobieramy najpierw
podziat II. odcinka [a, ¢| okreslony nieréwnosciami

/ / !/
a=£l?0<331<"'<$p:C
taki, ze

(18) We(f) < VL, f)+ 5
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oraz liczbe 0 > 0 o tej wlasnosci, ze

(19) 10— 1@ <3,
jezeli
(20) c—d<IT<ec.

Nie zmniejszajac ogdélnosci mozemy zalozy¢, ze
!
T, 1 <c—0.

Poniewaz
[f(e) = f(zp_1)| < [f(e) = f(@)] + [f(@) — fap-1)];
wiec wprowadzajac podzial odcinka [a, Z]

Mia=x5<a)<---<zp | <7T

mamy zgodnie z (19)
V(L f) < S+ V(L ),

a zatem wobec (18) ~
Wg <e+ V(L f),

skad wynika, ze .
Wa(f) <e+Wg(f)

Ostatnia, nieréwnos¢ mozna zapisa¢ w postaci
Wi(f) = Wi(f) <e.

Nier6wnosé ta zachodzi dla dowolnie ustalonego z speliajacego (20) a to oznacza teze (ii).
O
7 udowodnionego twierdzenia wynika
Whniosek 3. Niech f bedzie funkcjq o wahaniu skoriczonym w przedziale [a,b]. Jezeli

funkcja f jest ciagta w przedziale [a,b], to tq sama wlasno$é ma funkcja

w(z) = Wz (f)-
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3. Rozklad kanoniczny Jordana. Opierajac sie na twierdzeniach 4, 5 udowodnimy

Twierdzenie 6 (Jordana). ' Kazda funkcja f o wahaniu skoticzonym w przedziale [a, b]
daje sie przedstawié jako réznica dwéch funkcjyi rosngcych

(21) f(@) =p(z) — q(),
gdzie
(22) pa) = S (W) +5@),  al@) = 5 (We) - (@),

Jezeli f jest cigglta w [a,b], to tq sama wlasnosé majq funkcje p, q.

DOwWOD. Ciaglosé funkcji p, g zapewnia Wniosek 3, pozostaje okazaé, ze funkcje te sa
rosngce. Zalézmy, ze
a<e<d<d

i niech II oznacza podziat odcinka [c, d] okreslony nastepujaco
[M:c=20 < z1 =d.
Woéwczas z definicji wahania funkcji mamy
V(IL f) = |£(d) = f(o)| < WE(f)
i wobec tego
(23) WEF) +F(d) = f() 20, WI(f)+ f(e) = f(d) > 0.

Opierajac si¢ na twierdzeniu 4 stwierdzamy, ze

p(d) — p(e) = 5 (W) + F(d) ~ (o))
o)~ a(e) = 5 (W) + 7(0) ~ 1@)),
zatem z (23) wynika
p(d) =2 p(c),  q(d) = q(c),

co konczy dowédd. O

Rozklad funkcji f o wahaniu skonczonym okreslony wzorami (21), (22) nazywamy
rozktadem kanonicznym Jordana.

4. Wilasnoéci rachunkowe funkcji o wahaniu skonczonym. Na zakonczenie
udowodnimy pewne proste twierdzenia dotyczace funkcji o wahaniu skoniczonym.

1Camille Jordan (1838 - 1922), matematyk francuski, zajmowat sie analiza, matematyczna, algebra,
magcierzy i teorig, grup. Napisal pierwsza w $wiecie ksiazke poswiecong teorii grup i teorii Galois. Od
1881 r. czionek Paryskiej Akademii Nauk, od 1895 r. czlonek Akademii Nauk w Petersburgu.
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Twierdzenie 7. Jezeli f jest funkcjq o wahaniu skoriczonym w przedziale [a,b], to
réwniez | f| ma tq wtasnosé.

DOWOD. Z nieréwnosci
|f(z)| = [f(zj—)l| < [f(z) — fzj-1)]

(por. (12) rozdz.I §1) wynika, ze
V(L |f]) < VAL f)

dla kazdego podziatu IT odcinka [a, b]. Przechodzac do kresu gérnego ze wzgledu na wszys-
tkie podzialy otrzymujemy
We () <We(f)

skad wynika teza. 1

7 definicji wahania funkcji wynika natychmiast

Twierdzenie 8. Funkcja o wahaniu skoriczonym w przedziale [a,b] jest ograniczona w
tym przedziale.

DOWOD. Ustalajac dowolnie 2y € (a,b] rozwazmy podziat II odcinka [a, b] okreslony
nieréwnosciami
II:a<xy <0,

wowczas

[f (o) = f(a)| < V(L f) < W (f),
stad (por. (12) rozdz.I §1)

(o) = [f(a)] < |f(w0) = f(a)] < W (),

zatem

f(zo)| < |f(a)| + W2(F).

Udowodnimy jeszcze

Twierdzenie 9. Jezeli funkcje f1, fo majq skoriczone wahanie na przedziale [a, b], to ich
kombinacja liniowa oraz iloczyn maja rowniez skonczone wahanie na tym przedziale.

DOWOD. Dla dowolnych stalych c1, co, zgodnie ze wzorami (9), (10) rozdz. I §1, mamy

le1fi(w5) + cafa(wj) — e1fi(zj—1) — cafa(wj—1)]
<lallfi(zg) = filzj—1)| + |e2|| fa(zs) — fa(zj-1)]

i stad
V(L crf1 + caf2) < e[V f1) + [e2| V(I f2)
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dla dowolnego podziatu II odcinka [a,b]. Przechodzac do kresu gérnego po wszystkich
podziatach (por. rozdz. IIT §3 punkt 10) otrzymujemy

(24) We(erf1 + cafz) < er|[WE(f1) + [ca|WE(f2),

skad wynika pierwsza czesé tezy.
Na podstawie twierdzenia 8 funkcje fi, fo sa ograniczone w przedziale [a, b], istnieje
wiec liczba M > 0 taka, ze

Ifi(z)| <M (j=1,2; x€la,b)).

Wobec tego
|fi(zg) fa(z) — fr(@j-1) fo(mj-1)]
< |zl f2(z5) = fa(@ima) | + | fa(zj-1) [ fr(z;) — fi(zj-1)|
< M(|fi(25) = Azl + |falw5) = falws1)])

a stad

VL f1fz) < M (VL f1) + V(I £2)

dla dowolnego podziatu II odcinka [a, b]. Przejscie do kresu gérnego po wszystkich podzia-
tach daje

W2(f1f2) < M(WE(f2) + WE(F),

skad otrzymujemy druga czesc tezy. U
Zadania.

1. Postugujac sie twierdzeniem Lagrange’a o wartosci sredniej oszacowaé z géry wahanie

nastepujacych funkcji:

a.) f(x) =xcosx na przedziale [0,n],

b.) f(x)= 527—:_23 na przedziale [—1,1],
2] dl 0,
c.) flz)= { vosE a o na przedziale [0, e].
0 dla z=0

2. Znalez¢ wahanie funkcji
a.) f(z) =2z na przedziale [-1,1],

V2
b.) f(z) =sinz? na przedziale !0, TW] ,

sr5 na przedziale [—1,10].
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3. Ktére z podanych funkcji maja, skoficzone wahanie na przedziale [0,1]? Naszkicowaé
ich wykresy.

{x2 dla 0<z<1,
1 dla x =0,

L dla 0<z<1
_ z—1 — ’
(i) f(x)_{1 dla z =1,
sin 2& dla 0<z<1
_ T =~ 4
(i) f(x)_{o dla z=0,

T dla O§x<%,
T dla %Sxﬁl.

Wskazowka. Punkt (iii) poréwnaé z Przykladem 2.
4. Znalez¢ wahanie funkcji f na przedziale [a, b], jezeli

() flz)=2% a=-2, b=1,
(i) f(x)=sinz, a=0, b=2m,

2x dla —1<z<0,
(iii) f(z)=¢ —x+1 dla 0<z <1, a=-1, b=2.
3 dla 1<z<2,

Wskazéwka. Podzieli¢ przedzial i zastosowaé twierdzenie 4.

5. Dla funkcji podanych w zadaniu 4 znalezé funkcje

w(z) = W7 (f)
i podac rozktad Jordana. Zbada¢ ciaglosé funkcji w, wynik poréwnaé z twierdzeniem 5.
6. Niech f, g bada funkcjami o wahaniu skoficzonym w przedziale [a, b], przy czym

lg(z)| > a>0

dla z € [a, b]. Udowodni¢, ze iloraz 5 ma tez skoficzone wahanie na przedziale [a, b].

Wskazéwka. Udowodnié, ze funkcja é ma skofczone wahanie na przedziale [a,b] i

zastosowaé twierdzenie 9.

7. Niech
Pa(t) = atgt —t (e #0).

Udowodni¢, ze w kazdym przedziale IPy = (km — 5, km + ), gdzie k jest liczba calkowita
rézna od zera, lezy dokladnie jedno miejsce zerowe funkcji pg.
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Wskazéwka. Zaczaé od zbadania funkcji p, w przedziale (-3, 7).

8. Zbada¢ ekstrema i naszkicowa¢ wykres funkcji

fo(2) {xasin% dla 0<zx<1,
al\T) =
0 dla z=0
(¢ € R).

Wskazowka. Zauwazy¢ najpierw, ze punkty
. o 1
=0 oraz Ty =7 (k € IN)

sa, jedynymi miejscami zerowymi funkcji f,. W celu zbadania ekstremow dla o # 0 oprzeé
si¢ na zadaniu 7. Nastepnie znalez¢ punkty, w ktorych sin 7 przyjmuje wartosci +1; czy
dla a # 0 sg one punktami ekstremalnymi funkcji f,?

9. Niech f bedzie dowolna, funkcja, okreslona w przedziale A = [a,b]. Sprawdzié, ze

(i) Jezeli podziat Il jest zageszczeniem podziatu IT (tzn. powstaje z niego przez dolaczenie
nowych punktéw), to

V(I f) < V(L f).
(ii) Jezeli f jest monotoniczna w przedziale A, to

V(I f) =1f(b) — f(a).

(iii) Zalézmy, ze f ma w przedziale A staly znak i jedyne ekstremum dla z =ty € (a,b),
przy czym jest to

minimum, gdy f(z) <0, maximum, gdy f(z) > 0.
Woéwczas

[f(b) — f(a)| < [f(to)]-
10. Niech f, bedzie funkcja okreslona w zadaniu 8. Okazaé, ze

=00 dla a<l1,
<oco dla a>1.

Wi (/)

Wskazéwka. Dla a < 1 rozumujemy podobnie jak w Przykladzie 2, dla @ > 1 opieramy
sie na zadaniach 8, 9. Wynika z nich, ze szacujac z géry wyrazenie V(II, f) gdzie

M:0=zp<z1 <<z, =1
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mozna zalozyé, ze odcinek [z1, 1] zostal rozbity na przedzialy A speliajace jeden z wa-
runkéw (ii) lub (iii) zadania 9. W wyniku otrzymujemy oszacowanie

.
V(IL fa) <3 2,
k=1

gdzie r jest liczba, naturalna dobrana do z;. Nastepnie nalezy wykorzystaé zbieznosé
odpowiedniego szeregu.

11. Niech f, bedzie funkcja rozwazana w zadaniach 8, 10. Zbada¢, dla jakich «
a.) fa jest ciagla,
b.) fa jest rézniczkowalna,
c.) fl jest ograniczona,
d.) fl jest ciagla
w przedziale [0, 1]. Poréwnaé z twierdzeniem 2 i zadaniem 10.

12. Zalézmy, ze
(i) funkcja f jest ciagla w przedziale [a, b] i réZzniczkowalna wewnatrz tego przedziatu,

(ii) funkcja |f’| jest ograniczona i catkowalna na przedziale [a, b].
Okazaé, ze

b
Wo(f) = / ()] de.

Wskazoéwka. Zauwazy¢, ze przy dowolnie ustalonym § > 0

Wi(f)= sup V(IL f).
d(I)<é

13. Zakladajac, ze

(a) lim g,(z) = g(x) dla z € [a,b],

n—0o0
(b)  istnieje lim W2(g,) = A < o0,
n—oo

udowodnié¢ nieréwnosé
We(g) < A.

14. Utrzymujac w mocy zalozenie (a) zadania 12 zalézmy oprécz tego, ze
(b) dla kazdego n > 0 funkcja |f’| jest ograniczona i catkowalna w przedziale [a + 7, b,
(c) istnieje granica

b

b
(25) im [ ()] do = / ()| da

n—0+ a+n
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(catka po prawej stronie (25) jest catkq niewlasciwq Riemanna).
Okazaé, ze wowczas

b
Wi < 15(@)+ [ 1f @) de.
Wskazéwka. Zastapi¢ funkcje f przez funkcje

f(z) dla a+n<z<b,
gn(z) =
0 dla a<z<a+n,

nastepnie oprzec¢ si¢ na zadaniach 12, 13.

15. Niech f, bedzie funkcjs rozwazana w zadaniach 8, 10, 11.Udowodni¢, ze
Wo(fo) <oo dla a>1

opierajac sie na zadaniach 12, 14.

16. Niech {cy = b, ¢y, ca, ...} bedzie ciagiem $Scisle malejacym zbieznym do a < b, niech g
bedzie funkcja okreslona, w przedziale [a, b] spelniajaca, warunki

g(x)=h, dla z€ (chpy1,cn] (n=0,1,2,...)

1 niech
0p = hp_1— hy, (n € IN).

Okazaé, ze
(i) g ma skoriczone wahanie na przedziale [a, b] wtedy i tylko wtedy gdy szereg

(26) >

jest bezwzglednie zbiezny,
(ii) w przypadku bezwzglednej zbieznosci szeregu (26) przyjmujac

g0 =g(b) —g(a) =Y on

mamy
o0

Welg) = lonl.

n=0

Wskazowka. Niech IT bedzie podzialem odcinka [a, b] okreslonym nieréwnosciami

a=zog< T <---<xf =0b.
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Zauwazyc, ze
1° jezeli
Cnt1 < Z1 < Cp,

to

V(L g) < |hn — g(a)| + ) _ o]
j=1

przy czym mozna dobra¢ podziatl II tak, by zachodzila réwnosc;

20 dopisujac do podziatu II nowe punkty zwiekszamy wyrazenie V(II,g) (por.
zadanie 9);

3% w przypadku zbieznosci szeregu (26) ciag {h,} ma skoniczong granice i przy tym

lim (hn - g(a)) = 0y.

n—00

17. Niech {cp, c1, ca, . .. } bedzie ciagiem okreslonym w zadaniu 16 i niech g bedzie funkcja,
ciagla, w przedziale [a, b] spelniajaca, warunki

g(z) =hp(z) dla z € (cnt1,cn] (R=0,1,2,...)

przy czym funkcja h, jest klasy C! w przedziale [c, 41, c,]- Udowodnié, ze jezeli pochodne
h!, sa wspdlnie ograniczone tzn. istnieje stala M > 0 taka, ze

‘hiz(x)| < M dla =ze€ (Cn+1,Cn), n = 07 1727 <.

to
We(g) < M(b—a).

18. Udowodni¢, ze
W2(g) =0

wtedy i tylko wtedy gdy g jest funkcja stala w przedziale [a, b].

19. Zalézmy, ze funkcja f o wahaniu skoficzonym w przedziale [a, b] daje sie przedstawié
w postaci

f(x) =g(x) — h(z) (a: € [a, b]),

przy czym funkcje g, h sa rosnace. Udowodnié, ze dla x,y € [a,b], x < y zachodza
nieréwnosci

p(y) —p(z) < g(y) — g(), q(y) — q(z) < h(y) — h(z),

gdzie funkcje p, g sa okreslone wzorami (22).
Wskazéwka. Zadanie sprowadza sie do oszacowania wyrazenia WY(f) w oparciu o
wzér (24).



