8. Calki zalezne od parametru.

1. Granica i ciaglos¢ funkcji wielu zmiennych. W poprzednich rozdzialach
rozwazaliémy wylacznie funkcje jednej zmiennej, okreslone zazwyczaj na pewnym prze-
dziale osi z-6w (por. rozdz. II §1 punkt 1). Sytuacje ta latwo przenie$¢ na przypadek
funkcji dwéch, trzech lub wiekszej iloéci zmiennych.

Jak wiemy (por. rozdz. IIT §1 punkt 1), uklad dwdch liczb (z,y) mozemy utozsamiaé
z punktem plaszczyzny IR? tj. plaszczyzny, w ktérej wprowadzono prostokatny uklad
wspéirzednych. Bedziemy méwili, ze na zbiorze ID C R? zostala okreslona funkcja dwéch
zmiennych f, jezeli kazdemu punktowi (x,y) € ID zostala przyporzadkowana liczba rzeczy-
wista z = f(x,y).

Rozumujac podobnie, jak w punkcie 1 rozdz. III §1, tatwo wykazaé, ze po wprowadze-
niu w przestrzeni prostokatnego uktadu wspoélrzednych mozemy kazdy punkt P przestrzeni
utozsamié z tréjka liczb (z,y,z) - liczby te nazywamy wspdlrzednymi prostokatnymi
punktu P. Przestrzen z wprowadzonym prostokatnym ukladem wspoéirzednych oznaczamy
przez R3. Méwimy, ze na zbiorze ID C IR3 zostata okredlona funkcja trzech zmiennych
f, jezeli kazdemu punktowi (z,y,z) € ID zostala przyporzadkowana liczba rzeczywista
u=f (.’E ' Ys Z)'

Uogdlniajac nasze rozwazania mozemy wprowadzi¢ zbiér wszystkich uktadéw n liczb
rzeczywistych (z1,xa,...,Zy), ktéry oznaczymy przez R™ (n € IN) - przypadek n > 3 nie
jest niestety dostepny naszej wyobrazni przestrzennej. Mdéwimy, ze na zbiorze ID C IR”
zostala okreslona funkcja n zmiennych f, jezeli kazdemu punktowi (z1,zs2,...,2,) € ID
zostala przyporzadkowana liczba rzeczywista u = f(z1,z2,...,Zy).

Dla ustalenia uwagi bedziemy rozwazali funkcje dwoch zmiennych f(z,y). Zalézmy, ze
jest ona, okreélona w prostokacie ptaszczyzny IR? zdefiniowanym nieréwnogciami

lz —xo| <, |y—yol <B.

Moéwimy, ze funkcja f ma granice g przy (z,y) — (xo,¥0), jezeli dla dowolnego ciagu
punktéw plaszczyzny IR? spehliajacego warunki

(i) (@n,Yn) # (T0,%0) dla n €N,

(ii) lim z, =0, lim y, =yo
n—00

n—00
zachodzi

(iii) nlgglo (T, Yn) = 9.
Zapisujemy
(1) lim  f(z,y)=g.

($7y)_)($07y0)
Jak Czytelnik na pewno zauwazyl, definicja ta jest podobna do podanej w §2 rozdz.Il

definicji granicy funkcji jednej zmiennej. Latwo udowodnié jej rownowazna, postaé, za-
chodzi mianowicie
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Twierdzenie 1. Rdéwnosé (1) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy gdy do dowolnego € > 0
mozna dobraé liczbe 0 > 0 tak, zZe dla =,y spelniajacych warunek

T —x0| <6, |y—wol <9, (z,9)# (zo,0)

mamy
\f(z,y) —g] <e.

DOWOD przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 4 §2 rozdz.IIl i pozostawiamy go
Czytelnikowi. O

Moéwimy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie (xo,yo), jezeli spelnione sa warunki
10 istnieje granica

lim T,Y) =
(w7y)—>(wo,yo)f( v)=9

oraz
20 zachodzi réwnoéé

f(Zo,y0) = g
7 podanych definicji wynika natychmiast

Twierdzenie 2. Funkcja f jest ciaglta w punkcie (zg,yo) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych ciagow x, — To, Yn — Yo

lim f(2n,yn) = f(0, o)

n—00

W oparciu o twierdzenie 1 otrzymujemy
Twierdzenie 3. Funkcja f jest ciagla w punkcie (xo,yo) wtedy i tylko wtedy, gdy do
dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak, by dla x,y spelniajacych nieréwnosci

‘.’13‘—.’170‘<(5, \y—y0|<5

byto
| (2, y) — f(zo,90)| <e.

Niech teraz f bedzie funkcja okreslona w prostokacie
(2) P : a<z<b c<y<d.

Moéwimy, ze f jest ciagla w prostokgcie TP jezeli jest ciagla w kazdym punkcie
(xo0,y0) € P (w przypadku, gdy punkt (zo,yo) lezy na brzegu prostokata, zakladamy,
ze liczby Zn, yn, =, y o ktérych mowa w twierdzeniach 2, 3 speliaja, nier6wnosci (2)).
Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, dowodzi sie, ze suma, réznica, iloczyn oraz ilo-
raz o mianowniku réznym od zera funkcji ciagltych dwoch zmiennych jest réwniez funkcja
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ciagla. Z podanych definicji tatwo wynika, ze jezeli g(t) jest funkcja jednej zmiennej ciagla,
w punkcie tg, to funkcja

fi(z,y) = g(z)
jest ciagla w kazdym punkcie (to,y) zas funkcja

fa(z,y) = g(y)

ciaglta w kazdym punkcie (z,to).
Przyklad 1. Zbadamy cigglos¢ funkcji

f(z,y) =sinz +siny dla (z,y)#(0,0),  f(0,0)=1.

Poza poczatkiem ukladu wspélrzednych fukcja f jest ciagla jako suma funkcji cigglych
jednej zmiennej. Natomiast

lim  f(z,y) = 0# £(0,0)

(z,y)—(0,0)

wiec funkcja f nie jest ciagta w punkcie (0, 0).
Przykiad 2. Niech

21z dla (z,y) #(0,0),
fz,y) = { i
0 dla z=y=0.

Poza punktem (0,0) funkcja f jest ciagta jako iloraz wielomianéw o mianowniku réznym
od zera. Aby zbadacé jej zachowanie w poczatku uktadu zauwazmy, ze funkcja f jest stala
na kazdej prostej o réwnaniu y = kz, bowiem

k

fo,ke) = T

Wobec tego przyjmujac
Yn = kZp,

gdzie {z,} jest dowolnym ciaggiem zbieznym do zera o wyrazach réznych od zera, dostajemy

. k
nlggo f(fUn;?Jn) = m;

a wiec warto$é¢ zalezna od sposobu w jaki obieramy ciag (z,,y,). Widaé stad, ze nie
istnieje granica
lim  f(z,y),
(z,9)—(0,0) (@)
zatem funkcja f nie moze by¢ ciagla w punkcie (0,0) niezaleznie od tego, jak okreslimy jej
wartos¢ w tym punkcie.

Sformutujemy teraz
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Twierdzenie 4. Jezeli funkcja f jest ciagla w prostokacie TP okreslonym nieréwnos-
ciami (2), to do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe § > 0 tak, by dla dowolnych
'y 2"y, y" spetniajacych (2) z warunkdw

/

' —2"| <6, |y —y"|<é

wynikato, zZe
f(@,y') = " y")] <e.

Twierdzenie to méwi, ze jezeli punkty (z,y') i (”,y") leza blisko siebie, to niezaleznie
od ich potozenia w prostokacie IP wartosci funkcji w tych punktach malo sie réznia. Taka
whasnosé funkcji ciagtej nazywamy jednostajna ciggtosciq (liczba 0 jest dobrana tylko do €,
nie zalezy za$ od punktéw (z',y’), (z”,y")).

DOWOD przebiega podobnie do dowodu twierdzenia 9 rozdz. III §3. Proponujemy by
Czytelnik przeprowadzil go samodzielnie jako ¢wiczenie. U

Opierajac sie na twierdzeniu 4 udowodnimy

Twierdzenie 5. Jezeli funkcja f jest ciagta w prostokqcie IP okreslonym nierownos-
ciami (2), to jest ona ograniczona w tym prostokqgcie tzn. istnieje stata M > 0 taka, Ze

(3) [flz,y)| <M dla (z,y)€lP.
DOWOD. Przyjmujac € = 1 w twierdzeniu 4 mozemy dobra¢ § > 0 tak, by dla
‘:L'I—:L'”‘<(5, |y/_y//‘<5

zachodzila nieréwnosé
f(a',y") = f(=", ") < 1.
Obierzmy liczbe naturalna, n tak duza, by

max(b;a, d;6> <6

i podzielmy przedzialy [a,b] i [c,d] na n réwnych czesci przy pomocy punktéw
a=x9g< T < - <Ty =D, c=yYy <y < - < yYp =d.

Prowadzac przez punkty podzialu proste réwnolegle do osi ukladu dzielimy prostokat
IP na n? prostokatéw o dlugosci boku < 6. Niech P, oznacza prostokat okreslony
nieréwnosciami

Tr 1 <2 <Zp, Y51 <Y< Ys (’I",SZI,...,H),
wowczas

(4) [f (@ y) = fzr,ys) <1 dla (2,y) € Pr
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i stad
\flz,y)| <1+ |f(zr,yr)| dla (z,y) €Prgs, (r,s=1,...,n).

Zatem nieréwnos¢ (3) bedzie speliona w calym prostokacie IP, jezeli przyjmiemy
M = max |f(zr, ys)|

g

Wszystkie rozwazania tego punktu przenosza, sie tatwo na przypadek funkcji trzech lub
wiekszej ilosci zmiennych.

2. Ciaglos¢ calki oznaczonej wzgledem parametru. Bedziemy rozwaza¢ funkcje
f(z,y) ciagla w prostokacie IP okreslonym nieréwnosciami (2) i catke oznaczong

b
(5) 9(y) = / flay)de  (c<y<d)

7Z twierdzen 2, 3 wynika natychmiast, ze przy dowolnie ustalonym y = 3 € [c, d] funkcja
jednej zmiennej f(xz,y) jest ciagla w przedziale [a,b]. Zatem calka (5) istnieje, przy czym
oczywidcie jej warto$¢ zalezy od parametru y. Udowodnimy

Twierdzenie 6. Funkcja g jest ciagta w przedziale [c, d).

DOWOD. Ustalajac yo € [c, d] mamy

b
(6) 9(y) — 9(wo)| < / F(y) — f(,y0)] de.

Na podstawie twierdzenia 4 mozna do dowolnie ustalonego € > 0 dobra¢ liczbe § > 0 tak,
by dla wszystkich x € [a, b] i wszystkich y spelniajacych warunek

(7) [y —yol <6

zachodzila nieréwnosé c

|f(z,y) — f(z,90)| < 50—y

Woéwezas z (6) otrzymujemy dla y spelniajacych (7) (por. Wniosek 1 §1)
19(y) — g(yo)| < e

a to oznacza ciggloéé¢ funkcji g w punkcie yq. O

Twierdzenie to mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy réwniez granice catkowania zaleza,
od parametru. Niech u(y), v(y) beda funkcjami speliajacymi warunki

a<u(y) <b, a<uv(y)<b dla y € [e,d]
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(por. rys. 85) i niech

v(y)
u(y)

v

[rys. 85]

Zachodzi

Twierdzenie 7. Jezeli funkcja f jest ciggta w prostokacie IP i funkcje u, v sq cigglte w
przedziale [c,d], to funkcja h tez jest ciagla w przedziale [c,d).

DOWOD. Dla dowolnie ustalonego yo € [c, d] mamy

U(yo) u(yo) U(y)
h(y) = / f(a,y) do + / f(a,y) do + / f(z,y) de

(yo) u(y) v(yo)
oraz
v(yo)
b = [ Floe) d.
u(yo)
skad
(8) h(y) — h(yo) = Ay) + B(y) + C(y),
gdzie

Aw) = [ (()) (@) - F(@.10)) do.

v(y)

Bw=[ " fawds  Ch)=[ fay)ds

(v0)
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Calki B(y), C(y) szacujemy w oparciu o twierdzenie 5, co daje

(9) [B(y)| < Mu(y) —ulyo)l,  |C)| < Mlv(y) = v(yo)l-

Wobec ciaglosci funkcji u, v mozemy do dowolnie ustalonego € > 0 dobraé liczbe 6; > 0
tak, by zachodzily nier6wnosci

(y) — v(yo)| < ——

(10) u(y) — ulyo)| < 3M

&
3M’
dla |y — yo| < 01. Stosujac do calki A(y) rozumowanie przeprowadzone w dowodzie
twierdzenia 6 dostajemy

1
(1) A) < 3¢
dla |y — yo| < 2. Wobec tego z (8) - (11) wynika, ze

|h(y) — h(yo)| <€

dla |y — yo| < 6 = min(d;, d2) - a to oznacza ciaglo$é¢ funkcji h w punkcie yp. O
Przykilad 3. Niech
g(y) = / cos(z + y) dx.
0

Funkcja podcatkowa jest ciagla funkcja, zmiennych z, y w prostokacie

przy dowolnych c, d, zatem zgodnie z twierdzeniem 6 funkcja g jest ciagla w przedziale
[c, d]. Zauwazmy, ze calka daje sie wyrazi¢ przez funkcje elemntarne, mianowicie
. $=7T . .
9(y) = [sin(@+y)| _ =sin(r+y) —siny,

=0

czyli po zastosowaniu znanego wzoru trygonometrycznego

g9(y) = —2siny.

Ciaglos¢ funkceji g mozemy wiec réwniez stwierdzi¢ bezposrednio, nie korzystajac z ogdlnego
twierdzenia.

Przyklad 4. Niech
cosy
h(y) = / (2zy) dz
S

iny

1 niech
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gdzie c, d sa dowolnie obrane. Poniewaz
—1<siny <1, —1<cosy<1

i przy tym funkcja podcatkowa jest ciaglta w prostokacie IP a granice calkowania sa funkcja-
mi ciaglymi w przedziale [c, d], spelnione sa, zalozenia twierdzenia 7, zatem funkcja h jest
ciagla w przedziale [c, d]. Calke okreslajaca funkcje h mozna tatwo wyrazi¢ przez funkcje
elementarne. po scatkowaniu mamy

B 9 x:cosy_ 9 o
h(y) = |z%y = y(cos®y — sin” y),

T=siny
czyli
h(y) = y cos 2y.
Oczywiscie jest to funkcja ciagla w kazdym przedziale [c, d] na osi y-6w.

3. Roézniczkowanie funkcji wielu zmiennych. Niech f(z,y) bedzie funkcjg okres-
long w prostokacie

|z — zo| < ly —yo| < B.

Pochodnag czqstkowq wzgledem x funkcji f w punkcie (x,yp) nazywamy granice

f(zo+ h,y0) — f(xo,%0)

(12) fz(anyO) = }{1_1% h .

Analogicznie pochodng czgstkowa wzgledem y funkeji f w punkcie (zg, yo) definiujemy jako
granice

(13) fy("l:07 yO) = lll—I)I%) f(xo’yo + k]z — f($05 yO) .

Uzywane sa, oznaczenia

0 0
fz(T0,%0) = 3—£(330,y0), fy(o,%0) = a—gjj(mo,yo)

lub krécej

of _of

fw:(‘)_:v’ fy_a_y

Jezeli funkcja f jest okreslona w prostokacie IP okres§lonym nieréwnosciami (2) i punkt
(z0, Yo) lezy na brzegu tego prostokata, to definicje (12), (13) pozostaja w mocy; zakladamy
jedynie, ze punkty (zo + h,yo) oraz (zg,yo + k) naleza do IP.

7 podanych definicji widaé, ze pochodna czastkowa jest pochodna w sensie okreslonym
w rozdz. III §4 z tym, ze drugiej zmiennej nadajemy ustalona, wartos¢.
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Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, mozna wprowadzié¢ dla funkcji dwoch zmien-
nych pochodne czastkowe rzedu drugiego. Przyjmujemy

0 fwy) _ 9 <3f(x,y))

oxdy Oz 0y

0? f(z,y) _Q(Bf(x,y))

0x2 Oz

ox

(oczywiscie w podanych wzorach mozna zamienié¢ role zmiennych z,y). Uzywane sa oz-
naczenia
o*f f 0% f 0% f
oxdy Y7 Ox2 O0y?

Analogicznie okreslamy pochodne czastkowe funkcji trzech i wiekszej ilosci zmiennych. Do
obliczania pochodnych czastkowych stosuja, sie wzory rachunkowe podane w rozdz. III §4,
przy czym pozostale zmienne traktujemy jako stale.

Przykilad 5. Niech

= fazs = fyy

f(z,y) = sin(z — y).

Aby znalez¢ pochodna, f, traktujemy y jako stala i stosujemy regule rézniczkowania funkcji
zlozonej jednej zmiennej. Otrzymujemy

fe(z,y) = cos(z — ).

Analogicznie, dla obliczenia pochodnej f, traktujemy z jako stalg i réwniez stosujemy
regule rézniczkowania funkcji ztozonej jednej zmiennej. Dostajemy

fy(z,y) = —cos(z —y).
Przykitad 6. Przyjmujac

g(x,y>=tg§ (y #0)

znalezé pochodne funkcji g w punkcie (0, 7). Zaczniemy od obliczenia pochodnych czast-
kowych w dowolnym punkcie (z,y). Stosujac znane reguly rézniczkowania funkcji jednej
zmiennej dostajemy

(e.0) = —
T,Y) = ————
g.’l) y y COS2(%)
(y traktujemy jako stala) oraz
—x
gy (JJ, y)

~ y7cos(2)
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(z traktujemy jako stala). Stad podstawiajac otrzymujemy

1

92(0,m) = — 9y4(0,m) = 0.

Przyklad 7. Wré¢my do funkcji f rozwazanej w Przykiadzie 2

A dla (z,y) #(0,0),
0 dla r=y=0.

f(w,y)Z{

Znajdziemy jej pochodne czastkowe. Poza poczatkiem ukladu wspélrzednych stosujemy
znane reguly rézniczkowania traktujac druga zmienna jako stala. Otrzymujemy

y@? +y?) —22% _ y(y® —=2?)
(22 +y2)? (22 +y2)?

f$($7y) =

oraz
r(z? +y?) —2zy®  z(z® —y?)
(:v2 + yz)z - (m2 + y2)2

fy(xa y) =
- zauwazmy, ze
[, y) = f(y,2),

wobec tego pochodng f, mozna otrzymac zamieniajac role zmiennych x,y w wyrazeniu f.
Aby obliczy¢ pochodne w poczatku ukladu postuzymy sie definicja. Mamy

f(h,O)—f(0,0) —0= f(O,k)—f(0,0)
h k ’

skad po przejsciu do granicy przy h — 0 wzglednie k£ — 0 otrzymujemy

fz(0,0) = £,(0,0) = 0.
Zauwazmy, ze funkcja f ma w poczatku uktadu obie pochodne czastkowe, ale nie jest w
tym punkcie ciagla - sytuacja odmienna niz w przypadku funkcji jednej zmiennej!
W dalszym ciagu bedzie nam potrzebne twierdzenie o rézniczkowaniu funkcji zltozonej.

Twierdzenie 8. Zaloimy, zZe
(i) funkcja F(u,v) jest okreslona w prostokgcie

Q: A<u<B, C<v<D
i ma w kazdym punkcie (ug,vo) € @ pochodne czagstkowe F,(ug,vo), Fy(uo,vo);
(ii) pochodne Fy, F, sq ciagte w Q;

(iii) funkcje u(y), v(y) sa rdzniczkowalne w przedziale [c,d] i spelniajq nieréwnosci

A<u(y) <B, C<o(y)<D dla yé€lcd].
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Wowczas funkcja ztozZona

G(y) = F(u(y),v(y))

jest rdzniczkowalna w przedziale [c,d] i dla dowolnego yo € [c, d] zachodzi réwnosé

(14) G (o) = Fu(ulyo), v(y0)) ) (y0) + o (ulwo), v(w0) ) v’ (v0).
DOWOD. Dla ustalonego yo € [¢, d] mamy
G(yo + h) — G(yo) =
[P ((ulyo + 1), v(yo + 1)) = F (ulyo + b), v(yo ) |+
|7 (ulwo + 1), v(w0) ) = F (ulyo), v(wo) ) |

Do kazdej z réznic po prawej stronie mozna zastosowa¢ twierdzenie Lagrange’a o wartosci
sredniej (twierdzenie 11 rozdz. III §4), zatem iloraz réznicowy funkcji G daje sie przed-
stawi¢ w postaci

G(yo +h) — G(yo)

(15) h— v u —u
2ot 1) Z000) g gy 4 ), an)) + SR (), o),
gdzie
v(h) lezy miedzy liczbami v(yo), v(yo + h)

@(h) lezy miedzy liczbami u(yo), u(yo + h).
Z ciagtosci funkcji u(y), v(y) wynika, ze

lima(h) = u(yo),  limo(h) = v(yo),

wobec tego przechodzac w (15) do granicy przy h — 0 i korzystajac z ciagloéci pochodnych
czastkowych funkcji F' dostajemy (14). O
Wzér (14) mozna zapisa¢ w postaci

) dG _ 0F du  0F dv
dy Oudy Ovdy

lub krécej

(147) G = Fu' + Fo'.

Czytelnik na pewno zauwazy analogie ze wzorem na pochodna funkcji zlozonej jednej
zmiennej (rozdz. III §4). Udowodnione twierdzenie daje sie tatwo przeniesé na przypadek,
gdy F' jest funkcja trzech lub wiecej zmiennych.
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Przykiad 8. Niech
F(u,v) = u® + v?, u(y) = siny, v(y) = cosy.

Mamy
F, = 2u, F, = 2v,

zatem zalozenia (i), (ii) twierdzenia 8 sg spelnione w dowolnym prostokacie Q. Ze wzgledu
na nieréwnosci

—-1<u(y) <1, -1<v(y) <1

wystarczy zalozy¢, ze
B, D>1 oraz A, C<-—1.

Zalozenie (iii) jest spelnione przy dowolnie obranych ¢, d. Zgodnie ze wzorem (14”)
g = Fyu' + F,v' = (2u) cosy — (2v) siny,
czyli po przejéciu do zmiennej y
G'(y) = 2siny cosy — 2cosy siny = 0.
Zauwazmy, ze funkcje G(y) tatwo wyznaczy¢ efektywnie, bowiem
G(y) =sin’y + cos?y = 1.

Poniewaz G jest funkcja stala, jej pochodna jest tozsamosciowo réwna zeru.

4. Roézniczkowanie calki wzgledem parametru. Bedziemy rozwazaé catke postaci

v(y)

p@:/Ufmwm

gdzie funkcja f(z,y) jest okreslona w prostokacie IP danym nier6wnosciami (2) za$ funkcje
u, v speliaja, nieréwnosci

a<u(y) <b, a<wv(y)<b dla ye€]cd.

Zaczniemy od przypadku, gdy obie granice calkowania sa, stale tzn. gdy catka ma postac

b
mw=/fmwm.
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Twierdzenie 9. Zaliimy, zZe
(i) funkcja f jest ciaglta wIP i ma w kazdym punkcie (zg,y0) € IP pochodna czqstkowq

fy(To,90);
(ii) pochodna f, jest ciagta w IP.
Wéwczas funkcja g jest rézniczkowalna w przedziale [c,d] i zachodzi réwnosé

b
(16) g'(y0) = / £, (@ o) de

dla dowolnego yo € [c,d].

DOWOD. Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci §redniej (twierdzenie 11 rozdz. 111
§4) mozemy iloraz réznicowy zapisa¢ w postaci

B b
(17) o+ 1 = glvo) _ / £y (@, 5(h)) de,

gdzie g(h) lezy miedzy liczbami yo, yo + h. Z zalozenia (ii) wynika na podstawie
twierdzenia 6, ze calka

b
/ .fy(:[;ay) dx

jest ciagla funkcja parametru y, a wiec

b b
(18) tiw [ 1,(e,5(0) do = [ 1, (z,0) do.

h—0

Z réwnosci (17), (18) wynika (16). O

Wzér (16) mozna zapisa¢ inaczej w postaci

b
(16) J'(y) = / £, (@,y) dz.

Moéwimy, ze przy zalozeniach twierdzenia 9 mozna w przypadku statych granic catkowania
wykona¢ rézniczkowanie pod znakiem calki.

Przejdzmy teraz do calki p(y) o zmiennych granicach catkowania.

Twierdzenie 10. Zalozmy, ze
(i) funkcja f spetnia zatozenia twierdzenia 9,
(i) funkcje u(y), v(y) sq rézniczkowalne w przedziale [c, d).
Wéwczas catka p(y) jest réiniczkowalna w przedziale [c,d] i zachodzi réwnosé

v(y)
(19) j—’;: / N fy(év,y)dx+f(v(y),y)3—z—f(U(y),y)Z—Z dla y e [c,d].
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Uwaga. Wz6r (19) nosi nazwe requty Leibniza. Dla stalych funkcji u(y), v(y) daje on
udowodniony poprzednio wzdér (16°).

DowOD. Ustalajac yo € (¢, d) mamy

p(y) = P(y) + Q(y) + R(y),

gdzie
v(¥o)

P(y) = / f(z,y) da,

(o)

v(y) uw(yo)
Qy) = / fewyds R = / o) e

Calka P(y) ma stale granice i spelia zalozenia twierdzenia 9, zatem na podstawie (16’)

dP v(yo)
(20) ar_ / 1, (@, y) de.
dy  Juwe)

Pochodne calek Q(y) i R(y) obliczymy opierajac sie na twierdzeniu 8. Przyjmujac

v B
T(v,y) = / f@y)de,  S(uy) = / f(z,y) da,

gdzie
a = v(yo), B = u(yo)
mamy zgodnie z twierdzeniem 6 §1 i wzorem (29) §1

oT oS
% :f(vay)7 % :_f(u7y)

Ponadto na podstawie twierdzenia 9

oT v 0S g

- przypominamy, ze pochodna, czastkowa, wzgledem y obliczamy traktujac druga zmienna,
v wzglednie u jako stala. Ostatecznie stosujac wzér (14’) otrzymujemy

@ B d_v v(y)
1) gy =10 E s [ e e
oraz
dR du u(yo)

Dodanie (20), (21), (22) daje zadany wzor (19).

Pozostaje do wykazania, ze zastosowanie wzoru (14’) dla pochodnej funkcji ztozonej byto
uprawnione tzn. ze funkcje T, S spelniaja zalozenia twierdzenia 8. Ciaglo$¢ pochodnych
Ty, S, wynika z przyjetego zalozenia (i) twierdzenia 9, natomiast ciaglo$¢ pochodnych
Ty, S, wyniknie z zalozenia (ii) twierdzenia 9, jezeli udowodnimy nastepujacy
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Lemat. Niech g(x,y) bedzie funkcja ciagltq w prostokacie P okreslonym nierdwnos-
ciami (2). Wowczas funkcje
v B
Gy = [ g e Gawy)= [ gwn)ds  (@<a f<b
a u
sq rowniez ciagte w IP.

DOWOD LEMATU. Dla ustalenia uwagi udowodnimy ciaglosé funkcji G, ciaglo$é funkceji
G2 dowodyzi sie tak samo. Ustalajac dowolnie punkt (vg,yo) € IP mamy

G1(v,y) — G1(vo, %o) = |:G1(/U7y) - Gl(voay)} + [Gl(voj’y) — G1(vo,90) | =
= [ stwyas+ [ [ote) - gto.90)] s

Vo @
7 zalozonej ciaglosci funkcji g wynika:
1° istnieje stala M > 0 taka, ze
(24) 9oy <M dla (z.y)€P

- na mocy twierdzenia 5,
20 ustalajac dowolnie € > 0 mozna dobraé¢ n > 0 tak, aby dla |y — yo| < 1 zachodzita
nieréwnosé

€
(25) 19(z,y) — 9(z, y0)| < 20 —a) dla  z € [a,b]
- na mocy twierdzenia 4.
Z (24) dostajemy oszacowanie

(26) / g(z,y) dz| < M|v —vg| < g

vo
o ile .

|’U - ’Uo| < m,

natomiast dla |y — yo| < n mamy wobec (25)

Vo e
(21) | ot~ owu)] da| < 5.

Dodajac (26), (27) otrzymujemy w oparciu o (23)
|G1(v,y) — G1(vo, 90)| < €

jezeli
v —vg| <6, ly — yol| <9,
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gdzie 6 = min(n, 557) - a to oznacza ciagloé¢ funkcji G1 w punkcie (vo,yo) zgodnie z
twierdzeniem 3. Dowéd lematu, a zatem i dowdd twierdzenia jest zakoriczony. 0

Przyklad 9. Niech
1
o) = [ @+ o
0

Poniewaz
flxy)=2*+9%  f,(z,y) =2y,

zalozenia twierdzenia 9 sg spelnione w kazdym prostokacie
0<z <1, c<y<d

i zgodnie ze wzorem (16’) mamy

J(y) = / (2y) d = 2.

Zauwazmy, ze funkcje g latwo wyrazi¢ bezposrednio przez zmienne z,y, bowiem po scal-
kowaniu otrzymujemy

3 =1
_ |2 2] _l
g(y) [3 tayt| =gty
i stad
9'(y) =2y

zgodnie z wynikiem otrzymanym przez zastosowanie reguly Leibniza.

Przykiad 10. Niech

2

p<y>=/y (¢ +y) dr,

wowczas
flay)=z+y, uly) =y, vy)=vy> Fflzy =1

Zalozenia twierdzenia 10 sg spelnione, jezeli prostokat IP zawiera wykresy funkcji u,v
(przedziat [c, d] moze byé obrany dowolnie). Stosujac regule Leibniza (19) dostajemy

2

d Yy
—p—/ dz +2(y* + y)y — 2y,
y

dy
czyli po wykonaniu catkowania i redukcji

dp

(28) o

=23 + 3y — 3y.

Ten sam wynik otrzymamy obliczajac najpierw catke wyrazajaca, funkcje p. Mamy miano-
wicie

z2 z=y’

pv) = |5 +ay|

2 T=y
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czyli po podstawieniu i redukcji

L4 3 2

p(y) = 2Y +y° — U

co po zrézniczkowaniu daje (28).

5. Calkowanie calki wzgledem parametru. Udowodnimy

Twierdzenie 11. Jezeli funkcja f jest ciagla w prostokqcie IP okreslonym nierownos-
ciami (2), to

(29) //fxyd:c dy—//f:vydy

DOWOD. Udowodnimy nieco ogdlniejsza, réwnosé

(30) /:(/abf(:v,y)da:> dy:/ab(/:f(x,y)dy) de dla t€[c,d].

Oznaczmy lewa, strone (30) przez G(t). Z twierdzenia 6 wynika, ze wewnetrzna calka jest
funkcja ciagla parametru y w przedziale [c, d], wobec tego funkcja G jest rézniczkowalna i

przy tym

b
(31) Gt) = / f(z,1) da

zgodnie z twierdzeniem 6 §1. Po wprowadzeniu oznaczenia

hmw=/fwwd

prawa strona (30) moze by¢ zapisana w postaci

H(t) = / ’ e t) de.

7 twierdzenia 6 §1 wynika, ze przy ustalonym z funkcja h ma pochodna wzgledem t i przy
tym

(32) ht(xa t) = f(xat)'

Zgodnie z lematem podanym w dowodzie twierdzenia 10 funkcja h(x,t) jest ciagla w
IP, natomiast ciaglos¢ pochodnej czastkowej h; wynika z (32) i z zalozeni twierdzenia.
Wobec tego mozemy zastosowacé twierdzenie 9, ktére zapewnia rézniczkowalnosé funkeji H
i réwnos¢

H'(t) = /b hi(z,t) dz
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czyli zgodnie z (32)

b
(33) H(t) = / F(@,t) da.

Z (31), (33) wida¢, ze funkcje G(t) i H(t) maja, w przedziale [c, d] réwne pochodne, zatem
roznia sie o stala w tym przedziale. Stala ta jest zerem, gdyz obie funkcje maja ta, sama
warto$é (réwna, zeru) dla ¢ = c¢. Wobec tego funkcje G(t), H(t) sa identyczne w calym
przedziale [c, d], a to oznacza réwnosé (30). W szczegélnosci dla ¢ = d dostajemy (29). O

Uwaga. Wzér (29) bywa zapisywany w postaci

(29) l%g[ﬂawmzlzy[ﬂaw@

Calki wystepujace po obu stronach nosza nazwe catek iterowanych. Twierdzenie 11 méwi
wiec, ze calki iterowane funkcji ciaglej dwéch zmiennych sa réwne.

Przyklad 11. Rozwazmy calke iterowana,

(34) /abdy /Ola,-yda: (0<a<b).

Funkcja podcatkowa
fle,y) ==Y

jest okreslona dla x > 0 1 moze by¢ przedstawiona w postaci
f(:v,y) — eylogaz
z ktorej widac, ze jest ciagla dla x > 0. Jak latwo sprawdzic,

lim e¥°82 =0 dla y, >0
(=,y)—(0,y0)

wobec tego przyjmujac

(35) fO,y)=0 dla a<y<b

otrzymujemy funkcje podcatkows ciagla w prostokacie
P:0<z< 1, a<y<b

i mozemy zastosowaé do calki (34) twierdzenie 11, z ktérego wynika, ze

b 1 1 b
(36) / dy / z¥ dx = / dz / xz¥ dy
a 0 0 a
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Calka po lewej stronie daje sie tatwo obliczy¢, bowiem

a stad

b 1 b
1
(37) /dy/ x¥ dx = dy logib
a 0 Y a

-poniewaz dla y > 0
lim ev198% =
z—0+
przyjmujemy
SEy-I_l‘m:() = 0.

Natomiast w calce po prawej stronie (36) daje sie obliczy¢ tylko calka wewnetrzna, mia-
nowiciedla 0 < z < 1

(38) / "V dy =

Ostatecznie réwnosci (36) - (38) daja

1. b
—z° 1+b
(39) /a: a: dz = log a
o logx 1+a
(poniewaz
b__ ,.a
lim =% —p,
z—0+ logx
oraz
.’Bb—l'a'

lim

=b— a,
z—1— logx

co stwierdzamy stosujac regule de I’Hospitala, funkcja podcalkowa po lewej stronie jest
ciagla w przedziale [0, 1], jezeli nadamy jej warto$é¢ zero dla z = 0 oraz wartosé¢ b — a dla
x=1).

Zauwazmy, ze calki (39) nie moglibySmy obliczy¢ bezposrednio stosujac zasadnicze
twierdzenie rachunku catkowego, gdyz nie znamy funkcji pierwotnej. Twierdzenie o
rownosci calek iterowanych pozwolilo znalezé jej warto$¢ przy pomocy dwoch tatwych
calkowan.

Zadania.

1. Zbadag¢ istnienie granic

2
a)  lim b) 1 Ty

SL'2 o y2 )
1 _ m <
(z,9)—(0,0) 22 + y?’ (z.9)—(0,0) 22 + y2



5 z? + 292
1m — = .
(z,9)—(0,0) (2% +y?)?

Wskazéwka. W punkcie b.) udowodnié najpierw nieréwnosé

z2y 1
PR < §|5L'\ dla  (z,y) # (0,0).
2. Zbadac¢ ciaglosé funkcji
z3 + o3

Wskazéwka. Badanie granicy przy (z,y) — (0,0) zaczaé¢ od udowodnienia nieréwnosci

|flzy)| <2y +y2 dla (z,9) # (0,0).

3. W jakim zbiorze punktéw (z,y) € IR? okredlone sa funkcje

2 2
fay) =21 ey !

?

x?2 —y?’ T2 -1

Zbada¢ ich ciaglosc.
4. Sprawdzié, czy istnieje granica

lim T,
(w7y)—>(0,0)f( v)
jezeli
2
Fa,y) = 7 &dy (z,y)#(0,0),
’ 0 gdy z=y=0.

2

Wskazéwka. Zbadaé¢ zachowanie sie funkcji f na prostej y = x i na paraboli y = z*.

5. Znalez¢ pochodne czastkowe f;, f,, jezeli

_ cos(z?)

(i) flz,y) = ”

(i) f(z,y) = tg% (y #0),

627
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(il) f(z,y) = (> +y°)log(zy) (x>0, y>0).

6. Znalezé pochodne czastkowe f;(0,0), f,(0,0), jezeli

a.)  fle,y) = Yy,
b.) f(z,y) = e" 77 dla (z,y) # (0,0), f£(0,0) =0.

7. Niech
Jey)=g@)  (@yer).

Znalez¢ pochodne czastkowe fr(zo,y0), fy(zo,y0) W dowolnie ustalonym punkcie (zo, o).
Co trzeba zalozy¢ o funkcji g, aby te pochodne istniaty?

8. Zbadac ciaglos¢ funkcji f i znalezé jej pochodne czastkowe wzgledem z i wzgledem y,
jezeli

3

a) f@y)= gy da @) # 0,0,  F0,0=0
2

b) J@y) =5 s da (my)#0,0,  f0,0)=0.

9. Niech

2 .9
foa)= 520 ) £ 0,0, 10,0 =0

(i) Udowodnié ciagtosé funkcji f,
(ii) Znalez¢ pochodne czastkowe fg, f, i udowodni¢ ich ciaglosé.
10. Niech
F(u,v) =2uv, wu(y)=-cosy, v(y)=siny.
Znalez¢ pochodna, funkcji

G(y) = F(u(y), v(y))

a.) bezposrednio,
b.) stosujac regule rézniczkowania funkcji ztozone;.

11. Udowodnié ciaglo$¢ funkcji

e Y

g@=ACMwM% h@=/ (z+y)dr  (yER)

Yy
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a.) opierajac sie na twierdzeniu,
b.) obliczajac calke.

12. Znalezé pochodna, funkcji g(y) dwoma sposobami:
a.) obliczajac calke okreslajaca funkcje i nastepnie rézniczkujac,
b.) stosujac regule Leibniza, jezeli

) gly) = / “sin(zy) de, (i) g(y) = / awcts” do (y£0),
(i) gly) = / log(e? + 42) dz (y #0).

Wskazéwka. W punktach (ii), (iii) przy obliczaniu calki zastosowaé calkowanie przez czesci.

13. Udowodnié rézniczkowalnosé i obliczy¢ pochodna, funkcji

e Y

p(y) = / @ +y?)dr  (yeR)

Yy

a.) obliczajac calke okreslajaca funkcje i nastepnie rézniczkujac,
b.) stosujac regule Leibniza.

14. Udowodnié¢ rézniczkowalnoéé i znalezé pochodna, funkcji

2
2

v o) = | Desin(™)ar >0, b) pl)= / " e g,

-y

cos(zy)
¢) ply) = / log( +4%) dz  (y #0).

in(zy)

15. Niech
2 2

Y- —
Zbadaé ciaglo$é funkcji f i obliczy¢ jej calki iterowane w prostokacie
0<z<1, 0<y<Il.

Wynik poréwnaé z twierdzeniem 11.
Wskazéwka. Przy obliczaniu calek

(40) o(z) = / fayy) dy,  h(y) = / f(z,y) do

mozna tatwo odgadnaé funkcje pierwotna. Czy (40) okresla funkcje g, h w calym przedziale
[0,1]?



