Rozdzial VI

Ciagi 1 szeregi funkcyjne.

§1. Ogodlne wlasnosci ciagow i szeregéw funcyjnych.

1. Zbiezno$¢ punktowa i zbieznos¢ jednostajna ciagu funkcyjnego. Niech IP
bedzie ustalonym przedzialem (ograniczonym lub nie) na osi liczbowej. Ciag nieskoriczony,
ktérego n-ty wyraz f, jest funkcja okreslona w przedziale IP nazywamy ciagiem funkcyj-
nym. Méwimy, ze ciag { fn} jest zbiezny punktowo do funkcji f w przedziale IP lub ze f jest
granicq punktowq ciggu {f}, jezeli dla kazdego x € IP ciag liczbowy {f,(x)} jest zbiezny
do f(z). Zapisujemy

fn—=f w IP

Iub
lim f,=f w IP.
n—oo

Oznaczenie przedziatu IP mozna opuscié, jezeli wiadomo o jaki przedzial chodzi. W dalszym
ciagu przez granice ciagu funkcyjnego bedziemy zawsze rozumieli jego granice punktowa,.
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[rys. 86]

Przykiad 1. Niech
fn(z) = 2™, P =10,1],
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wowczas

limf,(2) =

n—00

0 dla 0< <1,
1 dla =1,

zatem funkcja graniczna ma postaé

0 dla 0< z<1,
1 dla z = 1.

fa)={

Na rys. 86 podajemy wykresy funkcji f,, dla n = 1,2,3 i wykres funkcji f (narysowany
grubszg, linia).

v

[rys. 87]

Przyklad 2. Niech
1
ful(z) = e P =[0,1],

wowczas dla dowolnie ustalonego =

lim f,(xz) =0,

n—0o0

zatem f(z) =0 dla z € IP (rys. 87).

7 podanych przykladéow widaé, ze granica punktowa ciagu funkcji ciaglych moze by¢
funkcja ciagly (jak w Przykladzie 2) lub nie mieé¢ tej wlasnosci (jak w Przykladzie 1).
Powstaje pytanie, jakie warunki winien spemia¢ ciag funkcji ciaglych na to, aby jego granica
réwniez byla ciagla. Zanim odpowiemy na to pytanie wprowadzimy pojecie jednostajnej
zbieznosci ciagu funkcyjnego.

Moéwimy, ze ciag {fn} jest zbieiny jednostajnie do funkcji f w przedziale P, jezeli do
dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe N tak, ze dla n > N zachodzi nier6wnosc¢ epsilonowa

(1) [fn(z) — f(z)| <e
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dla wszystkich z € IP (podkreslamy, ze liczba N jest dobrana do € i nie zalezy od zmiennej
x wystepujacej w nieréwnosci (1)). Zapisujemy

(2) fn=f w przedziale 1P

albo

lim f, = f jednostajnie w IP.
n—00

W zapisie (2) mozna opuéci¢ oznaczenie przedzialu IP, jezeli nie ma watpliwosci, o jaki
przedzial chodzi.

Wré6émy do podanych przykladéw. Latwo okazaé, ze w Przykladzie 2 zbieznosé jest
jednostajna. Istotnie, poniewaz

|fu(z) — f(z)] = %x < % dla z €0,1],

nier6wnos$¢ epsilonowa (1) zachodzi w calym przedziale IP dlan > N = % - jak widag,
liczba N zalezy tylko od e. Natomiast zbiezno$¢ w Przykladzie 1 nie jest jednostajna. Aby
to udowodni¢ wystarczy wykazac¢ istnienie takiej liczby €y > 0, ze jakkolwiek obierzemy
N, zawsze dla pewnego n > N i pewnego z,, € IP zachodzi nier6wnos$é¢ przeciwna do (1)
tzn. mamy

(3) |[fn(@n) = flan)| > €0

Obierzmy gy = 3, wéwczas dla 0 < z < 1 nieréwnos¢ (3) ma postaé

Wystarczy zatem przyjac

wowczas

0<z,<1 oraz z, =

przy czym n moze tu by¢ dowolnie ustalong, liczba naturalna,

Warunek podany w definicji jednostajnej zbieznoséi ma prosta interpretacje geomet-
ryczna. Nier6wno$é (1) mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci jako nieréwnos$é podwéjna,

(4) f(x)—e< folz) < f(z)+e.
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[rys. 88|
Zbiér punktéw (z,y) € IR? speliajacych warunki
zelP, flz)—e<y< f(z)+e

nazwijmy pasem epsilonowym (obszar zakreskowany na rys. 88). Wéwczas nieréwnosé (4)
orzeka, ze wykres funkcji f,, lezy w pasie epsilonowym. Wobec tego mamy réwnowazne
geometryczne sformutowanie definicji jednostajnej zbieznosci: Ciag {fn} jest zbieiny jed-
nostajnie do funkcji f w przedziale IP, jezeli do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe N
tak, ze dla n > N wykresy funkcji f, leza w pasie epsilonowym.

W Przykladzie 2 mieli§my ciag zbiezny jednostajnie w przedziale IP = [0, 1]. Poniewaz
f(xz) =0 dla z € IP, pas epsilonowy jest okreslony nieréwnosciami

0<z<1, — <y<e.

Wykres funkcji f, lezy w pasie epsilonowym jezeli % <eczylin>N = % (rys. 89).
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Natomiast ciag rozwazany w Przykladzie 1 jest zbiezny ale nie jednostajnie. Pas epsilonowy
jest suma, prostokata A. okreslonego nieréwnosciami

0<z <1, —e<y<e
i odcinka B, réwnoleglego do osi y-6w
z =1, l-e<y<l+e

rys. 90a). Przyjmujac € = & i ustalajac dowolnie n znalezlismy punkt
! 3

Pn = (Tn, fa(zn)) = (%’ %)

nalezacy do wykresu funkeji f,, ale nie nalezacy do pasa epsilonowego (rys. 90b).
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2. Ciaglos¢ granicy. W prosty sposéb mozna udowodnié
Twierdzenie 1. Jezeli dla kazdego n € IN funkcja f, jest ciggta w IP oraz
fm=f w P
to funkcja graniczna f tez jest ciggla w IP.
DOWOD. Mamy dla xg, z¢o + h € IP i dowolnego n
(3) [f(zo+h)—f(wo)| < |f(wo+h)—fn(zoth)|+|fa(zo+h) = fr(zo)|+|fn(zo) — F(wo)l.

Z zalozenia jednostajnej zbieznosci ciagu {f,} wynika, ze do dowolnie obranego ¢ > 0
mozna dobra¢ liczbe N tak, aby dla n > N zachodzily nieréwnosci

€ €
[f(zo+h) = falzo+B)| < 3, |falzo) = fl@o)l < 5
przy dowolnie obranym przyroscie h. Ustalajac n = ng > N mamy wiec
€ €
(6) |f(.'1?0+h)—fn0(l'o+h)| < 57 ‘fno($0)_f($0)| < g

Poniewaz z zalozenia funkcja f,, jest ciagla w punkcie zp, mozemy do € dobraé liczbe
dodatnia, § tak, by zachodzita nieréwnosé¢

(7) Fro (00 4+ 1) = Fng (30)| <
dla |h| < §. Dodajac (6), (7) otrzymujemy wobec (5)
[f(zo+h) — f(zo)| <€

dla |h| < § - a to oznacza ciagtosé funkcji f w punkcie xg. O

Udowodnione twierdzenie mozna krécej sformutowaé nastepujaco:
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Twierdzenie 1°. Granica jednostajnie zbieznego ciqgu funkcji cigglych jest ciggta.

Wyrazy ciagéw funkcyjnych rozwazanych w Przykiadach 1, 2 byly funkcjami ciaglymi.
W Przykladzie 1 zbiezno$¢ nie byla jednostajna i granica byta funkcja nieciagla, natomiast
w Przykladzie 2 mieliSmy zbieznos¢ jednostajna, i, zgodnie z udowodnionym twierdzeniem,
funkcja graniczna byla ciagta.
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Przyklad 3. Niech f, (rys. 91) bedzie funkcja liniowa w kazdym z przedzialéw

[0, %], %, %] i speliajaca, warunki

F0)=0. fa()=1, ful@)=0 dla > <z<l

Ciag {fn} jest zbiezny punktowo w przedziale IP = [0,1] do funkcji f(x) = 0, bowiem
mamy
fn(0) =0 dla dowolnego n

oraz przy ustalonym z € (0, 1]

fa(z) =0 dla n>

8N

Pas epsilonowy jest prostokatem okreslonym nieréwnosciami
0<z<1l, —e<y<e.

Poniewaz fn(%) =1 dla kazdego n € IN, przyjmujac € = % stwierdzamy, ze wykres zadnej
funkcji f,, nie lezy catkowicie w pasie epsilonowym (por. rys 91). Wobec tego ciag {fn}
nie jest zbiezny jednostajnie - mimo to jego granica jest funkcja ciagta!
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Podamy jeszcze jeden przyklad ciagu funkcyjnego.

A

y
1
it
e /-\

N
N
\\
\\\
\\\\\\\\ f n
T
\\\\\
N
N\

—£

11
2

[rys. 92]

Przykiad 4. Niech
ne
= —— P=R.
Jn(@) 1+ n2x2’
Mamy
fn(0)=0 dla nelN
oraz dla ustalonego = # 0
x
n —
nhm fu(z) = nli)rrolo T 0,

zatem ciag { f.} jest zbiezny punktowo na calej osi rzeczywistej i przy tym

(8) lim fn(z) =f(z)=0 (z€IR).

n—00
Aby zbadaé charakter tej zbieznosci narysujemy wykres funkcji f,, dla ustalonego n € IN.
Jest to funkcja nieparzysta, zatem jej wykres jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu
i wobec tego wystarczy zbada¢ funkcje dla z > 0. Poniewaz

£ () n(l — n22?)
)= ————7
" (1 + n2x2)2
funkcja f, jest $cisle rosnaca w przedziale [0, %], Scile malejaca w przedziale [%,oo) i
osiaga maksimum wiasciwe w punkcie r = %, przy tym

(9) (=) =3

1
n
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Ponadto n
z?
A S = T e =0
oraz
£u(0) =n

Wykres funkcji f, podany jest na rys. 92, na rysunku tym zakreslono réwniez pas ep-
silonowy ktéry zgodnie z (8) okreslony jest przez warunki

z € IR, —e<y<e.

Z rysunku wida¢é, ze zbieznos$¢ ciagu {f,} nie jest jednostajna na calej osi rzeczywistej,
przyjmujac bowiem ¢ = % stwierdzamy, ze dla dowolnie obranego n zgodnie z (9) wykres
funkcji f,, wykracza poza pas epsilonowy. Latwo jednak wykazaé, ze zbieznos¢ jest jednos-
tajna w kazdym przedziale [a,c0) oraz (—oo, —al, gdzie a > 0. Ze wzgledu na symetrie
wykresu funkcji f,, wystarczy rozwazyé przedzial IP, = [a, c0). Poniewaz dla n > % funkcja

fn jest w przedziale IP, 4cisle malejaca, mamy dla z > a
1
z) < a) < —,
fale) < fale) < -
zatem nieréwnos¢ epsilonowa (1) jest spelniona w calym przedziale IP, jezeli zachodzi

1
— <€
na

co ma miejsce dlan > N = a—la Innymi stowy do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe
1

N =—
ae

tak, by dla n > N zachodzila nieréwnosc

|[fn(2)] <e

dla wszystkich = € IP, - a to oznacza, ze

fn=30
w przedziale IP,. Zauwazmy, ze liczba N jest wprawdzie niezalezna od x € IP, ale zalezy
od liczby a okreslajacej przedzial 1P, . O
Zbieznos¢ jednostajna
fmn=3f w P
pociaga za soba zbieznos¢ punktows,
fo—=f w IP

- wynika to natychmiast z definicji. Z podanych przyktadow widaé, ze wynikanie odwrotne
nie zachodzi.

3. Jednostajny warunek Cauchy’ego. Dla ciagéw liczbowych rozwazanych
w rozdz. II wprowadziliémy warunek Cauchy’ego (§2 punkt 6) pozwalajacy rozstrzygnaé
zagadnienie zbieznosci ciagu, gdy nie znamy jego granicy. Podobny warunek mozna wpro-
wadzi¢ dla ciagéw funkcyjnych.
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Twierdzenie 2. Ciag funkcyjny {f.} jest jednostajnie zbieiny w przedziale P wtedy i
tylko wtedy, gdy do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe N tak, by dlan,k > N zachodzita
nierownos$é

(10) [fn(@) — fr(z)| <€
dla wszystkich © € IP.
Uwaga. Warunek podany w twierdzeniu nazywamy jednostajnym warunkiem

Cauchy’ego.

DOWOD. Zalézmy, ze
fn=f wprzedziale IP.

Mamy

(11) [fn(2) — fe(@)| < |fu(x) = f(2)| + |f(2) — fu(o)]

dla dowolnych n, k oraz x € IP. Z definicji jednostajnej zbieznosci wynika, ze do dowolnego
¢ > 0 mozna dobra¢ N tak, by dla n, k > N zachodzily nier6wnosci

(12) @)= f@)| <5 f@) = ful@)] <2

dla z € TP, wobec tego z (11), (12) dostajemy nieréwnosé (10) dla n,k > N i dowolnego
x € IP. Zatem jednostajny warunek Cauchy’ego jest warunkiem koniecznym jednostajnej
zbieznodci.

Udowodnimy teraz, ze jest on dostateczny. Zauwazmy najpierw, ze jezeli ciag funkcyjny
{fn} spelmia w przedziale IP jednostajny warunek Cauchy’ego, to dla dowolnie ustalonego
x € TP ciag liczbowy {f,(z)} spelia warunek Cauchy’ego i wobec tego jest zbiezny na
mocy twierdzenia 6 rozdz. II §2. Zatem ciag funcyjny {f,} jest zbiezny punktowo w
przedziale IP do pewnej funkcji f. Zastepujac w nieréwnosci (10) liczbe e przez €/2 i
przechodzac do granicy przy k — oo dostajemy

fa@) - fl@)| < 5 <e
dla n > N i dowolnego x € IP, przy czym liczba N jest dobrana do ¢. Oznacza to , ze
fan=3f
w przedziale IP. O

4. Przejscie do granicy pod znakiem calki. Przyjmijmy, ze

lim f,(z) = f(x) dla z€lP =]a,b

n—o0
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przy czym funkcje f, f, (n € IN) sa ciagte w IP. Czy zachodzi réwnosé

b

b
(13) lim [ fu(z) dz = / F(z) da

n—o0 a

tzn. czy mozna przechodzi¢ do granicy pod znakiem calki? Latwo pokazaé na przykladzie,
ze réwnosé (13) moze by¢ falszywa.
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[rys. 93]

Przyklad 5. Niech f, bedzie funkcjg liniowa w kazdym z przedziatéw [0, 1], [1, 2]
spelniajaca warunki

B0)=0, ful)=n ful@)=0 da 2<z<1 (n>2)

(rys. 93). Ustalajac z € (0,1) mamy

natomiast

fn(o) = fn(l) =0

dla wszystkich n > 2. Wobec tego
lim f, =0

n—0o0
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w przedziale IP = [0, 1] w sensie zbieznoSci punktowej i catka po prawej stronie (13) jest
réwna zeru. Natomiast catka po lewej stronie jest réwna polu tréjkata zakreskowanego na

rys. 93 czyli
/ fu(z) dz = (n>2),

a wiec granica po lewej stronie (13) jest réwna jednosci.
Bez trudu mozna zauwazy¢, ze ciag { f,, } nie jest jednostajnie zbiezny w przedziale [0, 1].
Dla danego € > 0 pas epsilonowy jest bowiem okreslony nieréwnosciami

0<z <1, —E<y<e

i przyjmujac ¢ = 1 widzimy, ze wykres zadnej funkcji f,, nie lezy catkowicie w pasie
epsilonowym. W tym tkwi przyczyna dla ktérej rozwazany w Przykladzie 5 ciag {f,} nie
spetnia réwnosci (13). Mamy mianowicie

Twierdzenie 3. Niech {f,} bedzie ciggiem funkcji ciagltych jednostajnie zbieinym w
przedziale IP = [a,b]. Wéwczas zachodzi (13).

DOWOD. Zgodnie z twierdzeniem 1 funkcja graniczna f jest ciagla w przedziale [a, b],
zatem obie calki w (13) maja sens. Z zalozenia jednostajnej zbieznosci wynika, ze do
dowolnego € > 0 mozna dobra¢ N tak, by dla n > N zachodzila nier6wnosc

[fn(z) — f(2)] <

b—a

w calym przedziale IP. Wobec tego dla n > N

/fn dx—/f ) dx

a to oznacza, ze przy zalozeniach twierdzenia réwnosé (13) jest prawdziwa. O
A oto inne, krétsze sformulowanie udowodnionego twierdzenia:

/|fn (2)] dz <e,

e

Twierdzenie 3°. Jezeli ciag funkcyi ciaglych jest jednostagnie zbiezny, to mozna przejsé
do granicy pod znakiem catksi.

5. Roézniczkowanie ciagéw funkcyjnych. Wiemy juz, ze cigg funkcyjny jednostajnie
zbiezny mozna catkowaé wyraz za wyrazem tzn. prawdziwa jest réwnosé (13). W przy-
padku rézniczkowania sprawa jest nieco bardziej skomplikowana, jak wskazuje nastepujacy

Przyklad 6. Latwo zauwazy¢, ze funkcje
1
fn(x) = —sin(2rnz) (n € IN)
n

maja, ciagla pochodna w kazdym punkcie z € IR i tworza, ciag jednostajnie zbiezny na catej
osi rzeczywistej. Mamy bowiem oszacowanie

|fa(z)| <

S|+
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z ktorego wynika, ze

1°  lim f, =0,

n—0o0

20 zbieznoéé ta jest jednostajna, gdyz przy dowolnie obranym e > 0 nieréwnosé
epsilonowa (1) zachodzi dlan > N = 1.
Rézniczkujac otrzymujemy ciag

(14) I(x) = 27 cos(2mnx)

w pewnych punktach rozbiezny, np. dla z = % ciag ten rozpada si¢ na dwa podciagi

1 1
fén—1(§) = —2m, fén(E) =2m
zbiezne do réznych granic (dokladniejsze badanie ciagu (14) por. zadanie 23).

Udowodnimy
Twierdzenie 4. Zaloimy, zZe
(i) funkcje fn (n € IN) sq klasy C' w przedziale IP = [a, b] oraz
=y

w tym przedziale,
(ii) istnieje punkt xo € P taki, Ze ciag liczbowy {fn(x0)} jest zbieiny.
Wéwczas ciag {fn} jest zbieiny jednostajnie w IP i przy oznaczeniu

lim f,=f
n—,oo
zachodzi réwnosé
(15) fl=y.

Uwaga. Réwnosé (15) mozna zapisa¢ w postaci

(15") lim f = (nli_)rglo fn)'.

n—o0

Twierdzenie 4 podaje wiec warunki dostateczne do tego, by mozna bylo przestawia¢ ope-
racje rézniczkowania i przejécia do granicy czyli, jak méwimy, rézniczkowac ciag funkcyjny
wyraz za wyrazem.

DOWOD. Zauwazmy, ze dla ustalonego x € IP

(16) fulo) = | " @) di - (o).
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zatem z zalozenia (i) wynika w oparciu o twierdzenie 3, ze ciag {f.(x)} jest zbiezny i jego
granica f(z) spetia réwnosé

(17) f@ = [ gty di+ e,

(0]

gdzie

c= nlg{)lo fn(xo)-

Funkcja ¢ jest ciagla jako granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych
(Twierdzenie 1), zatem z (17) wynika, ze funkcja f jest rézniczkowalna i spelia (15). Aby
udowodnié¢ jednostajng zbieznosé ciagu {f,} oprzemy sie na twierdzeniu 2. Zastepujac
w (16) n przez k i odejmujac stronami dostajemy

T

19 fale) = Suo) = [ (520 = Fu0) di + fuloo) ~ fuloo) (s €T,

Zo

Na mocy zalozenia (i) ciag {f/} jest jednostajnie zbiezny w przedziale IP, spehmia wiec
jednostajny warunek Cauchy’ego. Oznacza to, ze do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ N
tak, by dla n, k > N; i dowolnego ¢ € IP zachodzila nieréwnosé

€
1 V(1) — fr(t)] < 75—
Ponadto z zalozenia (ii) wynika, ze ciag liczbowy {f,(zo)} spelnia warunek Cauchy’ego
(por. rozdz. II §2 punkt 6), zatem do £ > 0 mozna dobraé¢ N» tak, by dla n,k > Ny
zachodzila nieréwnosc¢

(20) fal@o) = fulwo)| < 5.

Z (18), (19), (20) dostajemy
[fu(@) — fe(z) < e

dla n,k > N = max(Ny, N2) i dowolnego z € IP. Ciag {f,} spelia wiec jednostajny
warunek Cauchy’ego w przedziale IP, zatem jest jednostajnie zbiezny w tym przedziale na
mocy twierdzenia 2. O

6. Twierdzenie Diniego. Wiemy juz, ze
1° granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych jest funkcja, ciagla,

ale
20 istnieja, ciagi funkcji ciaglych zbiezne do funkcji ciaglej w  sposéb
niejednostajny (Przyktady 3, 4, 5).

Jezeli jednak zalozymy dodatkowo monotonicznosé ciagu funkcyjnego, to z ciaglosci granicy
wynika, ze zbieznoé¢ jest jednostajna. Zachodzi mianowicie
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Twierdzenie 5 (Diniego). ! Zatéimy, Ze ciag funkcji ciaglych {f,} jest zbieiny punk-
towo w przedziale [a,b] do funkcji ciagtej f, przy czym spelniony jest jeden z warunkdw
() fn(z) < foy1(z) dla kazdego x € [a,b], n € IN
lub
(i) fn(z) > fos1(z) dla kaidego x € [a,b], n € IN.
Wowczas
fn==f w przedziale |a,b).

DOWOD. Udowodnimy twierdzenie przy zalozeniu (i). Oznaczajac

(Pn(x) = f(x) - fn(x) (.73 € [a7 b])

widzimy, ze

(21) on(x) > ppi1(z) >0 dla z €la,b], ne N
oraz ze
(22) ¢n — 0 w przedziale [a,b].

Nalezy udowodnié, ze zbieznosé¢ (22) jest jednostajna, przy czym z uwagi na (21) dowdéd
sprowadza si¢ do wykazania, ze do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ n. € IN tak, by dla
wszystkich z € [a, b] zachodzila nier6wnosé

0 < g, (z) <e.

A
y
g 77777 — — =t — =t - =1 - =1 P N - =1 - =1
/’ /’———-~~ (pnc
-_.~‘\ //
N /
\\ Y
N L/
N /
Nl L -
0] a b X
_8 77777 Uil iididyt i il
[rys. 94]

1Ulisses Dini (1845 - 1918), matematyk wioski, profesor uniwersytetu w Pizie. Autor prac z teorii
funkcji rzeczywistych, funkcji analitycznych, teorii powierzchni i réwnan rézniczkowych czastkowych.
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Sformutowany warunek oznacza geometrycznie, ze przy dowolnie danym ¢ > 0 istnieje
funkcja ¢, ktérej wykres zawarty jest w pasie epsilonowym (dokladniej - w jego gérnej
potowie, por. rys.94).

Przeprowadzimy dowdd przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Przypusémy, ze podany
warunek nie jest spelniony, co oznacza, ze przy pewnym ¢ > 0 wykres zadnej funkcji ¢,,
nie lezy catkowicie w pasie epsilonowym dla ¢ = ¢¢ . Innymi slowy dla kazdego n € IN
istniejg funkcja ¢, oraz punkt x,, € [a,b] takie, ze

(23) on(Tn) > €0.

Zgodnie 7 twierdzeniem Bolzano-Weierstrassa (twierdzenie 4 rozdz. II §2) z ciagu {z,}
mozna wybraé podciag {z,, } taki, ze

(24) lim z,, =z € [a,b].

k—o0

Poniewaz funkcje ¢,, s ciagle, z (24) wynika, ze przy dowolnie ustalonym m

(25) m @, (Tn,) = @m (o).

k—o0

Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych k£ mamy
ng > m,

a zatem na mocy (21)
Om(Tn,) > Ony, (Tn,)
czyli zgodnie z (23)
(pm(-rnk) 2 60'

Przechodzac do granicy przy k — oo i korzystajac z (25) stwierdzamy, ze
Om (370) >ep >0

przy dowolnie ustalonym m, co przeczy warunkowi (22).

Dowéd jednostajnej zbieznosci przy zalozeniu (i) zostal w ten sposéb zakoniczony.
Dowéd przy zalozeniu (ii) przebiega podobnie i proponujemy, by Czytelnik przeprowadzit
go samodzielnie jako ¢wiczenie. 1

7*. Przejscie do granicy w calce Riemanna - Stieltjesa. Twierdzenie 3 o prze-
chodzeniu do granicy pod znakiem calki przenosi si¢ bez istotnych zmian na przypadek
calki Riemanna -Stieltjesa wzgledem ustalonej funkcji g. Zachodzi mianowicie
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Twierdzenie 6. Jezeli ciag funkcji ciaglych {f,} jest jednostajnie zbieiny w przedziale
[a,b] do funkcji f za$ g jest funkcjq o wahaniu skoriczonym w tym przedziale, to

n—00

(26) lim fn dg = / f dg.

DOWOD. Z twierdzenia 1 wynika, ze f jest funkcja, ciaglta w przedziale [a, b], zatem calki
po obu stronach (26) istnieja. Mozemy réwniez zalozyé, ze W2 (g) # 0 gdyz w przeciwnym
wypadku funkcja g jest stala i obie calki znikaja (por. zadanie 18 rozdz. V §6 i zadanie 6
rozdz. V §7), zatem réwnos¢ (26) jest spelniona w sposéb oczywisty. Poniewaz

fan 31,

do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ N tak, ze dla n > N zachodzi nieréwnosc¢

Wb(g)

(27) |[fn() = f2)| <

dla wszystkich x € [a,b]. Opierajac sie na twierdzeniu 15 rozdz. V §7 dostajemy oszaco-

wanie , , ,
‘/fndg—/ fdg‘é/ fu—fldg <e

dla n > N co konczy dowdd. 0
Udowodnimy teraz

Twierdzenie 7. Zaloimy, ze
(i) funkcja f jest ciggta w przedziale [a,b],
(ii) funkcje g, (n € IN) maja wspdlnie ograniczone wahanie na przedziale [a, b] tzn.
istnieje stata M > 0 taka, Ze

(28) Wi(gn) <M (n€NN),

(iii)  lim g,(x) = g(x)dlax € [a,b].

n—0o0

Wéwczas g ma skoriczone wahanie na przedziale [a,b] i zachodzi réwnosé

b b
(29) lim fdgn, = / f dg.

n—00
DOWOD. Dla dowolnie ustalonego podziatu

(30) Mia=zg<z1<-- <z =0
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i dowolnie ustalonego n mamy

Hgn Z|gn -773 — dn -'173 1)|<M

co po przejéciu do granicy przy n — oo daje
V(L g) < M.
Poniewaz podzial II byt dowolnie obrany, ostatnia nieréwnos¢ oznacza, ze

(31) sup V(IL, 9) = W (g) < M.

Zatem g jest funkcja o wahaniu skoiczonym w przedziale [a, b] i wobec tego catka po prawej
stronie (29) istnieje.
Przejdziemy teraz do oszacowania réznicy

Z/abfdg—/abfdgn-

Dla ustalonego podziatu IT okreslonego nieréwnosciami (30) mamy
b k T k T
6 [ rag=Y [ (1@ ) dete)+ Y1) [ dlo)
a jzl Tj—1 j:]- Tj—1
i podobnie
k <
(3) / 7 dgn = Z / = @) don@) + 3" fa) [ dano).
T j=1 Tj—1
Poniewaz (por. zadanie 7 rozdz. V §7)
[ o =g - g, [ dgale) = gnle) — galos),
dostajemy po uwzglednieniu (32), (33)
(34) A, =B+C, + D,

gdzie
k

B=) / (1)) dote),
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ko a,
=X [ (1) - 1@) doto),

if xg)( —g(zj_1) _gn(xj)+gn($j_1)>.

7 zalozenia ciagtosci funkcji f w przedziale domknietym [a, b] wynika, Ze jest ona w tym
przedziale jednostajnie ciagla (por. rozdz. III §3 punkt 5), zatem do dowolnie ustalonego
¢ > 0 mozna dobra¢ liczbe § > 0 tak, by z warunku

(35) d(II) < &

wynikala nieréwnosé

€
(36) £() = o) < 5
dla z € [z;j_1,z;]. Ustalmy teraz podzial II w taki sposéb, by speliony byl warunek (35).
Opierajac sie na twierdzeniu 15 rozdz. V §7 dostajemy wobec (36)

k k

|Bl—3MZ =, (9), |0|_3MZ

~—

skad po zastosowaniu twierdzenia 4 rozdz. V §6 oraz nieréwnosci (28), (31) wynika, ze

(37) |B| < —Wb( ) <

_3M

oalv—‘

3¢

dla dowolnego n € IN. Natomiast z zalozenia (iii) wynika, ze

lim D,, =0,

n—00
zatem do € mozna dobra¢ liczbe N tak, by dla n > N zachodzila nieréwnosc¢

1
(38) Da| < e

Réwnosé (34) lacznie z nieréwnosciami (37), (38) zapewnia oszacowanie

|An| < e
dlan > N, a to oznacza, ze
lim A, =0.
Tn—>00
Ostatnia réwnosé¢ daje teze (29). O

Opierajac si¢ na ostatnim twierdzeniu mozna tatwo udowodnic
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Twierdzenie 8. Zaliimy, zZe
(i)  funkcja f jest ciaglta w przedziale [a,b],
(ii) funkcje g, sa ciaglte w przedziale [a, b] i rézniczkowalne w przedziale otwartym (a,b),
(iii) pochodne g!, sq wspdlnie ograniczone tzn. istnieje stata A > 0 taka, ze

lgi(z)| <A dla =z € (a,b), n€IN.

(iv) lim g,(z) =g(z) dla =z € [a,b].
n—oo

Wéwczas funkcje gn, g majg skoriczone wahanie na przedziale [a,b] i zachodzi
réwnos$é (29).

DOWOD. Rozumujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2 rozdz. V §6 stwierdzamy,
ze

Wa(ga) < A(b — a).

Wobec tego funkcje g, maja, skoficzone wahanie i spehiaja zalozenie (ii) twierdzenia 7,
przy czym M = A(b — a). Pozostale zalozenia twierdzenia 7 sa réwniez spehione i stad

wynika (29). O
A
Y
2+ O °
1F o——o
ol 1 2 1 x
[rys. 95]

Przyklad 7. Niech (rys. 95) dlan > 2

0 dla 0<az<i,
gn(@)=< 1 dla z<z<2,
2 dla %<x§1,
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wowczas dla dowolnie ustalonego z € (0, 1]

2
gn(z) =2 dla n>—

T
istad

. (2) (z) {2 dla 0<x<1,

im x)=g¢g(x) =

oo 9™ g 0 dla z=0.
Ponadto

Wy(gn) =2 dla neN,

a wiec funkcje g, maja wspélnie ograniczone wahanie na przedziale [0, 1], zatem zgodnie
z twierdzeniem 12 rozdz. V §7 (por. réwniez Wniosek 1 z tego twierdzenia) mamy dla
dowolnej funkcji f ciaglej w przedziale [0, 1]

| fon= 1)+

skad po przejsciu do granicy
1

lim [ fdg,=2f(0),
0

n—o0
ponadto X

| rda=210.
Jak widaé, r6wnoséé (29) jest speliona.

8*. Przejscie do granicy w calce Riemanna z funkcji ograniczonej. Twierdzenie
3 o calkowaniu jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych przenosi sie¢ bez zmian na
przypadek gdy funkcje f,, sa, by¢ moze, nieciagle a jedynie ograniczone i catkowalne w
sensie Riemanna. Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 9. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcji calkowalnych na przedziale [a,b] i
niech
fn = f  w przedziale a,b).

Wéwczas funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b] i zachodzi réwnosé
b

b
(39) lim fn(x) doz = / f(z) dz.

n—oo a

DOWOD. Z zalozenia jednostajnej zbieznosci wynika, ze do dowolnego n > 0 mozna
dobra¢ N tak, ze dla n > N zachodzi niero6wno$é

(40) [f(z) = falz)| <m
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dla wszystkich z € [a,b]. Ustalmy liczbe n i zapiszmy nieréwnosé (40) w réwnowaznej
postaci

(41) fa(@) —n < f(z) < fu(z) +n (2 € [a,D]).

7 zalozenia funkcja f, jest ograniczona, z nieréwnosci (41) wynika zatem, ze ta samg

wlasnosé ma funkcja f - mozemy wiec badac jej catkowalnos¢ w sensie Riemanna.
Poniewaz rozwazana funkcja f,, jest calkowalna, zgodnie z twierdzeniem 4 rozdz.V §5

do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé podzial IT odcinka [a, b] okre§lony nieréwnosciami

a=x9g<Tr1<---<Tp=>b

tak, by zachodzito oszacowanie

(42) G(IL, fn) — D(I, fn) <

Wl ™

Wprowadzmy oznaczenia

M; = sup f, M, ;= sup [y,

[z —1,7;] [z —1,7;]

m; = inf f, My = Inf fy,
[zj—1,2;] [zj-1,2;

wowczas na mocy twierdzeni 16 -18 rozdz. III §3 dostajemy z nieréwnosci (41)
M; < My + 1, my > mp;—1n  (G=12,...,k),

a stad

(43)  GULP) <GLf)+nb—a),  D(ILf) > DL f) - n(b— a).

Z nieréwnosci (43) wynika, ze

(44) G(IL f) = D(IL f) < G(L fn) — D(IL fr) + 2n(b — a).

Przyjmujac

"= 30—a)

z nieréwnodci (42), (44) otrzymujemy
G(Haf)_D(Haf) <g,

a to oznacza, ze funkcja f jest calkowalna. Dowdd réwnosci (39) przebiega tak samo jak
dowdd twierdzenia 3 i pozostawiamy go Czytelnikowi. 1
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9. Szeregi funkcyjne - zbiezno$é punktowa i jednostajna. Szeregiem funkcyjnym
nazywamy szereg

(45) > (@),

ktérego wyrazy sg funkcjami okreslonymi w pewnym ustalonym przedziale IP (ograniczo-
nym lub nie). Niech

Sn(z) =ur(x) + - + up(z) (x €eP; melN)

bedzie n-ta suma czeSciowsy szeregu (45). Méwimy, ze szereg (45)

1° jest zbieiny punktowo w przedziale IP, jezeli ciag funkcyjny {S,} jest zbiezny punk-
towo w tym przedziale;

20 jest zbieiny jednostajnie w przedziale IP, jezeli ciag funkcyjny {S,} jest zbiezny
jednostajnie w tym przedziale.
7 twierdzenia 2 wynika natychmiast

Twierdzenie 10. Szereg funkcyjny (45) jest jednostajnie zbiezny w przedziale IP wtedy i
tylko wtedy, gdy do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe N tak, by dla n > N i dowolnego
p € IN zachodzita nierownosé

(46) [Un+1(T) + Uny2(T) + -+ unip(x)| <€
dla wszystkich x € P.
DOWOD. Wystarczy w nieréwnodci (10) przyjaé
fo(®) = Sn(x),  fr(®) = Sk(z), k=p+n.

a
Warunek konieczny i dostateczny jednostajnej zbieznosci sformutowany w
twierdzeniu 10 nazywamy jednostajnym warunkiem Cauchy’ego dla szeregow.
Przyjmujac p = 1 w nieréwnosci (46) otrzymujemy jako wniosek warunek konieczny
jednostajnej zbieznosci szeregu:

Twierdzenie 11. Jezeli szereg (45) jest jednostajnie zbiezny w przedziale IP to
u, =0 w przedziale 1P.

O
7 udowodnionych poprzednio twierdzen dla ciggéw funkcyjnych wynikaja odpowiednie
twierdzenia dla szeregéw funkcyjnych. Mamy mianowicie

Twierdzenie 12. Zaloimy, Ze szereq jest jednostajnie zbieiny w przedziale IP i Ze jego
wyrazy uy, (n € IN) sq funkcjami ciggtymi w IP i niech

(47) u(z) =) un(z).

Wowczas funkcja u jest ciagla w przedziale TP.
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Twierdzenie 13. Niech IP bedzie przedziatem domknietym [a,b]. Wowczas przy zatoze-
niach twierdzenia 12

(48) ni::l/ab U (2) doz = /ab u(z) dx.

Twierdzenie 14. Zalozmy, ze
(i) wyrazy u,(x) (n € IN) szeregu (45) saq klasy C' w przedziale IP = [a, b],
(ii) szereg zrdzniczkowany
o0
> un(@)
n=1

jest jednostajnie zbiezny w 1P,
(iii) istnieje punkt xo € IP taki, ze szereg liczbowy

> tn (o)

jest zbiezny.
Wéwczas szereg (45) jest jednostajnie zbieiny w IP i przy oznaczeniach

Y un(z) =ulz), Y up(z)=v) (zeP)
zachodzi rownosé
(49) v (z) = v(z) (z € P).

Dowody twierdzen 12 - 14 otrzymujemy stosujac odpowiednio twierdzenia 1, 3, 4 do
ciagu funkcyjnego {S,}. Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi. O

Uwaga. Réwnosci (48), (49) mozna zapisaé inaczej w postaci

(48) / b(i::l n(a)) da = i::l / " () de,

(49) (S ) = X o)

Twierdzenia 13, 14 podaja wiec warunki dostateczne do tego, by szereg funkcyjny mozna
bylo catkowa¢ wzglednie rézniczkowaé wyraz za wyrazem.

10. Kryteria jednostajnej zbieznosci szeregéw funkcyjnych. Jak widzimy,
stwierdzenie jednostajnej zbieznosci szeregu jest wazne ze wzgledéw rachunkowych. Po-
damy teraz warunki dostateczne (czyli kryteria) jednostajnej zbieznosci.
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Twierdzenie 15 (kryterium Weierstrassa). Jezeli
(50) lun ()| < an, dla ze€IP (ne€N)

1 szereg o statych wyrazach

(51) > a

jest zbieiny, to szereg (45) jest bezwzglednie i jednostajnie zbieiny w przedziale IP.

DOWOD. Zbieznosé szeregu
o

> lua()]

n=1

przy ustalonym x € IP (czyli bezwzgledna zbieznosé szeregu (45)) wynika z nieréwnosci (50)
na podstawie kryterium poréwnawczego zbieznosci szeregéw o wyrazach stalych (twierdze-
nie 7 rozdz. IV §1). Udowodnimy jednostajng zbieznosé¢ szeregu (45). Z nieréwnosci (50)
wynika, ze

(52) Unt1(2) + -+ + Unp(@)| < g1+ + anyyp

dla dowolnych n,p € IN oraz z € IP. Szereg (51) jest zbiezny, spelia wiec warunek
Cauchy’ego (twierdzenie 6 rozdz. IV §1), zatem do dowolnego € > 0 mozna dobraé liczbe
N tak, ze dla n > N suma po prawej stronie (52) jest mniejsza od e.Wobec tego szereg (45)
spelnia w przedziale IP jednostajny warunek Cauchy’ego a wiec jest jednostajnie zbiezny
zgodnie z twierdzeniem 10. O

Uwaga. Podobne rozumowanie pozwala stwierdzi¢, ze przy zalozeniach twierdzenia 15

réwniez szereg
o0

> lun(2)

n=1
jest jednostajnie zbiezny w przedziale IP.

Przyklad 8. Jezeli przyjmiemy

to szereg (45) jest zbiezny przy dowolnie ustalonym z > 1 (por. Przyklad 1 rozdz. IV §2)
czyli punktowo zbiezny w przedziale (1,00). Jego sume oznaczamy

1
ne

(53) (@) =)

n=1

(x>1)
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- jest to funkcja ¢ (dzeta) Riemanna. Poniewaz
1 1
— < — dla z>a
nt ne

na podstawie kryterium Wierstrassa wnioskujemy, ze szereg (53) jest jednostajnie zbiezny
w kazdym przedziale IP, = [a,00) gdzie a > 1. Zgodnie z twierdzeniem 12 funkcja ¢ jest
zatem ciaglta w kazdym punkcie zg > a. Poniewaz do dowolnie ustalonego o > 1 mozna
dobra¢ liczbe a tak, by zachodzila nier6wnos¢

Ty >a > 1,

funkcja ( jest ciagla w calym przedziale (1, 00).

Dow6d dalszych kryteriéw bedzie oparty na przeksztatceniu Abela (por. rozdz. IV §3
punkt 1) ktére polega na zapisaniu sumy

S= b
j=1
w postaci
m—1
(54) = amBm + Z  — ajy1)B
Jj=1
gdzie

Br=pi+-+8  (1<r<m).
Udowodnimy najpierw

Lemat. Zalozmy, ze
(i) ciag skoriczony {ay, ...,y } jest monotoniczny,
(ii) zachodzi nieréwnosé

|B.| <M dla r=1,2,...,m
Wowczas

(55) S| < M<|oz1| +2|am|).

DOWOD. Z przedstawienia sumy S w postaci (54) wynika, ze

m—1

1< M(D oy — gl + ol ).

=1
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Oznaczajac przez A wyrazenie w nawiasie po prawej stronie mamy

-1
A= (aj+1—aj)+|am|:am—a1+\am|,
1

3

J
gdy ciag {a;} jest rosnacy oraz

—1
A= (aj_aj+1)+|am|:al_am+|a’m|a
1

3

<.
Il

gdy ciag {a;} jest malejacy. W obu przypadkach
A < |aa| + 2|am|

skad wynika (55). O
Przejdzmy teraz do sformulowania i dowodu dalszych kryteriow jednostajnej zbieznosci.

Twierdzenie 16 (kryterium Abela). Zaldimy, Ze
(i) ciag {an(z)} jest monotoniczny przy dowolnie ustalonym x € 1P,
(ii) istnieje stata K > 0 taka, Ze
lan(z)| < K dla z€lP, neN,

(iii) szereg

(56) > ba(x)

jest jednostajnie zbiezny w przedziale 1P.
Wowczas szereg

(57) > an(@)bn(x)

jest réowniez jednostajnie zbiezny w przedziale IP.

DOWOD. Jako sume podlegajaca, przeksztalceniu Abela obierzemy odcinek szeregu (57)
Snm(T) =D Ong i (2)bngj ().
j=1

Przyjmujac
aj(z) = any;(z),  Bj(z) = bnya(2)



657

mamy

B (z) = bpy1(x) + - + bngr (2).

Z zalozenia (iii) wynika zgodnie z twierdzeniem 10, ze do dowolnego ¢ > 0 mozna dobraé
N tak, by dla n > N, dowolnego r € IN i dowolnego x € IP zachodzila nier6wnoé¢

9

— =M.
3K

B (2)] <

Z udowodnionego lematu i zalozenia (ii) wynika zatem, ze

€

Snm

(lant1(2) + 2|anym(2)]) <€

dla n > N, dowolnego m € IN i dowolnego = € IP, przy czym liczba N jest dobrana tylko
do ¢ i nie zalezy od z. Oznacza to, ze szereg (57) spehnia jednostajny warunek Cauchy’ego
a wiec jest jednostajnie zbiezny w przedziale IP. O

Przykilad 9. Zbadamy jednostajna zbieznos$¢ szeregu

318

3

o'}
COS
(58) Z net+
n=1

w przedziale IP = [~ 7, T]. Poniewaz dla z € IP

™
$C+7TZ§>1,

szereg o wyrazie ogllnym
1
nas-l-ﬂ'

bn(T) =
jest jednostajnie zbiezny w przedziale IP (por. Przyklad 8). Natomiast ciag

x
an(z) = cos -

jest rosnacy dla dowolnie ustalonego x € IP i przy tym

cos = <1 (xeP, neN).

n

Na podstawie kryterium Abela wnioskujemy, ze szereg (58) jest jednostajnie zbiezny w
przedziale IP.
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Twierdzenie 17 (kryterium Dirichleta). Zaldzmy, Ze
(i) an = 0 w przedziale P,
(ii) przy dowolnie ustalonym x € P ciag {a,(x)} jest monotoniczny,
(iii) ciag sum czeSciowych szeregu (56) jest ograniczony w przedziale IP tzn. istnieje
stata K > 0 taka, ze

|Sp(z)| < K dla z€lP, nelN,

gdzie
Sn(x) =b1(x) + - + bp(z).

Wéwczas szereg (57) jest jednostagnie zbieiny w przedziale IP.

DOWOD. Przy oznaczeniach wprowadzonych w dowodzie twierdzenia 16 mamy
B, (z) = Spir(2) — Sn(z),
zatem z zalozenia (iii)
|B.(x)| <2K =M (r=1,...,m),

ponadto z zalozenia (i) wynika, ze do dowolnie ustalonego ¢ > 0 mozna dobraé¢ N tak, by
dla n > N i dowolnego x € IP zachodzila nieréwnosé¢

€
0y(@) < e G=Lo.m)
Stosujac lemat otrzymujemy zatem
€
Snm(@)] < 2K (Jon (@)] + 2l (2)]) < 2K - o =

dla n > N, dowolnego m € IN i dowolnego = € IP, przy czym liczba N jest dobrana tylko
do ¢ i nie zalezy pd z. Oznacza to, ze szereg (57) spelia w przedziale IP jednostajny
warunek Cauchy’ego, jest wiec jednostajnie zbiezny w tym przedziale. O

W przypadku, gdy {a,} jest ciagiem o stalych wyrazach, kryterium Dirichleta przybiera
prostsza, postac:

Twierdzenie 18. Zaldzimy, Ze
19 ciag {an} jest monotoniczny i zbieiny do zera,
2 spetnione jest zatozenie (iii) twierdzenia 17.
Wéwczas szereg (57) jest jednostajnie zbieiny.

DOWOD wynika natychmiast z twierdzenia 17, wystarczy zauwazyé, ze ciag zbiezny o
statych wyrazach jest jednostajnie zbiezny (por. zadanie 3). O

Przyklad 10. Opierajac sie na kryterium Dirichleta udowodnimy jednostajna, zbieznosc¢
szeregow

oo o0
(59) E ay, Sinnz, E .y, COS N,
n=1 n=1
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gdzie {a,} jest ciagiem monotonicznym i zbieznym do zera. Niech

k k
Sk(x) = Z sinnz, Tk (x) = Z COS N.
n=1 n=1
Jak wykazaliSmy w Przykladzie 1 rozdz. IV §3, zachodza, nieréwnosci
1 1
‘Sk‘ < — x|’ |Tk‘ <= T
| sin Z| | sin

dla z # 2rm (r calkowite), wobec tego zalozenie (iii) twierdzenia 17 jest spelnione w kazdym
przedziale

P, = [2rr + o, 27 (r + 1) — @] (>0, r calkowite).

Zgodnie z twierdzeniem 18 w kazdym z tych przedzialéw oba szeregi (59) sa jednostajnie
zbiezne.

Zadania.

1. Niech {a,} bedzie ciagiem o wyrazach nieujemnych zbieznym do zera i niech
|fn(z) = f(z)] < an dla nelN, xe€lP.

Udowodnié, ze
fn=f wprzedziale IP.

2. Niech { f,} bedzie ciagiem jednostajnie zbieznym w przedziale IP a g funkcja ograniczong,
w tym przedziale. Udowodnié, ze ciag {gf,} jest réwniez jednostajnie zbiezny.

3. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcji okreslonych w przedziale IP takim, ze
fn(z) = by (z € P)

poczawszy od pewnego n = ng. Udowodnié, ze
1° ciag {f.} jest zbiezny punktowo w IP wtedy i tylko wtedy, gdy ciag {b,} jest zbiezny;
20 jezeli
lim b, =g,

n—o0

to ciag {fn} jest zbiezny jednostajnie w IP do funkcji stalej

fl@)=g (zelP).
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4. Udowodnié, ze ciag jednostajnie zbiezny w kazdym z przedziatéw [a, b], [b, | jest réwniez
jednostajnie zbiezny w przedziale [a, ¢|. Uog6lnié¢ na przypadek dowolnej skoriczonej ilodci
przedzialow.

5. Udowodnié, ze ciag jednostajnie zbiezny w przedziale IP jest jednostajnie zbiezny w
kazdym przedziale IP; C IP.

6. Zbadac zbieznos¢ ciagu
1

1+ nx

fu(z) =
(punktows i jednostajna) w nastepujacych przedziatach:
P, = [0’ OO), Py = [aa OO), IP; = (—OO, _a]a P, = (_OO’O] (a > 0)'

Wskazowka. Zaczaé od naszkicowania wykresu funkcji f,. W dowodzie jednostajnej
zbieznosci oprzec¢ sie na zadaniu 1.

7. Zbada¢ zbieznos¢ punktows ciagu
fu(z) =nz(l —z)" (n € IN)
w przedziale
a.) IP=10,2], b.) P = (—o00,0), c.) IP=(2,00).

W jakich przedzialach zbieznosé ta jest jednostajna?
Wskazowka. W punkcie a.) zbadaé najpierw zbieznosé szeregu

D a(@)].

W celu zbadania jednostajnej zbieznosci naszkicowaé wykres funkcji f,, przy ustalonym n,
nastepnie skorzysta¢ z zadan 1 1 3.

8. Zbada¢ zbieznoé¢ punktows, i jednostajna ciagu

a') fn(x) = (1 - $2)n’ b') fn(x) = xn(l - :L.n)’
c.) folz)=2"(1-1) (z € R).

Wskazowka. W celu zbadania jednostajnej zbieznosci naszkicowaé wykres funkcji f, przy
ustalonym n, nastepnie skorzystaé z zadan 1, 3.

9. Znalez¢ granice punktows, dla x € IR ciagu funkcyjnego

_ z
14 n2z2

fn(2)
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i wykazac, ze zbieznosé jest jednostajna na calej osi rzeczywiste;.
Wskazéwka. Zaczaé¢ od narysowania wykresu funkcji f,, przy ustalonym n. W dowodzie
jednostajnej zbieznosci oprzec¢ sie na zadaniu 1.

10. Znalez¢ granice punktows, f ciggu funkcyjnego
a.) fu(z) = nze " b.) fu(z) = arctgnz (z € R).

Wykazaé, ze zbieznos¢ nie jest jednostajna na calej osi rzeczywistej, natomiast jest jednos-
tajna w kazdym przedziale (ograniczonym lub nie) nie zawierajacym zera. W punkcie a.)
obliczy¢ dla dowolnego ¢ > 0

C

/Cf(a:) dr oraz lim fn(z) dz
0 0

— 00

i porowna¢ wynik z twierdzeniem 3.
Wskazowka. Zaczaé¢ od narysowania wykresu funkcji f,, przy ustalonym n. W dowodzie
jednostajnej zbieznosci oprze¢ si¢ na zadaniu 1.

11. Rozwazmy ciagi funkcyjne

nw(%—x) dla nggé,
0 dla %<a:§1;

0 a0 ={

nz(: — ) dla 0<z<1i
0 dla $<z<I;

@) huo)={

(iii) f,, jest funkcja liniowa, w kazdym z przedzialéw

1 1 1 1
[07 ﬁ]a [W’Tn]’ [2_nal]

spelniajaca warunki

Fa0) = Fulz) = Fa () =0, fulm) =1

(iv) fn(5mer) = 2™T1, poza tym jak w punkcie (iii).
Obliczy¢ granice punktowa
lim fo(z) =f(z) (z€][0,1])

n—o0

i granice calek
1

n—00 0
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Sprawdzi¢
a.) czy zbieznosé jest jednostajna,
b.) czy zachodzi réwnosé

1

lim fn(z) do = /0 f(z) dz.

n—00 0

Poréwnacé z twierdzeniem 3.
Wskazéwka. Punkt a.) zaczaé od sporzadzenia wykresu funkcji f,, przy ustalonym n.

12. Rozwazmy ciag funkcyjny

2nx? dla 0<2z< o,
) fa@)={ metrdal A L<w<l
% da 1<z<y

1,2 1,3
n(zx® — znx dla 0<z< =,
(i) fulz) = { 1(2 3na”) Ose<y
%n2x2 dla 0<z< %,
(iii) fo(z) =< 2nz — 3n?z? -1 dla L<z<2
1 da 2<z<1;

(n>2).

Sprawdzi¢, ze
a.) przy ustalonym n funkcja f,, jest klasy C' w przedziale [0, 1],
b.) istnieja granice punktowe

lim fo(z) = f(z),  Jim file) =g(e) (s €[0,1).

n—>00

Nastepnie zbadaé, czy ciagi {fn}, {f}} sa zbiezne jednostajnie oraz czy zachodzi réwnosé

fll)=g(x)  (z€l0,1]).
Poréwnaé z twierdzeniem 4.

13. Ciag funkcyjny {f.} nazywamy niemal jednostajnie zbieinym w przedziale IP, jezeli
jest on jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale domknietym i ograniczonym [a, b] C IP.
Udowodnié, ze granica ciagu funkcji ciaglych niemal jednostajnie zbieznego w przedziale
IP jest réwniez ciagla w IP.

Wskazowka. Oprzeé sie na twierdzeniu 1.
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14. Niech f bedzie funkcja ciagla w przedziale [a,b]. Oznaczmy przy ustalonym n € IN

dnzb;“, sr=a+kd, (k=0,1,...,n)

i niech f,, bedzie funkcja, liniowa w kazdym z przedzialéw [zy_1, k] spelniajaca, warunki

In(zr) = f(zk) (k=0,1,...,n).

Poda¢ sens geometryczny funkcji f,, i udowodnié, ze

fn=f

w przedziale [a, b]. Narysowaé wykres f,, dlan =1,2,3.
Wskazéwka. Wykorzystaé jednostajna, ciagtosé funkcji f (por. rozdz.III §3 punkt 5, w
szczegblnosci twierdzenie 9).

15. Niech {f,} bedzie ciagiem zbieznym punktowo do funkcji f w przedziale [a, b]. Zakla-
damy, ze
1° funkcje f,, f sa ciagle w przedziale [a, b] i r6zniczkowalne wewnatrz tego przedziatu,
2V istnieje stala A > 0 taka, ze

i) <A, |fi(@) <A dla ze(ab), nelN.

Wowczas
fn =3 f w przedziale [a,b].

Wskazowka. Zaczaé od przypadku
f(z)y=0 dla z € Ja,b

i zauwazy¢, ze funkcje f, sa jednakowo ciagle tzn. do dowolnego € > 0 mozna dobra¢ § > 0
tak, ze z warunku
T1,T2 € [aab]a |:l?1—.7}2| <9

wynika nieréwnogc¢
|fn($1) - fn($2)| <e
dla dowolnego n € IN.

16*. Méwimy, ze {f,} jest ciagiem funkcji o wahaniu wspélnie ograniczonym w przedziale
[a, b] jezeli istnieje stala A > 0 taka, ze

Wo(f,) <A dla neclN.

Podaé przyklad ciagu {f,} funkcji kawatkami gtadkich o wahaniu wspdlnie ograniczonym
w przedziale [0, 1] zbieznego punktowo ale nie jednostajnie do funkcji statej. Poréwnaé z
zadaniem 14.
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17*. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcji o wahaniu skoficzonym w przedziale [a,b] takim,
ze dla pewnego zg € [a, b]
lim f,(zo) =0.

n—

a.) Udowodnié, ze z warunku

lim W2(f,) =

n—0o0

wynika
fn =0 w przedziale [a,b].

b.) Na przykladzie ciagu

1
r) = —sinnx z e |0,
fule) = - (¢ € [0,7)
pokazac, ze wynikanie odwrotne nie zachodzi.
Wskazéwka. W punkcie b.) oszacowaé¢ z dotu wahanie W (f,) dobierajac odpowiednio
podzial odcinka [0, 7]. W dowodzie jednostajnej zbieznosci oprzeé sie na zadaniu 1.

18*. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcji ciaglych zbieznym punktowo do funkcji ciaglej f w
przedziale [a, b]. Udowodnié¢, ze dla dowolnej funkcji g kawaltkami stalej w przedziale [a, b]

b b
lim fn dg —/ f dg.

n—oo
Wskazowka. Oprzeé sie na wniosku 1 rozdz.V §7.

19*. Niech {g,} bedzie ciagiem funkcji o wahaniu wspélnie ograniczonym (por. zadanie
16) zbieznym punktowo w przedziale [a,b] do funkcji stalej. Udowodnié, ze dla dowolnej
funkcji f ciagtej w przedziale [a, b]

b
lim fdg, =0.

n—00 a

Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniu 7, nastepnie skorzystaé¢ z zadania 6 rozdz. V §7.

20*. Niech g bedzie funkcjg o wahaniu skoficzonym w przedziale [a, b] i niech {f,} bedzie
ciagiem funkcji calkowalnych wzgledem funkcji g na tym przedziale (por. rozdz. V §7)
zbieznym jednostajnie do funkcji f. Udowodni¢, ze

1° funkcja f réwniez jest catkowalna wzgledem funkcji g na przedziale [a, b],

20 zachodzi réwnoéé

lim fndg—/ 7 dg.

n—o0

Wskazowka. Zaczaé¢ od przypadku gdy g jest funkcja rosnaca i zmodyfikowaé¢ dowdd
twierdzenia 9.
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21*. Niech
n+/z (1 —nx) dla 0<z< I,

0 dla 1 <z<1,
n dla 0<z< 4,
0 dla 1<z<1,

c.) fn jak w punkcie b.), g(z) = x2.

Opierajac sie na twierdzeniu 11 rozdz. V §7 obliczy¢ calke

1
Kn:/ fn dg
0

lim K,.

1 znalezé

Nastepnie znaleZé granice ciagéw funkcyjnych {f,} oraz {f,g'} i zbadaé rodzaj zbieznosci.
Wynik poréwnaé z twierdzeniem 6.
Wskazéwka. Naszkicowaé wykres funkcji f,, i h, = f,g' przy ustalonym n.

22. Niech
n

fnl@) = 14+ nx

Dla dowolnie ustalonego z € IR znalez¢ granice

lim f,(z) = f(x)

n—o0

i wykazaé, ze zbieznosé¢ ta nie jest jednostajna w zadnym przedziale [0, a|, natomiast jest
jednostajna w kazdym przedziale (—oo, —a| oraz [a, 00) (gdzie a > 0). Nastepnie obliczyé

calki ) )
Kn:/fnda:, K:/fdx
0 0

i sprawdzi¢, ze zachodzi réwnosé¢
lim K, = K.

n—00

Poréwnacé z twierdzeniem 9.
Wskazéwka. Zaczaé¢ od narysowania wykresu funkcji f,, przy ustalonym n. W dowodzie
jednostajnej zbieznosci skorzysta¢ z zadania 1. Przy obliczaniu catki K oprzec si¢ na
twierdzeniu 20 rozdz. V §5

23*. Zbadaé zachowanie sie ciagéw

fn(z) = cos(2mnz), gn(z) = sin(2mnz)
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w zaleznosci od z € IR 1 wykazad, ze

a.) ciag {fn(z)} jest zbiezny tylko wtedy, gdy = jest liczbg calkowita,

b.) ciag {gn(x)} jest zbiezny tylko wtedy, gdy = = & gdzie p jest liczba calkowita,
Wskazowka. Oprzeé sie na wlasnosciach ciagu a, = {nz} oméwionych w rozdz. II §2
punkt 8 i na wzorach redukcyjnych

cosa = cos(2m — @), sina=sin(r —a), sin(27 — a) =sin(7T + @).
24. Znalez¢ sumy szeregow

n 2 n? 1
A=d g B=2gm O=2 o
n= n=

3
—

Wskazéwka. Wprowadzajac pomocnicze funkcje

n

fn(x) :Zxk, gn(T) :Zk‘azk,
k=1

k=1

n . 1
hn(x) = Z k2$ka ]n(x) = E‘xk
k=1

zauwazy¢ najpierw, ze wyrazenia

stanowia, stanowia sumy czesciowe podanych szeregéw - zadanie sprowadza sie zatem do
obliczenia granicy ciagéw funkcyjnych {g,}, {hn}, {jn} W punkcie z = ;. Nastepnie
zauwazy¢, ze zwigzki

0n(@) = of2(0),  ha() = 2gh(0), Gusa () = / fa(t) dit o

pozwalajg, obliczy¢ sumy g, (z), hn(), jn(z). Przy obliczaniu granic ciagéw {g,(3)} ,
{hn(3)} wykorzystaé zbieznosé szeregéw

oo (e o) oo
E ", E nx", E n2z"
n=1 n=1 n=1

dla z = %, natomiast przy obliczaniu granicy ciagu { ]n(%)} oprzeé sie na twierdzeniu 3

i skorzystac¢ z zadania 1.
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25. Zbada¢ zbieznos¢ i bezwzgledna, zbieznos¢ szeregu

o0

> o

n=1 (1 + :L.)n
W jakich przedzialach jest on zbiezny jednostajnie?

26. Udowodni¢, ze szereg

= x
DN e 5 (1
= (1 +a?)(1+222) - - (1 4 na?)
jest
a.) bezwzglednie zbiezny dla wszystkich z € IR,

b.) jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale ograniczonym nie zawierajacym zera.

27. Niech

L=

g(x) = i[(% +n)n(n+1)(n+ 2)]_ :

Okazaé, ze
a.) funkcja g jest okreslona dla wszystkich z # 0 (tzn. szereg jest zbiezny dla tych
wartosci z),

b.) lim g(z) = 0.

x—0

Wskazéwka. Zauwazy¢, ze po odpowiednim przeksztalceniu n-tego wyrazu otrzymujemy
szereg jednostajnie zbiezny na calej osi rzeczywistej, nastepnie oprze¢ si¢ na
twierdzeniu 12.

28. Udowodnié, ze funkcja

o0
x
9(z) = r; 1+ (nz)?

jest

a.) okreslona dla wszystkich z € IR,

b.) ciagla dla = # 0, nieciagla w punkcie z = 0.
Wskazéwka. Udowodnié jednostajnag zbieznosé szeregu w kazdym przedziale nie zawiera-
jacym zera, nastepnie wykazaé¢ nieréwnos¢

9(=) > (m € IN).

DN | =

1
m
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29. Opierajac sie na réwnosci

(uzasadnié ja!) okazaé, ze

b(l+a) (-1 (1 1
1Oga(l-l—b)_ng1 n <b_”_a_”>

dla dowolnych 1 < a < b.
Wskazowka. Okazaé¢ najpierw, ze szereg jest jednostajnie zbiezny w przedziale [a, b].

30. Udowodni¢ bezwzgledng, i jednostajna, zbiezno$¢ szeregu

>, cos(£) sin(nz)
>
n=1

na calej osi rzeczywistej.

31. Udowodni¢ jednostajng zbieznos¢ szeregu

X, 2" cos L

>t
n!

n=1

w kazdym przedziale ograniczonym, stosujac
a.) kryterium Weierstrassa,
b.) kryterium Abela.

32. Udowodni¢ jednostajng zbieznos¢ szeregu

a.) ;ifr)m w przedziale [0, 1],

x T
. E —1)"sin= w iale [—=.=
b.) (—1)"sin - przedziale | 5 2],

n=1
- nT+n . .
c.) Z(—l) 3 W kazdym przedziale [0,al,a > 0.
n=1

33. Udowodni¢, ze szereg

o .
(=1)"sinzx T m
Yy pP=_ I
T relP =133

jest w przedziale IP zbiezny jednostajnie ale nie jest w tym przedziale bezwzglednie zbiezny.



