§2. Szeregi potegowe.

0 Q© 9
1. ZbieznosS¢ szeregu potegowego. Szeregiem potegowym hazywamy Sszereg
funkcyjny postaci

(1) Zan(:c —zo)".

Liczby a,, nazywamy wspdtczynnikami szeregu (1) za$ liczbe ¢ jego Srodkiem (ten geome-
tryczny termin stanie sie zrozumialy w dalszym ciagu wykladu). Zauwazmy, ze szereg (1)
jest zawsze zbiezny dla r = x(, gdyz wtedy redukuje si¢ on do jednego wyrazu ay.

Aby zbadaé zbieznoéé szeregu (1) przy ustalonym x # xo sprébujmy zastosowaé kry-
terium Cauchy’ego dla szeregéw o wyrazach stalych (rozdz. IV §2 twierdzenie 4) do szeregu

o0
> lun(2)];
n=0
gdzie
Un () = an(x — z0)".
Mamy

Vlun(2)| = ¥/lanllz — zol,
lim 3/|an| =X

n—oo

zatem jezeli istnieje granica

to
(2) Tim 3/ fun(2)] = Az — 20

i, przy zalozeniu ze A # 0, na mocy kryterium Cauchy’ego szereg (1) jest bezwzglednie
zbiezny dla x spelniajacych nieréwnosc
1
r— x| < — =R,
| of <5

czyli lezacych w przedziale otwartym
IPRZ (.770 —R,.’B()'i‘R)

(jest to przedziat o dtugosci 2R i srodku zg).
Dla z lezacych poza przedzialem domknietym [z¢g — R, o + R| mamy z uwagi na (2)

lim {/|u,(z)] > 1,
n—00

skad wynika, ze dla duzych n zachodzi nier6wnosc

|un ()| > 1,
szereg (1) nie moze byé¢ zatem zbiezny, gdyz jego ogdlny wyraz nie dazy do 0 (por.
twierdzenie 8 rozdz. IV §1). Natomiast na koncach przedziatu IPg kryterium Cauchy’ego
nie pozwala rozstrzygnaé zbieznosci szeregu (1), gdyz w tych punktach granica (2) jest

réwna 1. Dokladniejszy opis wlasnosci szeregu (1) daje nastepujace twierdzenie (por. rys.
96):

669
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Twierdzenie 1. Zaléimy, Ze istnieje granica (skoriczona lub niewlasciwa)

(3) lim {/|a,| = A
n—oo
Wéowczas
(i) gdy A = oo, szereg (1) jest rozbieiny dla kazdego x # xo;
(ii) gdy A = 0, szereg (1) jest bezwzglednie zbiezny dla wszystkich x i jednostajnie zbiezny
w kazdym przedziale ograniczonym [a,b];
(iii) gdy 0 < XA < o0, szereg (1) jest
a.) bezwzglednie zbieiny w przedziale otwartym

P = (:EO _R7$0+R)7
gdzie

(4) R=1

b

b.) rozbieiny poza przedziatem domknietym

[SC() - Ra Zo + R]u

c.) jednostajnie zbieiny w kazdym przedziale

[a,b] C IP.
szereg
S — jednostajnie e —
szereg ! zbiezny ! szereg
rozbiezny i 7 7/ i rozbiezny
< 1 1 1 Q >
x,—R i a Xy b i Xy +R X
| |

szereg zbiezny

[rys. 96]
DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze w przypadku (i) z réwnosci (2) wynika dla z # zg

(5) Jim {/Jun (2)] = oo,
a stad
lun ()] > 1
dla dostatecznie duzych n. Szereg (1) nie moze wiec by¢ zbiezny, gdyz nie jest spehmiony

warunek konieczny zbieznosci (por. rozdz. IV §1 twierdzenie 8). Natomiast w przypadku
(ii) z réwnosci (2) otrzymujemy dla dowolnego

(6) lim Y/ |u,(x)| =0,

n—00
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a to na mocy kryterium Cauchy’ego zapewnia bezwzgledna, zbieznosé szeregu (1).
Przejdzmy do przypadku (iii). Jak juz zauwazyliSmy, z réwnosci (2) wynika, ze
19 szereg (1) jest bezwzglednie zbiezny dla x € IP - co daje punkt a.) tezy

oraz
20 szereg (1) jest rozbiezny w kazdym punkcie x nalezacym do zbioru

D =R\ [zo - R, z0 + R,

co daje punkt b.) tezy.
Pozostaje do udowodnienia jednostajna zbieznosé szeregu (1). Wystarczy zalozyé (por.
zadanie 5 §1), ze przedzial [a, b] jest postaci

Py = [xo —d,zo +d],

gdzie d jest dowolna, liczba, w przypadku (ii) lub 0 < d < R w przypadku (iii). Mamy
wowczas dla x € IP; oszacowanie

(7) |un (2)] < lan|d® = |un(zo + d)].

Poniewaz, jak juz wykazaliSmy, szereg (1) jest bezwzglednie zbiezny dla z = z¢ + d,
nier6wnosé (7) zapewnia jednostajna zbieznosé szeregu (1) w przedziale IP; na mocy kry-
terium Weierstrassa (twierdzenie 15 §1). O

Przedziatem zbiezno$ci szeregu potegowego (1) nazywamy
1° przedzial
P=($0—R,$0+R) (R>O),

jezeli szereg jest bezwzglednie zbiezny dla x € IP i rozbiezny dla z lezacych poza przedzia-
lem domknietym [zo — R, 2o + R];

29 przedzial (—oo, 00), jezeli szereg jest bezwzglednie zbiezny dla wszystkich z € TR.

Powtarzajac rozumowanie przeprowadzone w dowodzie twierdzenia 1 stwierdzamy tatwo,
ze szereg (1) jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale domknietym [a, b] zawartym w
przedziale zbieznoci.
W przypadku 1° liczbe R nazywamy promieniem zbieznosci szerequ potegowego (1), w
przypadku 2° méwimy, ze promier zbieinosci R = oo. Jezeli szereg (1) jest rozbiezny
dla kazdego = # x¢, to przyjmujemy, ze promien zbieinosci R = 0, przedzial zbieznosci
redukuje si¢ wowczas do jednego punktu zg.

Z twierdzenia 1 wynika, ze przy zalozeniu istnienia granicy (3) promien zbieznosci
szeregu (1) mozna obliczaé postugujac sie wzorem (4) przy dodatkowej umowie, ze

(8) R=00, gdy =0, R=0, gdy \=oc.

Jezeli wszystkie wspélczynniki a,, sa rézne od zera oraz istnieje granica

0< lim Mgoo

bl
n—o00 |ay|
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to (por. rozdz. IV §2) jest ona réwna granicy (3). Promien zbieznosci mozna wéwczas
oblicza¢ ze wzoru (4) wzglednie (8), przyjmujac

(9) A= lim 1%t

n— 00 |a,n‘

co moze by¢ wygodniejsze ze wzgledéw rachunkowych.

W dalszym ciagu (punkt 5) okazemy, ze kazdy szereg potegowy ma promien zbieznosci
0 < R < oo oraz przedzial zbieznosci speliajacy (przy R > 0) jeden z warunkéw 19, 2°,
réwniez gdy nie istnieje granica (3.)

Przykiad 1. Rozwazmy szeregi potegowe o srodku o = 0

ECENCED DS/ O
n=1 n=1 n=1

m\&

poniewaz

A= lim {/n= lim "——hm \/ =1,
n—oo n—00 n—oo
wszystkie trzy szeregi majg ten sam promien zbiezno$ci R = 1, zatem ich przedziatem

zbieznodci jest przedzial otwarty
P=(-1,1).

Zbadamy zachowanie sie szeregéw na koncach tego przedziatu. Dla z = 1 ogélny wyraz
szeregu («) przyjmuje postac b, = n zas dla x = —1 jest réwny ¢, = (—1)"n. Ciag {b, } jest
rozbiezny do oo zas ciag {c, } nie ma granicy (nawet niewlasciwej), zatem szereg () w obu
punktach konicowych jest rozbiezny gdyz nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci
(por. twierdzenie 8 rozdz. IV §1). Szereg (3) dla x = —1 ma postac

>

a wiec jest zbiezny (por. Przyklad 2 rozdz. IV §3) natomiast dla z = 1 staje si¢ szeregiem
harmonicznym a wiec rozbieznym (por. Przyklad 4 rozdz. IV §1). Wreszcie szereg () jest
zbiezny w obu punktach konicowych przedzialu IP. Dla z = 1 staje si¢ on szeregiem

(10) Z ni

ktorego zbiezno$¢ udowodnilismy w Przykladzie 6 rozdz. IV §1, natomiast dla x = —1
przyjmuje posta¢ szeregu

(11) > (=

n=1
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ktérego zbieznos¢ otrzymujemy natychmiast z nieréwnosci

stosujac kryterium poréwnawcze (twierdzenie 7 rozdz. IV §1) i korzystajac ze zbieznosci
szeregu (10) (zbieznos$é szeregu (11) wynika réwniez z twierdzenia Leibniza (twierdzenie 2
rozdz. IV §3).) O

2. Regularnos$¢ sumy szeregu potegowego. Suma u(z) szeregu potegowego (1) o
dodatnim promieniu zbieznosci jest funkcja okreslona, w przedziale zbieznosci i ewentualnie
na jego koncach. Zauwazmy, ze wyrazy szeregu s, funkcjami ciagtymi w calym zbiorze liczb
rzeczywistych i ze szereg jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale [a,b] zawartym
w przedziale zbieznosci. 7Z twierdzenia o ciaglosSci sumy szeregu jednostajnie zbieznego
(twierdzenie 12 §1) wynika zatem, ze suma szeregu (1) jest funkcjq ciaglta w catym przedziale
zbieznosci, gdyz do kazdego punktu z € IP mozna dobra¢ przedzial [a, b] tak, by zachodzita
relacja

Z € [a,b] C TP.

Powstaje pytanie, czy mozna powiedzie¢ co§ wiecej o regularnosci funkcji u(x) - na przy-
klad, czy jest ona rézniczkowalna. Aby zastosowaé twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu
funkcyjnego (twierdzenie 14 §1) musimy zbadaé szereg utworzony z szeregu (1) przez for-
malne zrézniczkowanie, czyli szereg

(12) > nan(z — )",

ktory dla x # xo mozna zapisa¢ w postaci

oo

(13) ! Z nay(z — xo)".

r—
0n=1

Zakladajac, 7e istnieje granica (3) mozemy latwo znale7¢ promien zbieznosci R; szeregu
(13). Mamy mianowicie

A= lim Y/nla,| = lim /n lim {/|a,| = A
n—oo n—o0 n—oo

i stad
Ry = R.

Wiemy, ze szereg (12) jest zbiezny dla x = zy (gdyz wtedy redukuje sie do jednego wyrazu
a1), zas dla x # xo jego zbieznosé jest réwnowazna zbieznosci szeregu (13). Stad wniosek,
ze promieni zbieznosci i przedzial zbieznosci szeregu (1) i szeregu (12) powstajacego przez
zrézniczkowanie go wyraz za wyrazem sa, takie same. Z przeprowadzonych rozwazan wynika
tatwo



674

Twierdzenie 2. Zaléimy, Ze istnieje granica (3) i Ze szereg potegowy (1) ma dodatni
promierni zbieznosci (0 < R < o0). Wdwczas jego suma

u(z) = Z an(z — 20)"

jest funkcjag klasy C° w przedziale zbieznosci IP i jej pochodne dowolnego rzedu dla x € 1P
obliczamy rdzniczkujac szereg wyraz za wyrazem.

DOWOD. Szereg zrézniczkowany (12) jest szeregiem potegowym, mozna wiec do niego
zastosowaé twierdzenie 1. Poniewaz, jak juz zauwazyliSmy, przedzial zbieznosci IP jest
ten sam dla obu szeregéw, z twierdzenia 1 wynika, ze w dowolnym przedziale [a,b] C TP
spelnione sg zalozenia twierdzenia 14 §1. Wobec tego

u'(x) = ZH(.’E) = Znan(m —zo)" b (zeP).

To samo rozumowanie mozemy zastosowaé do szeregu (12), otrzymujemy

u’(z) = Z un (r) = Z n(n — Dap(z — z0)" 2 (x € IP).

Drogg, indukcji tatwo stwierdzié, ze po k-krotnym zrézniczkowaniu szeregu (1) otrzymujemy
szereg potegowy o tym samym przedziale zbieznosci IP, ktérego suma jest réwna u(® dla
z € IP. Mamy zatem dla dowolnie ustalonego k£ € IN

u®) (z) = Z ul® (z) = Z nn—1)---(n—k+Dap(z —20)" % (z€P).
n=0 n=k

Na mocy twierdzenia 1 szereg potegowy po prawej stronie jest jednostajnie zbiezny w
kazdym przedziale [a,b] C TP, jego suma u(¥)(z) jest wiec ciagla w kazdym punkcie = € TP
czyli ciagla w calym przedziale IP. O

Uwaga. Nie zakladajac istnienia granicy (3) latwo okazaé, ze szereg (1) mozna w
przedziale zbieznosci rézniczkowa¢ wyraz za wyrazem - zatem twierdzenie 2 pozostaje
prawdziwe bez tego zalozenia (por. réwniez punkt 5). Wynika to z nastepujacego lematu:

Lemat. Jezeli szereg (1) jest zbieiny w punkcie c # xq, to szereg (12) jest bezwzglednie i
jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale |x — xo| < a, gdzie 0 < a < |c — xp|.

DOWOD. Na mocy zalozenia ogélny wyraz szeregu (1) dla x = ¢ dazy do zera (por.
twierdzenie 8 rozdz. IV §1), istnieje zatem liczba M > 0 taka, ze

lan(c —x0)"| < M (n € IN).

Mamy

_ n
Nan(x — o)™ = nay(c — xo)" (z= )"
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skad przy oznaczeniu
a

lc— x|
wynika, ze

|nay, (z — zy| < nMq™.

Szereg
o
>_nd"
n=1

jest zbiezny dla 0 < ¢ < 1, co stwierdzamy latwo, stosujac kryterium d’Alemberta lub kry-
terium Cauchy’ego - por. rozdz. IV §2. Zatem ostatnia nieréwnos$¢ zapewnia bezwzgledng,
i jednostajng zbieznosé¢ szeregu (13), a wiec i szeregu (12), w przedziale |z — zo| < a. O

O zachowaniu sie sumy szeregu potegowego na koncach przedzialu zbieznosci mowi
nastepujace

Twierdzenie 3 (Abela). Zaldimy, ze promien zbieinosci R szeregu (1) spetnia nie-
réowno$é 0 < R < co. Wowcezas w przypadku zbieznosci szerequ (1) w punkcie koricowym
przedziatu zbieinosci jego suma u(x) jest funkcjq jednostronnie ciagtq w tym punkcie tzn.

a.) jezeli szereg (1) jest zbiezny dla © = xo + R, to

li - R),
z_)(wlor{lm)_u(x) u(zo + R)

b.) jezeli szereg (1) jest zbiezny dla x = xo — R, to

= u(zo — R).
2 (@0 R) u() = u(zo =~ R)

DOWOD. Aby udowodnié a.) zauwazmy, ze

(14) an(z — 20)" = (anR™)vn(z),
gdzie
(=)
vn(z) = —n
Szereg

o0
g an,R"
n=0

jest z zalozenia zbiezny, zatem jako szereg o wyrazach stalych jest jednostajnie zbiezny w
kazdym przedziale (por zadanie 3 §1), natomiast ciag {v,(z)} jest malejacy przy dowolnie
ustalonym z € B = [xg,Zo + R] i przy tym

on(2)] <1
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dla z € B, n € IN. Korzystajac z przedstawienia (14) mozemy wiec do szeregu (1)
zastosowaé kryterium Abela (twierdzenie 16 §1), ktére zapewnia jego jednostajna zbieznosé
w przedziale B. Zgodnie z twierdzeniem o ciaglosci sumy jednostajnie zbieznego szere-
gu o wyrazach ciaglych (twierdzenie 12 §1) funkcja u(z) jest ciagla w przedziale B, w
szczegblnosci lewostronnie ciagla w punkcie zg + R.

Dow6d punktu b.) przebiega podobnie i pozostawiamy go Czytelnikowi. 4

Przyklad 2. Zbadajmy szereg potegowy o srodku oy =1

(15) > @;# (o> 0).

=1

3

Poniewaz
{ 1 dla a=0,
ap =

L dla o >0,

mamy dla a =0
Vlan| =1 (n € IN)

oraz dla a > 0

N o L
i, Vienl = B, Ty =1

Zatem A = R =1 zgodnie ze wzorami (3), (4) i przedzialem zbieznosci jest przedzial
P =(0,2)

dla wszystkich a > 0.
Zbadamy zachowanie sie szeregu (15) na koncach przedzialu IP. Dla z = 0 szereg

przyjmuje postac
n

2 (—1
z_:l(n")'

Szereg ten jest

zbiezny dla o > 0 jako szereg naprzemienny spelniajacy zalozenia twierdzenia Leibniza
(twierdzenie 2 rozdz. IV §3),

rozbiezny dla o = 0, gdyz wtedy ogdlny wyraz nie dazy do zera, nie jest wiec spelniony
warunek konieczny zbieznosci (twierdzenie 8 rozdz. IV §1).
Natomiast dla z = 2 szereg (15) ma postaé

L
n=1 ne
jest wiec (por. Przyktad 1 rozdz. IV §2)

zbiezny dla o > 1,
rozbiezny dla 0 < a < 1.
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Przyklad 3. Znajdziemy przedzial zbieznosci szeregu potegowego

o0
(x+1)"
(16) D
n!
n=0
o srodku zg = —1. Do obliczenia liczby A wygodniej bedzie zastosowaé wzér (9). Otrzy-
mujemy
1
A= lim —" — fim —

Y

n—00 (’n,—|—1)' n—)oon—}—lz

zatem wobec (8) R = oo i przedzialem zbieznosci jest cala prosta rzeczywista.

3. Rozwijanie funkcji w szereg potegowy. Przypusémy, ze funkcja f jest suma
szeregu potegowego o §rodku zg i dodatnim promieniu zbieznosci 0 < R < oo, zatem

(17) Fl@) =" an(z — z)"

dla x € IP, gdzie IP jest przedzialem zbieznoéci. Méwimy woéwczas, ze funkcja f zostala
rozwinieta w szereg potegowy. Na mocy twierdzenia 2 z przedstawienia (17) wynika, ze
f jest klasy C*° w przedziale IP - zatem rozwija¢ w szereg potegowy mozna tylko takie
funkcje. Przedstawienie (17) pozwala wyrazi¢ wspdlczynniki a,, przez pochodne funkcji f
w punkcie zo. Rézniczkujac bowiem obustronnie otrzymujemy zgodnie z twierdzeniem 2

(@) = nan(z —zo)" Y,
n=1

oo

1) = Y n(n— Dan(z - z0)"2,
i ogblnie
(18) F®)(z) = Z nn—1)--(n—k+1an(x — z0)"*
n=~k

dla dowolnego k € IN, z € IP. Z réwnosci (17), (18) wynika po podstawieniu x = xg
F®) (x0) = k! ag,

czyli (po zamianie wskaznika k na n)

1
(19) Ay = —'f(")(xo) (n=0,1,2,...)
n!
(przypominamy, ze f((z) = f(z)). Szereg potegowy o srodku zg i wspélczynnikach a,,
okreslonych wzorem (19) nazywamy szeregiem Taylora funkcji f, w szczegélnosci dla zg = 0
szereg ten nosi nazwe szerequ Maclaurina funkcji f.
7 przeprowadzonych rozwazan wynika natychmiast
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Twierdzenie 4 (o jednoznacznos$ci rozwiniecia). Jezeli funkcja f rozwija sie w
pewnym otoczeniu punktu xo w szereg potegowy (17), to ten szereq jest jej szeregiem Taylora
tzn. wspdtczynniki a,, sq okreslone wzorem (19).

DOWOD. 7 zalozenia funkcja f spehia (17) dla x € (a,b), gdzie
a<zxy<b,

zatem przedzial (a,b) jest zawarty w przedziale zbieznosci szeregu potegowego i rachunek
prowadzacy do wzoru (19) pozostaje w mocy. O

VARV

Szereg Taylora mozna utworzy¢ dla kazdej funkcji f okreslonej w otoczeniu punktu zg
i majacej w tym punkcie pochodne wszystkich rzedéw. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze nie
przedstawia on funkcji f tzn. ze w przedziale zbiezno$ci szeregu o wspélczynnikach a,,
okreslonych wzorem (19) nie zachodzi réwnosé (17). Dowodzi tego nastepujacy

Przykiad 4. Niech
1
e 2% dla x #0,
Tr)=
/@) { 0 dla z=0.

Okazemy, ze f € C*°(IR) i przy tym
(20) f™0)=0 dla nelN.

Zaczniemy od obliczenia pochodnych funkcji f. Dla x # 0 mozemy zastosowaé znane
reguly rézniczkowania funkcji elementarnych i ich superpozycji, co daje

/ 2 " 4 6 _ L
filz)=_3e =7, f(x):<F—g>ew2
i ogblnie
(21) F™(z) = wy (i) e =7 (n €N, z #0),

gdzie w,, jest wielomianem - latwy dowdd indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi. Po-
chodne w punkcie x = 0 obliczymy opierajac si¢ na definicji, przy czym wygodnie bedzie
znalez¢ najpierw lewostronng i prawostronng granice ilorazu réznicowego. Mamy zatem

1 1
/ — 1' T 72
£1(0) = Jlim, e,

skad po podstawieniu

(22) t=

S| =
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dostajemy
t
(23) 7L0) = Jim
i podobnie
1 1 t
/ — . P e M
(24) 1=(0) h1—1>Hol— he " t—1>l oo et?

Obie granice (23), (24) stanowia nieoznaczonosci typu 22 i obliczamy je stosujac regule de
I’Hospitala (twierdzenie 19 rozdz. III §4), co daje

fL(0) = lim 1o 0, f2(0) = lim L _ 0.

t—o0 2tet’ t—>—co 2tet®
Poniewaz pochodne jednostronne sa réwne, pochodna f’(0) istnieje i przy tym
(25) f1(0)=0

(por. twierdzenie 1 rozdz.III §4). Réwnosé (20) udowodnimy metoda, indukeji. Przyjmujac
(20) jako zalozenie indukcyjne mamy

(n) (n)
(1) oy e 4 (R) (n+1) J (h)
f0) = hl—l>r(r)l+ h ;=)= i h
skad, uwzgledniajac (21) i stosujac podstawienie (22), dostajemy
(n+1) twn (t) (n+1) T twn (t)
f+ (0) - t1—>oo et2 ’ f_ (0) o t—l)lr—noo et2 )

Do obliczenia ostatnich granic zastosujemy p-krotnie stosowana, przed chwila regule
de I'Hospitala (gdzie p jest stopniem wielomianu tw, (t)). Daje to

(26) 0 = Jim g 000 = dim s

przy czym, jak latwo zauwazyc,

(et2> @ = v, (t)e‘t2 ,

gdzie c jest stalg a v, wielomianem. Poniewaz

tli)rglo vp(t) = £oo = t_l)lmoo vp(t)

(znak zaleznie od stopnia wielomianu i znaku wspélczynnika przy najwyzszej potedze -
por. zadanie 17 rozdz.I1I §2), réwnosci (26) daja, ostatecznie

100 = 170 0) =0,
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czyli
f(n+1)(0) =0,

co konczy dowéd indukcyjny (20). OkazaliSmy jednoczesnie, ze funkcja f ma pochodne
wszystkich rzedéw w kazdym punkcie z € IR czyli jest klasy C°*°(IR). Z definicji funkcji f
i réwnosci (20) wynika, ze wszystkie wspélczynniki a,, jej szeregu Taylora o srodku zg = 0
(okreslone wzorem (19)) sa réwne zeru. Przedzialem zbieznosci takiego szeregu jest cala
oS rzeczywista, ale w zadnym punkcie z # 0 nie moze zachodzi¢ réwnosé (17). O

Moéwimy, ze funkcja f jest analityczna w punkcie g, jezeli daje sie w pewnym otoczeniu
tego punktu przedstawié jako suma szeregu potegowego (z twierdzenia 4 wynika, ze szereg
ten jest jej szeregiem Taylora). W Przykladzie 4 mamy przyklad funkcji klasy C*° ktéra
nie jest analityczna w punkcie zo = 0.

(VARVIERV

4. Rozwiniecia w szereg pewnych funkcji. Jezeli funkcja f daje sie w pewnym
otoczeniu (a, b) punktu xo rozwinaé w szereg potegowy, to z twierdzenia 1 wynika, ze szereg
ten jest jednostajnie zbiezny do f w kazdym przedziale domknietym [c, d] C (a,b). Inaczej
moéwiac, do dowolnie ustalonego ¢ > 0 mozna dobra¢ N tak, ze dla n > N zachodzi dla
wszystkich = € [c, d] nieréwnosé

‘f(m) ~ ()

<e,

gdzie

n

gn(z) = Z ag(z — z0)F.

k=0

Zatem przedstawienie funkcji f w postaci (17) implikuje mozliwosé aproksymowania jej w
calym przedziale [c, d] ze z géry okreslona, doktadnoscia, przez wielomian g,,.

Zajmiemy sie teraz rozwinieciem w szereg potegowy pewnych poznanych wczesniej
funkcji.

Jezeli f jest funkcja klasy C*° w otoczeniu punktu zg, to dla dowolnego n prawdziwy
jest wzor Taylora

7) Fa) =3 L O o) - 20)* + Ru(a),
k=0

gdzie

(28) Rufa) = L2 poo )
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jest reszta w postaci Lagrange’a zas z punktem lezacym miedzy punktami zy, z (por.
twierdzenie 2 rozdz.IIl §5). Suma po prawe]j stronie (27) jest suma czesciowa, szeregu
Taylora funkcji f. Zatem rozwiniecie (17) jest prawdziwe w przedziale Py okreslonym
nier6éwnoscia,

|z — x| < d

jezeli spelniony jest warunek

(29) lim R,(x) =0 dla x€1Py,

n—00

do tego za$ wystarczy, by pochodne funkcji f byly wspdlnie ograniczone w przedziale 1P,
tzn. by istniala stala M > 0 taka, ze

(30) ‘f(")(a:) <M dla ze€lPg nelN.

Wéwcezas bowiem

(31) Ru(e)| < MO

Jak tatwo sprawdzi¢, stosujac kryterium d’Alemberta, szereg

n=0

jest zbiezny i wobec tego jego ogdlny wyraz dazy do zera. Oszacowanie (30), ktére implikuje
(31), zapewnia wiec warunek (29) rozwijalnosci funkcji f w szereg Taylora.

Przykiad 5. Przyjmijmy zo = 0 i niech
f(x) =sinz, g(x)=-cosz, h(z)=2¢e".

Ustalajac dowolnie d > 0 mamy dla |z| < d

< e,

‘f(") («)

<1, ‘g(")(a?)

<1, \h<"><x>

warunek (30) jest wiec speliony i wszystkie trzy funkcje rozwijaja, sie w szereg Maclau-
rina w kazdym przedziale 1Py, czyli w calym zbiorze liczb rzeczywistych. Aby znalezé
wspolczynniki rozwiniecia skorzystamy ze wzoru (19) dla zg = 0. Mamy

™M (z) =e® dla nelN,

nastepnie
(=)ksinz dla n =2k,

(=1)Fcosz dla n=2k+1

f™ (@) = {
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oraz

™) () = { (~)*cosz dla n =2k,
= (-1)**lsiny dla n=2k+1
gdzie k =0,1,2,.... Wobec tego

AM0)=1 dla nelN,

(n) 0 dla n =2k,
f(0) = k
(-1) dla n=2k+1,

™(0) = { (-1)k  dla n =2k,
g o dla n=2k+1

i szukane rozwiniecia majg postaé

(32) = z—

k=0
_ (1 sk
(33) sinz = kz:;) mx k1
= (=DF
(34) CoST = ,;) k) z2k,

dla dowolnego = € IR. Latwo sprawdzi¢, stosujac kryterium d’Alemberta, ze kazdy z
szeregOw po prawej stronie jest bezwzglednie zbiezny przy dowolnie ustalonym x. Wynika
stad, ze promien zbieznosci tych szeregdéw jest réwny oo, zas przedzialem zbieznodci jest
cala oS rzeczywista.

Promieri zbiezno$ci szeregéw (32) - (34) mozemy réwniez obliczy¢ bezposrednim rachun-
kiem.
W przypadku szeregu (32) mamy

zatem wzoér (9) daje

n!
A= lim — = 1i =0
ngrolo (n+1)! ngrolon-l—l
i stad R = oo zgodnie z (8).
W szeregu (33) mamy

_ _ (=" _
agn =0, 02n+1—m (n=0,1,2,...),

zatem
1

*V\azn| =0, W lagna| = 2 @2n+ 1)
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Zauwazmy, ze przyjmujac

mamy (por. rozdz. IV §2)

. n / . bn+1 n!
nlgg)lo bn o nli}IEo b'n o n— oo (n + 1)',
czyli
1
lim {/— =0,
n—00 n!

a stad na mocy twierdzenia o podciagach (twierdzenie 3 rozdz. II §2) wynika, ze

lim *"*%/|agny1| = 0.

n—00

Zatem w przypadku szeregu (33) ciag { ¥/|an|} jest przeplatanka dwdch ciagéw zbieznych
do tej samej granicy. Wobec tego (por. zadanie 4 rozdz. II §1) istnieje granica

A= lim {/|a,| =0,
n—oo

co zgodnie z (8) daje R = oc.

Podobne rozumowanie mozna zastosowa¢ do szeregu (34), szczegdly pozostawiamy Czytel-

nikowi.

Przyklad 6. Rozwiniemy w szereg Maclaurina funkcje

f(z) =log(1+ x) (x > -1).

Zauwazmy najpierw, ze znamy rozwiniecie pochodnej f’(z), bowiem ze wzoru na sume
szeregu geometrycznego (por. Przyktad 1 rozdz. IV §1) wynika, ze

o0
!/ n
dla |t| < 1.
1= =2 ¢
Otrzymany szereg potegowy jest jednostajnie zbiezny w kazdym przedziale o koncach 0, x
dla |z| < 1 (por. twierdzenie 1), wobec tego zgodnie z twierdzeniem 13 §1 mozna go w

tym przedziale catkowaé wyraz za wyrazem, co daje

0 n+1
n T
(35) log(1+z) = ngzo(—l) 1 dla |z| < 1.

Postugujac sie wzorami (3), (4) latwo znalezé promien zbieznosci po prawej stronie (35).
Mamy

1
lim {/|a,| = lim {/— =1,

n—00 n—00 n
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stad
A=R=1.

Szereg (35) jest zbiezny dla x = 1 jako szereg anharmoniczny (por. Przyklad 2 rozdz. IV
§3), wobec tego z twierdzenia 3 i z ciaglodci lewej strony dla x = 1 wynika, Zze réwnosé (35)
zachodzi w calym przedziale (—1,1]. Zmieniajac wskaznik sumacyjny mozemy szukane
rozwiniecie zapisa¢ w postaci

o0

(36) log(1+z) = Z(—l)”“% (-1l<z<1).

n=1

Poniewaz przedzialem zbieznosci otrzymanego szeregu jest przedzial (—1, 1), réwnosé (36)
nie moze zachodzi¢ dla z > 1 pomimo, ze lewa strona jest okreslona dla wszystkich z > —1.
Przyjmujac z = 1 w (36) dostajemy

& ( 1)n+1
1 — A
og 2 E n
n=1

Po prawej stronie mamy szereg anharmoniczny, ktérego zbiezno$¢ udowodniliSmy wczesniej
(Przyklad 2 rozdz. IV §3) - teraz znalezliémy jego sume.

Uwaga. Wréémy do rozwinigcia (36) i niech Py bedzie przedzialem okreslonym
nieréwnoscia
lz| <d (0<d<1).

Przyjmujac
f(z) =log(1 + )

mamy dla dowolnego n € IN

(n—1)!

(1+x)"

(proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie dowodu indukcyjnego), zatem dla z € Py
zachodzi oszacowanie

|F™ ()| =

1 _ (=D ()
Cn (1+d"_|f |_

Stosujac kryterium d’Alemberta stwierdzamy, ze szereg
o
>_cn
n=1
jest zbiezny, stad (por. twierdzenie 8 rozdz. IV §1) ciag {c,} jest zbiezny do zera, zatem

lim — =0
n—00 Cp,
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i wobec tego z otrzymanego oszacowania dla pochodnych f(™) (z) wynika, ze nie mogg by¢
one wspdlnie ograniczone w zadnym przedziale IP;. Widzimy wiec, ze warunek (30) jest
jedynie warunkiem dostatecznym rozwijalnosci funkcji f w szereg potegowy, ale nie jest to
warunek konieczny.

Przyklad 7. Rozwiniemy w szereg Maclaurina funkcje
(37) flz)=(10+x)* (€ R, z>-1).
Zaczniemy od obliczenia wspélczynnikéw a,, poshugujac sie wzorem (19) przy zo = 0.

Mamy
fliz)=al+2)*7",  f'(2) =a(a-1)(1+2)*

i ogblnie
J® @) = ala—1)-(@—n+1)(1+2)7",
skad
f™0)=al@-1)---(a-n+1) dla neN,
zatem
(38) an:a(a—l)...(a—n—l—l) (e, A

n!
W przypadku gdy « jest liczba, naturalna, (o = m), otrzymujemy ze wzoréw (38)

_{ (77':) dla 0<n<m
fin = 0 dla n>m,

gdzie (™) oznacza wspdlczynnik dwumianowy (por. (17) rozdz. I §1). Szereg Maclaurina

jest wowczas sumag, skonczong, i szukane rozwiniecie daje wzér dwumianowy Newtona

m

L+a)m =Y (’Dxn (z € R)

n=0

(por. (19) rozdz. I §1). Dla dowolnego o € IR wyrazenie (38) nazywamy uogdlnionym
wspotczynnikiem dwumianowym i przyjmujemy oznaczenia,

39) <a>:a(a—1)---(a—n—l—1) e, <a>:1.

n n! 0

Szereg Maclaurina funkcji (37) ma wiec postacé

(40) 2 (8)a" = o0
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a jego promieni zbieznosci dla o ¢ INU{0} tatwo obliczy¢ ze wzoréw (4), (9) (wiemy, ze dla
a naturalnych oraz o = 0 szereg jest skoriczons suma). Wobec (39) dostajemy dla n > «

Uny1| n—a
an | n+1’
skad
A=Iim 2~ %—1, R=1.
n—oo N+ 1

Przedzialem zbieznosci szeregu (40) jest wiec przedziat (-1,1).

7 przeprowadzonego rozumowania nie wynika jednak, ze suma szeregu Maclaurina
funkcji (37) jest réwna tej funkcji - por. Przyktad 4. Aby to udowodnié musimy wykazad,
7€

(41) 9(x) = (1+2)%,

(gdzie funkcja g jest okreslona w przedziale (—1, 1) réwnoscig (40)) albo, w réwnowaznej
postaci, ze

(42) h(z)=(1+z) %(z)=1 dla |z|<]1.

Poniewaz

h(0) =1

wystarczy stwierdzié, ze h jest funkcja stala w przedziale (—1,1) czyli ze jej pochodna
h'(z) jest w tym przedziale réwna zeru. Rézniczkujac otrzymujemy z (42)

(43) K (z) = (1+2)7* 'p(z),

gdzie
p(x) = (1+z)g'(z) — ag(z),

pozostaje wiec okazac, ze
(44) p(z) =0 dla |z|<1.

Ostatnia réwno$é¢ wynika tatwo z definicji funkcji g. Po zrézniczkowaniu (40) mamy

(45) J(z) = gn<z> 2"l =a+ g(n +1) (n i 1)1:",
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i po dodaniu (45), (46)

(47) (1+2)g () =a+ Y bua,

bn:(n-l-l)(nil)-l—n(:).

Z definicji (39) uogélnionego wspélczynnika dwumianowego wynika, ze

gdzie

by = - (a(a—1) - (a-n+1)(a—n)tnala—1)---(a-nt1)) = (Z) (a—n+n) = a<a>,

n! n

co wobec (40) i (47) daje

1+ 2)g'(z) = ag(z),
czyli (44), skad wynika (41). Szukane rozwiniecie ma wiec postaé
(48) rar=3 (2)an (el <),

n
n=0

przy czym wspolczynniki (&) sa okreslone wzorami (39).

Przyklad 8. Rozwazymy szczegélne przypadki rozwiniecia (48). Dla a = %, n > 2
mamy

(O‘) =l-1-(1—1)-(1—2)---(1—714—1): (=) 7"1-3---(2n - 3)

n n! 2 °2 2 2 2:4.--(2n)
i stad
1 > 1-3-5---(2n—3)
4 Vitz=1+= —1)nt n 1

czyli w rozwinietej postaci

1 1
Vitor=1+-z- 2 - 22
(50) +x +2a: 2.433 +2.4.6x 2-4-6-83:

Yo (21 < ).

Natomiast dla @ = —%, nelN

o 1 1 1 1 -1H"1-3---(2n—1
<n> - g gD = )2.4...(§n) 3

(51) Loy el <y,
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czyli w postaci rozwinietej

1 1 1-3 1-3-5
:1__ 2_ 3 <]_
T 2m+2.4x W + (|z| )

(52)

Szereg wystepujacy po prawe stronie (49) mozna przedstawié¢ jako iloczyn
*r(z),

gdzie r(z) jest funkcja ciagla, a wiec ograniczona w otoczeniu zera. Uzywajac symboli
Landau’a (rozdz. III §4 punkt 10) mozemy wiec rozwiniecie (49) zapisa¢ w postaci

1
(53) \/1+$:1+§:€+O($2) przy = — 0.

Podobnie z (51) wynika, ze

1

(54) 1+ x

1
=1- 53}—}-0(3:2) przy z — 0,

zatem oba wyrazenia
1

1+2x

1+ x,

mozna dla matych |z| zastapi¢ w przyblizeniu przez funkcje liniowe.

Przyklad 9. Ze wzoru (51) tatwo otrzymaé rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji
f(z) = arcsin z.

Zastepujac = przez —t? dostajemy

1 1-3---(2n—1) ,
=1 t2n t| < 1).
i +nz=:1 24 (2n) (el <1)

Ustalajac z € (—1, 1) stwierdzamy po zastosowaniu kryterium Wierstrassa (twierdzenie 15
§1), ze otrzymany szereg jest jednostajnie zbiezny w przedziale o konicach 0, z, mozemy go
zatem w tym przedziale scatkowaé wyraz za wyrazem (por. twierdzenie 13 §1). Mamy

/m di arcsi
—— — arcsSin r
o V1—1t2

i stad

_ 21-3---(2n — 1) z?nt!
(55) arcsma::m—l—z >4 @) il (lz| < 1).
=1
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Aby zbadaé zbieznosé szeregu (55) oznaczmy przez u,(z) jego n-ty wyraz i zastosujmy

kryterium d’Alemberta do szeregu
o0

> lun(@)]:

n=0

Mamy po skréceniu

[tnt1 ()] _2n4+1 2n41 o)?
[t ()] 2n+3 2n+3

7

zatem
[ (@)

_ 2
A @)

skad wynika, ze szereg (55) jest bezwzglednie zbiezny dla |z| < 1. Jezeli |z| > 1, to
ustalajac liczbe ¢ spetiajaca nieréwnosé 1 < ¢ < |z|?> mamy dla dostatecznie duzych n

[tnt1(2)] > qlun(2)];

a stad droga indukcji tatwo wykazac, ze

tntp(@)] > [un(2)l”  (p=1,2,...).

Z nieréwnosci tej wynika, ze ciag {u,(x)} nie moze byé zbiezny do zera, zatem szereg
(55) jest rozbiezny dla |z| > 1, gdyz nie jest speliony warunek konieczny zbieznosci
(por. twierdzenie 8 rozdz. IV §1). Z przedstawionych rozwazan wynika, ze przedzialem
zbieznosci szeregu (55) jest przedziatl (—1, 1), za$ promien zbieznosci R = 1.

Przyklad 10. W podobny sposéb znajdujemy rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji
f(x) = arctg z.

Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego (Przyklad 1 rozdz.IV §1) wynika, ze

e o]

=Y (<)

1412

n=0

skad po scatkowaniu w przedziale o konicach 0, = dla |z| < 1 dostajemy

o $2n+1
— n
(56) arctg © = HEZO(—I) i

Badanie zbieznosci szeregu (56) przebiega podobnie, jak badanie zbieznosci szeregu (55).
Oznaczajac n-ty wyraz szeregu (56) przez v, (x) mamy

2 1
lim Dot @y 2L
n—00 |Un(-75)| n—oo 2N + 3
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Powtarzajac rozumowanie przeprowadzone w przykladzie 9 stwierdzamy, ze przedziatem
zbieznosci szeregu (56) jest przedzial (—1, 1), za$ promien zbieznosci R = 1.

Szereg jest rOwniez zbiezny dla x = +1 jako szereg naprzemienny spelniajacy zalozenia
twierdzenia Leibniza (twierdzenie 2 rozdz.IV §3) i wobec tego zgodnie z twierdzeniem Abela
(twierdzenie 3) jego suma jest w tych punktach funkcja ciagla. Zatem rozwiniecie (56)
jest prawdziwe w calym przedziale domknietym [—1,1]. Zauwazmy, ze wprawdzie funkcja
arctg x jest okreslona na calej osi rzeczywistej, jednak réwnosé (56) nie zachodzi dla |z| > 1
gdyz dla takich x szereg po prawe] stronie jest rozbiezny. Poniewaz arctg 1 = 7, przyjmujac
z =1 w (56) dostajemy przedstawienie liczby 7 jako sumy szeregu nieskonczonego

zwanego szeregiem Leibniza (por. zadanie 19).

VRV

5. Wzér Cauchy’ego - Hadamarda. W dowodach twierdzen 1, 2 korzystaliémy z
zalozenia, ze istnieje granica
lim {/|a,| = A,
n—oo

co w przypadku A # 0 pozwolilo okreslié promien zbieznosci szeregu potegowego (1)
wzorem (4). Okazemy teraz, ze udowodnione twierdzenia pozostaja stuszne bez tego
zalozenia, jezeli przyjmiemy

_— 1
(57) A=1lim {/|a,|, R= e
gdy 0 < A < oo oraz
(58) R=0, gdy )= o0, R=00, gdy A=0.

Zauwazmy, ze granica gérna (57) (by¢ moze niewlasciwa) istnieje zawsze, mamy bowiem

0< bn = n\/ |an|

zatem na mocy twierdzen 13, 14 rozdz.Il §2 mamy

0 <\ < oo gdy ciag {b,} jest ograniczony z géry oraz

A = oo w przeciwnym wypadku.
Wzér (57) okredlajacy promieti zbieznoéci R nazywamy wzorem Cauchy’ego - Hadamarda.!
Aby udowodnié, prawdziwosé¢ twierdzen 1,2 w przypadku, gdy liczby A, R sa okreslone
wzorami (57), (58) wystarczy okazaé, ze

1Jacques Salomon Hadamard (1865 -1963), matematyk francuski, przedmiotem jego badari byly réw-
nania rézniczkowe czastkowe, funkcje analityczne, teoria liczb oraz mechanika teoretyczna; od 1912 r. byt
czlonkiem Paryskiej Akademii Nauk, od 1956 r. czlonkiem zagranicznym Polskiej Akademii Nauk.
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Al) jezeli 0 < A < o0, to
(i) szereg (1) jest bezwzglednie zbiezny, gdy

1

29 — <<

(59) ool < 5
oraz

(ii) szereg (1) jest rozbiezny, gdy

(60) o= a0l >

r—x =~

TN

B.) jezeli A = 0, to szereg (1) jest bezwzglednie zbiezny dla dowolnego z € R;
C.) jezeli A = oo, to szereg (1) jest rozbiezny dla x # xo;

D.) jezeli A\; odpowiada szeregowi (13) otrzymanemu przez formalne zrézniczkowanie sze-
regu (1) czyli
A1 = lim {/n|ay,|

to
(61) A= A1,

W dowodzie punktu A.) oprzemy sie na twierdzeniu 15 rozdz.IT §2. Aby udowodnié (i)
zalézmy, ze speliona jest nieréwnosé (59) i niech

Up () = an(x — )"

Obierajac €qg tak, by

(62) A4e9 <
|z — x|

mamy
A/ \an\ < A+eg

i stad

(63) Vun (@) = ¥/lanllz — zo| < (A +e0)|z —zo| = ¢
dla n > ng. Z (63) wynika, ze przy ustalonym x zachodzi nieréwnosé
(64) |un(z)| < ¢"

przy czym

(65) 0<g<1
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wobec (62). Poniewaz szereg geometryczny

jest zbiezny dla ¢ spehiajacych (65), z nieréwnosci (64) po zastosowaniu kryterium po-
réwnawczego wynika zbieznos¢ szeregu

(66) > lua(@)].

Dla dowodu (ii) zalézmy, ze speliona jest nieréwnosé (60) i niech liczba ey bedzie dobrana
tak, by

(67) A—égg > .
|z — x|

Dla nieskoniczenie wielu n zachodzi nieré6wnosé

v/ \an\ >A—¢p

z ktérej wynika na mocy (67), ze

n\/ |un(-77)| > ()\ — 60)|£L‘ —.73‘0| > 1.

Wobec tego szereg (1) nie moze by¢ zbiezny, gdyz jego ogélny wyraz nie dazy do zera przy
n — oo, nie jest wiec speliony warunek konieczny zbieznosci (por. twierdzenie 8 rozdz.
IV §1).

Przechodzac do dowodu punktu B.) mamy
0< Vlan| <e

dla prawie wszystkich n, ale to oznacza, 7e istnieje granica (3) i przy tym

A= lim {/|a,| =0,

n—oo

zatem zalozenie uczynione w twierdzeniach 1 - 2 jest spelione. Natomiast w punkcie C.),
na mocy definicji niewlasciwej granicy goérnej, istnieje podciag {a,, } taki, ze

lim "§/|ay, | = oco.
k—o0

Woéwczas przy dowolnie ustalonym z # =z istnieje ko takie, ze dla k > ko zachodzi

nieré6wnosé 1
an,| > ——

>
|z — x|
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co implikuje oszacowanie
[tn,, ()] > 1 (k > ko)

7z ktérego wynika, ze szereg (1) nie moze byé zbiezny, gdyz jego ogélny wyraz nie dazy do
zera przy n — oo (por. twierdzenie 8 rozdz.IV §1).

Pozostaly do udowodnienia punkt D.) wynika latwo z definicji granicy gérnej. Poniewaz

lim ¢/n =1,

n—00
granice (wlasciwa lub réwna oo) podciagéw wyjetych z ciagéw { ¥/|a,|} oraz {/n {/|an|}
sg te same i to implikuje (61).

Dowody twierdzen 1, 2 w oparciu o wykazane stwierdzenia A.) - D.) przebiegaja podob-
nie jak poprzednio i pozostawiamy je Czytelnikowi.

Przyklad 11. Wréémy do Przykladu 9 - okazaliSmy tam, ze promien zbieznosci
szeregu (55) wynosi R = 1. Sprawdzimy, ze ten sam wynik mozna otrzymaé stosujac
wzér Cauchy’ego - Hadamarda (57). Mamy

1-3---2n—1) 1

n =0, n = ) €N ’
“ il = o am) a1 €N
skad
(68) Vlazn| =0, Y aans1| = en TR/ bn,
gdzie
B 1 po_ 13- (2n—1)

Cn = 2n+1/2n+1’ n 2.4...2n )
Zauwazmy, ze
(68°) /b, = (dn)TF1, gdzie dp = V/by.

Aby obliczy¢ granice ciagu {d,} zastosujemy twierdzenie o Sredniej geometrycznej (por.
rozdz. 111 §3 zadanie 2). Mamy

oraz
bn, . 2n-—1
lim = lim =1,
n—oo b,_1 n—oo n
zatem réwniez
lim d, =1
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Zgodnie z (68’)
n

TR by = €T B gdie = o

zatem przechodzac do granicy przy n — oo oraz wykorzystujac ciaglos¢ funkcji wyktadni-
czej 1 logarytmu dostajemy

(68") lim *""/b, =€ = 1.

n—0o0

Ponadto, stosujac twierdzenie o podciagach (twierdzenie 3 rozdz. II §2) do ciagu {{/n}
stwierdzamy, (por. Przyklad 14 rozdz. 1I §1), ze

lim ¢, =1,
n—00

co zgodnie z (68”) i drugim wzorem (68) daje

lim 2n+\1/ |a2n+1\ = 1,

n—0o0

natomiast z pierwszego wzoru (68) wynika, ze

lim %/|ag,| = 0.

n—00

Widzimy wiec, ze ciag { {/|a,|} jest przeplatanks dwdich ciagéw, z ktérych jeden jest
zbiezny do 0, a drugi do 1. Oznacza to, ze

A =lim V|a,| =1

istad R=1.

Przyklad 12. W Przykladzie 10 okazaliSmy, ze promien zbieznosci szeregu (56) wynosi
R =1. Mamy
(="

2n+1
1
Vlaz2n| =0, Y aznga| = 2"+\1/m,

zatem (por. twierdzenie 3 rozdz. II §2 oraz Przyklad 14 rozdz. II §1)

lim *"%/|agni1| = 1, lim *Y/|as,| = 0.
n—oo

n—oo

az, =0, Ant1 = (n € IN)

i stad

Podobnie, jak w Przykladzie 11, ciag { {/|a,|} jest przeplatanka dwéch ciagéw, zbieznych
odpowiednio do 0 i do 1, a wiec zgodnie ze wzorem Cauchy’ego - Hadamarda (57)

A =lim {/]a,| = 1,
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co daje otrzymany poprzednio wynik R = 1.

o © Q
6. Dzialania na szeregach potegowych. Rozwazmy dwa szeregi potegowe
oo (o.]
Zan(m—xg)", an(a:—aro)"
n=0 n=0

o promieniach zbieznosci R;, Rs odpowiednio, przy czym
0< R <Ry <o0.

Przyjmujac oznaczenia
o0
A(z) = Zan(m —xz9)" dla |z — xo| < Ry,
n=0
B(x) =Y bu(z—z0)" dla |z— w0 <Ry
n=0

dostajemy na mocy twierdzen 2, 3 rozdz.IV §1

e o]

D “(an + ba)(z — )" = A(z) + B(z)

n=0

dla |z — 29| < R = min(Ry, Ry) oraz
Z can(x — o)™ = cA(x)
n=0

dla |z — 29| < R; i dowolnego ¢ € IR. Zatem szeregi potegowe o tym samym srodku
dodajemy i mnozymy przez liczbe tak jak zwykle wielomiany, oczywiscie przy zalozeniu,
ze x nalezy do czeéci wspodlnej przedzialéw zbieznosci obu szeregéw.
Przechodzac do mnozenia szeregéw utwoérzmy ich iloczyn Cauchy’ego. Przyjmujac dla
ustalonego x
Up = an(x — )", Vp = bp(x — zo)"

i oznaczajac przez w, ogolny wyraz iloczynu Cauchy’ego dostajemy zgodnie ze wzorem
(28) rozdz. IV §3
Wy, = cp(x — x0)",

gdzie

(69) Cn = aobp + a1by 1 + - - + apbo.
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Poniewaz szereg potegowy jest bezwzglednie zbiezny w kazdym punkcie swojego przedziatu
zbieznosci, dla |z — 29| < R = min(R1, Rs) oba szeregi speliaja, zalozenia twierdzenia 8
rozdz.IV §3, zatem

Z en(r —xo)" = A(z)B(z) dla |z — x| < R =min(Ry, Rs)

(cn, okreslone wzorem (69)), przy czym szereg po lewej stronie jest bezwzglednie zbiezny.
lloczyn Cauchy’ego szeregéw potegowych o tym samym $rodku xy jest wiec réwniez
szeregiem potegowym o Srodku xy i jego promien zbieznoSci jest co najmniej réwny
min(Ry, Ra).

(VARVIERV

7*. Analityczna definicja funkcji trygonometrycznych. W kursie szkolnym o-
kreslamy funkcje trygonometryczne kata ostrego a w tréjkacie prostokatnym ABC (rys.
97) jako

sina = —|BC| cosq = —|AC|
“= 4Bl CT ARl
B
B a
C A
[rys. 97]

Wprowadzajac nastepnie uktad wspétrzednych na plaszczyznie i rozwazajac katy miedzy
dwoma promieniami okregu jednostkowego o srodku w poczatku ukladu rozszerzamy te
definicje na przypadek kata, ktérego miara tukowa moze by¢ dowolng liczba, rzeczywista,.
Definicje ta przypomnieliémy w rozdz.III §1 punkt 9 i na niej opieraliémy dalszy ciag
wykladu, co ostatecznie doprowadzilo do rozwinieé funkcji sinz i cosz w szereg potegowy
okreslonych wzorami (33), (34). Powstaje pytanie, czy wspomniane funkcje mozna okresli¢
w sposob czysto analityczny bez odwotywania sie do rysunkéw i intuicji geometrycznych.
Odpowied? jest twierdzaca - wzory (33), (34) moga postuzyé jako definicja funkcji sinz i
cos x, z ktérej mozna wyprowadzi¢ wszystkie znane wlasnosci tych funkcji.

Aby p6jsé ta droga wprowadzmy funkcje okreslone jako sumy szeregéw potegowych (33),
(34) prayjmujac

o0

(70) S(z) = Z 2k+1 T, Z

k= 0 k=0

2k)'
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Jak wykazaliSmy w Przykladzie 5, oba szeregi sa bezwzglednie zbiezne dla wszystkich
z € IR. Pozostaje sprawdzi¢, ze

(71) S(t) =sint, C(t)=cost dla telR,

jezeli przez sin, cos rozumiemy funkcje trygonometryczne rozwazane w kursie szkolnym.
Ze wzor6éw (70) wynikaja natychmiast réwnosci

(72) S(0) =0, c(0)=1
(73) S(—z) = —S(z), C(—z) =C(z) (x € R).

Ponadto z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregéw potegowych (twierdzenie 2) dostajemy
relacje

(74) S'(z) = C(x), C'(z) = -S(x) (x € R)

za$ obliczajac iloczyn Cauchy’ego szeregéw (70) (por. punkt 6) dochodzimy do tozsamosci

(75) S(x+y) = S()C(y) + C(z)S(y),
(76) Clz+y) = Cx)C(y) — S(x)S(y),
(z,y) € R)
(szczegbdlowy rachunek pozostawiamy Czytelnikowi). Podstawienie y = —z w réwnosci

(76) daje po wykorzystaniu relacji (72), (73)
(77) S%(z) + C*(z) =1 (z € R).

Udowodnimy teraz nastepjaca wlasnosé funkeji C(x):

Stwierdzenie 1. Funkcja C(z) jest Scisle malejgca w przedziale [0,2] i ma doktadnie
jedno miejsce zerowe a € (0,2).

DOWOD. Zgodnie z drugim wzorem (74) wystarczy okazaé,ze
(78) S(z) >0 dla ze€(0,2).

Laczac w nawiasy po dwa wyrazy w rozwinieciu (70) dostajemy

$2 2135 $2 3;.9 2

S(x)zx(l_TS)Jrﬁ(l_W)J“ﬁ(l_1033-11)+"'

Dla z € (0,2) kazdy z ulamkéw jest < 1, wiec kazdy nawias przedstawia liczbe dodatnia,
i stad (78). Zatem funkcja C(z) jest Scisle malejaca w przedziale [0, 2], moze wiec mieé
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conajwyzej jedno miejsce zerowe w tym przedziale. Laczac nawiasami wyrazy w rozwinieciu
(70) dla x = 2 otrzymujemy

22 24 26 28 210 212
)= (1-5+3)+ Care) Gt @) e
¢ o ) Uty T )

czyli
210

C(2 L, 24 1 1 1

( )__§+E(ﬁ_ )+1_0!(11-12_ >+

Poniewaz utamki w nawiasach sa < 1, kazdy z tych nawiaséw przedstawia liczbe ujemna
i stad C(2) < 0. Poniewaz C(0) = 1 > 0, w przedziale (0,2) funkcja C(z) musi przyj-
mowa¢ wartosé 0, gdyz jako funkcja ciaggla ma wlasnos§¢ Darboux tzn. przechodzi od jednej
wartosci do drugiej przez wszystkie wartosci posrednie (por. rozdz.III §3 punkt 7). a

Mamy wiec
(79) S(a) =1, C(a)=0
(druga réwnos$é wynika z definicji liczby a, natomiast pierwsza dostajemy z tozsamosci

(77) po uwzglednieniu (78). Korzystajac z réwnosci (75), (76), (79) otrzymujemy kolejno
wzory redukcyjne (proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie rachunku)

S(z+a) =C(x), C(z+a)=-5(z),
S(z + 2a) = =S(x), C(z + 2a) = —C(z),

(80) S(z + 3a) = -C(z), C(z + 3a) = S(z),
S(z + 4a) = S(x), C(z + 4a) = C(z),
(x € R).

Z ostatniej pary wzoréw (80) wynika, ze obie funkcje S, C' majg okres 4a. Udowodnimy
teraz

Stwierdzenie 2. Zadna z funkcji S, C nie ma okresu mniejszego od 4a.

DOWOD. Korzystajac z (74) i ze wzoréw redukcyjnych (80) dostajemy dla 0 < z < a

%C’(x—l— a)=C'(z+a)=-S(z+a)=-C(z),

zatem

d

—C <0 0<z<a),

I (x + a) (0<z<a)

gdyz ze Stwierdzenia 1 wynika, ze funkcja C' jest dodatnia w przedziale (0,a). Wobec tego
funkcja C jest $ciSle malejaca w przedziale [0,2a]. Poniewaz funkcja C' jest dodatnia w
przedziale (0, a) i ujemna w przedziale (a,2a), z pierwszego wzoru (74) wynika, ze funkcja
S jest Scisle rosnaca w przedziale (0, a) i SciSle malejaca w przedziale (a,2a), a stad wobec
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(72), (79) i wzoréw redukcyjnych (80) wynika, ze S(z) > 0 dla z € (0,2a). Korzystajac z
(74) i wzoréw redukcyjnych (80) dostajemy

%C’(m—{—%z):C'(:U—}—Za):—S(a:—}—Qa):S(:c) dla 0<z < 2a,

zatem J
%C($+2a) >0 (0 < z < 2a),

a to oznacza, ze funkcja C jest $cile rosnaca w przedziale [2a,4a]. Udowodniona mono-
tonicznosé¢ funkeji C w kazdym z przedzialéw [0, 2a] i [2a, 4a] zapewnia nieréwnosé

C(z)<1 (0 < z < 4a).

Poniewaz C'(0) = 1 zgodnie z (72), z ostatniej nieréwnosci wynika, ze zadna liczba mniejsza
od 4a nie moze by¢ okresem funkcji C. Zauwazmy ponadto, ze zgodnie z pierwszym wzorem
(74) kazdy okres funkcji S jest okresem funkcji C - zatem réwniez funkcja S nie ma okresu
mniejszego od 4a. g

Stwierdzenie 3. Do dowolnych liczb rzeczywistych u,v spetniajgcych warunek
w2 +02=1
istnieje doktadnie jedno x € [0,4a) takie, Ze
u=C(x), v=>S(x)

DOWOD. Zacznijmy od przypadku u = 0, wéwczas v2 = 1, a stad = = a, gdy v = 1 oraz
x = 3a, gdy v = —1. Jezeli za§ v = 0, to u? = 1, zatem = = 0, gdy u = 1 oraz = = 2a, gdy
u = —1. Dalszy dowdd oparty jest na twierdzeniu 13 rozdz. III §3, z ktérego wynika, ze
funkcja C' ma wlasno$é Darboux w przedziale [0, 4a] i wobec tego przechodzi od wartosci 0
do wartoéci 1 przez wszystkie wartosci posrednie. Jezeli 0 < u < 1, to liczba x spelniajaca
warunki twierdzenia nalezy do przedzialu (0,a), gdy v > 0 oraz do przedziatu (3a, 4a), gdy
v < 0. Jezeli zas§ —1 < u < 0, to liczba x nalezy do przedzialu (a,2a), gdy v > 0 oraz
(2a,3a), gdy v < 0. Jedynos¢ liczby z wynika z wykazanej w dowodzie Stwierdzenia 2
Scistej monotonicznosci funkcji C' w odpowiednich przedziatach. O
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A
y
1 /’ \\
”~ \\
7 ~N
7
7
7
0 a //4a x,
7
7
7

//

-1 et

C(x)

- - - - S

[rys. 98]

Przeprowadzone rozumowania ilustruje rys. 98, na ktérym zostaly podane wykresy
funkcji S, C.

[rys. 99]

Rozwazmy teraz zbior K punktow plaszczyzny postaci
(81) xr=C(t), y=5(@) (0 <t < 4a).

Z relacji (77) i Stwierdzenia 3 wynika, ze K jest okregiem jednostkowym o srodku w
poczatku ukladu. Obliczymy teraz dtugosé tuku Ky okregu K o koncach (1,0) oraz (zo, yo)

gdzie
zo = C(to), Yo = S(to)
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(rys. 99 ), korzystajac ze wzoru (10) rozdz.V §3. Dla ty € (0,2a) punkt (zo,yo) lezy na
gornej polowie okregu K o réwnaniu

(82) y=+V1-22

stad )
, T
= T T /> 1 + 2= T
Y 1—z2 ) 1—22
zatem )
dx

Kyl = R —

Kol = [ =
Podstawienie
(83) z=C(t)

w calce po uwzglednieniu (74), (81), (82) daje

de = —-S(t) dt = —y dt = —v/1 — 22 dt,

skad
0

(84) maz—/ dt = to.
to

Przyjmujac to = 2a dostajemy w taki sam sposéb dlugosé gérnego pélokregu, zatem z (84)

wynika, ze 2a = w czyli
T
a= —.
2

Obie funkcje S, C' maja wiec okres 4a = 27. Podobny rachunek mozemy przeprowadzic¢
przy zalozeniu, ze to € (2a,4a). Punkt (xo,yo) lezy teraz na dolnej czesci okregu K

okreslonej réwnaniem
y=—v1-—2?
zas dhugos¢ tuku K okreslona jest jako

|K | 5 +/$o dz
= za a—
0 —1 \/1 —.’13'2

Po podstawieniu (83) dostajemy

der=—-St)dt=—ydt=+/1—22dt

to
(85) 1Ko| = 2a+/ dt = to
2

a
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podobnie jak poprzednio. Z otrzymanych réwnosci (84), (85) wynika, ze parametr ¢ stanowi
miare tukowg kata miedzy osig x-6w a pélprosty taczaca poczatek ukladu z punktem

(86) (z,y) = (C(),S(t))

lezacym na okregu K. Z drugiej strony na mocy przyjetej w szkole definicji funkcji sin,
cos mamy

(87) (z,y) = (cost,sint).
Roéwnosci (86), (87) daja (71). a
Uwaga. W punkcie 9 rozdz. III §1 udowodniliémy nieréwnosé
0<sina <«
dlad <a< %’ﬂ' opierajac sie na szkolnej definicji funkeji sin o i na odpowiednim rysunku
(rys. 4). Latwo okazaé, ze nier6wnos$¢ ta moze byé otrzymana dla funkcji S(z) w sposéb
analityczny bez odwolywania sie do intuicji geometrycznych. Istotnie, stosujac twierdzenie
Lagrange’a (twierdzenie 11 rozdz. III §4) dostajemy dla 0 < z < 3w
S(z) — S(0) = =5"(@),
gdzie 0 < Z < x, czyli wobec (72), (74), (78)

0< S(z) =2C(2).

Zatem

0< S(z) <z,
gdyz z drugiej réwnosci (72) i stwierdzenia 1 wynika, ze C(Z) < 1. O
VARV

8. Wzory Eulera. Czytelnik na pewno zauwazyl podobieristwo rozwinie¢ w szereg
Maclaurina funkcji e, sinz, cosz (wzory (32) - (34)). Okazuje sie, ze funkcje te sg ze
soba, §cisle zwiazane, jezeli przejdziemy do argumentéw zespolonych. Przypominamy?, ze
liczbe zespolona, zapisujemy w postaci

z =1+ 1y,

2Podstawowe wiadomosci dotyczace liczb zespolonych mozna znalezé w podrecznikach:
B. Gleichgewicht, Algebra, Warszawa 1983 oraz A. Mostowski, M. Stark, Elementy algebry wyzszej,
Warszawa 1975.
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gdzie 2,y € R za$ i2 = —1. Na plaszczynie z wprowadzonym ukladem wspétrzednych
liczbie z przyporzadkowujemy punkt (z,y). W szczegdlnosci liczbie rzeczywistej z = x
odpowiada punkt (z,0) lezacy na osi z-6w, za$ liczbie czysto urojonej z = iy - punkt
(0,y) na osi y-6w. Warto$¢ funkcji wykladniczej oraz funkcji sin, cos dla argumentéw
zespolonych okreslamy zastepujac formalnie x przez z w rozwinieciach (32) - (34). Mamy
zatem

31nz:§(2n+1)!z ,
oo _1 n
cosz = Z ((2n))! 22"

dla wszystkich zespolonych z (mozna udowodnié, ze szeregi po prawej stronie sa, zbiezne).
Przyjmijmy w szczegélnosci z = iy, wéwczas

0 (—=1)Fky2*  dla n = 2k,
“ (—D)Fkiy?k+t dla n=2k+1

i stad po uwzglednieniu wzoréw (33), (34) wynika, ze
(88) e = cosy + isiny
zgodnie z reguls dodawania szeregdéw i mnozenia ich przez liczbe (reguly te sa takie same
dla szeregéw o wyrazach zespolonych jak dla szeregéw rzeczywistych). Zastepujac y przez
—y we wzorze (88) otrzymujemy

e~ =cosy —isiny
zas dodanie dwoch ostatnich réwnosci daje

1 . . 1 . .
(89) cosy = E(e’y +e "), siny = ?(e’y —e ).
i

Wzory (88), (89) nosza nazwe wzordw FEulera.

9. Zastosowanie rozwiniecia funkcji w szereg potegowy do przyblizonego
obliczania jej wartosci. Poniewaz, jak okazali§my (Przyklad 5)

n
! Y

(90) ¢ = i —
n=0
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sume czesciowa, szeregu
k-1

Sk-1(z) =3 %

n=0

przy ustalonym x mozemy uwazaé za przyblizona wartos¢ wyrazenia e® przy czym blad

przyblizenia wynosi
o0 a;,n
re(z) = Z o
n==k

Aby oszacowaé go zauwazmy, ze

|

T
(@) <

|| |z|?
(45t (k+1)(k+2) +e)

co po zmniejszeniu mianownikéw daje

Ll ] jz|?
< 1 )
@) < e ( Tl Tz T )

Wyrazenie w nawiasie przedstawia szereg geometryczny o ilorazie

kd

T
Dla k 4+ 1 > |z| szereg ten jest zbiezny i jego suma wynosi

1 k41
1—q k+1-—|z

(por. Przyklad 1 rozdz.IV §1), zatem

(k +1)|z[*
(k+1— [z))k!

(91) ri(z)] <

Przyklad 13. Przyjmujac x = 1 w rozwinieciu (90) otrzymujemy przedstawienie liczby
e w postaci sumy szeregu
1
S
n=0

za$ oszacowanie bledu (91) przyjmuje postaé

k+1
K (k)

0 < (1) < (k € IN)

skad dostajemy kolejno
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Zatem
° 1
S3=)_
n=0
daje przyblizenie e z bledem < 0,1,
Sy = -1
=2
n=0
daje przyblizenie e z bledem < 0,01 (proponujemy Czytelnikowi obliczenie tych sum).

Przechodzac do przyblizonego obliczania wartosci logarytmu naturalnego przypomnijmy
rozwiniecie (Przyktad 6)

oo

(92) log(1+z) = Z(—l)”"'l% (-1<z<1)

n=1

z ktérego po zastapieniu x przez —z dostajemy

o0 xn
93 log(1 — — -1<z<1
(93) si-0)=-3 T (1<e<y)

za$ po odjeciu stronami (92), (93)

1+x >, g2t
=2
1—=x 02n+1

n=

(94) log

(-l<z<l).

Zastepujac wyrazenie po lewej stronie (94) przez sume czesciowa,

k-1 p2ntl
Si_ =
k-1(2) o+ 1
=0
popelniamy btad

m2n+1

=9 il
i (2) m+1

n==k

ktéry oszacujemy przy x € (—1,1). Zmniejszajac mianowniki po prawej stronie dostajemy

|$|2k+1

k(L He et

k()] < 2

€O po zsumowaniu szeregu geometrycznego w nawiasie daje
2|.’E|2k+1
= (2k +1)(1 — z2?)

(95) ()

(|z] < 1).
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Przyklad 14. Znajdziemy przyblizona wartosé log 2 (jest to jednocze$nie suma szeregu
anharmonicznego - por. Przyklad 6). Nalezy w rozwinigciu (94) przyja¢ z = 3, wéwezas
lewa strona jest réwna log2. Oszacowanie (95) przyjmuje postaé

(o) < !
TSNS 2k + 1) - 321

co daje kolejno

M) €= <=yl € = < e, sl € e < —
= = < = — < — r —.
"3/ =36 = 107 "21= 540 < 103 3= 6700 © 104
Wobec tego
2
S() - g
daje przyblizenie log2 z btedem < 0,1,
92 2
Si=242
1=3Tm
daje przyblizenie log2 z bledem < 0,002,
2 2 2
Sp=2-4 2 4 2
2= 3t Ty

daje przyblizenie log 2 z bledem < 0, 0002 (proponujemy Czytelnikowi obliczenie tych sum).
o © ©

Zadania.

1. Znalez¢ promien zbiezno$ci i przedzial zbieznosci szeregéw potegowych

) g(in_f)f b) glzw(wﬂ)n,
c.) i) (;snj f)2 @) i::l Ei?)); o
2. Zmnalez¢ promien zbieznosci szeregéw potegowych
(i) :1 a™ : b" n (0 < a<b), (ii) gl (afn_#

i zbadac ich zbieznos¢ na koncach przedziatu zbieznosci.
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Wskazéwka. W punkcie (ii) przy obliczaniu promienia zbieznosci zlogarytmowaé wyrazenie
/a, i skorzystaé¢ z Przykladu 31 rozdz.II1 §4.
3. Przy ustalonym c € IR znalez¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

o0

n!
g z".
ncn

n=1

Wskazowka. Zaczaé od przypadku ¢ = 1 i skorzystac z zadania 3 rozdz.IIT §3.

4. Znalez¢ promien zbieznosci i przedzial zbieznosci szeregéw potegowych

oo

(1) Z(x — 1)t Z % (iii) Z

n=1

(x+2) (n*),

§|'—‘

Zbadac¢ zbieznos¢ tych szeregéw na koncach przedziatu zbieznodci.
Wskazéwka. Mozna bada¢ zbieznoé¢ podanych szeregéw przy ustalonym x lub zastosowaé
wzér Cauchy’ego - Hadamarda (57).

5. Podstawiajac z = 1 w rozwinieciu (32) otrzymujemy przedstawienie liczby e jako sumy

szeregu. Opierajac sie na tym przedstawieniu okazaé, ze e jest liczba niewymierna,
Wskazéwka. Udowodni¢ najpierw nieréwnosé

O<e—85,<

1
n € IN),
gdzie S,, oznacza n-tg sume czesciows, szeregu. Nastepnie z przypuszczenia, ze e jest liczba
wymierna, wywnioskowaé, ze przedzial (0, 1) zawiera liczbe calkowita,.

6. Udowodnié prawdziwosé rozwinieé (36) i (48) opierajac sie na wzorze Taylora.
Wskazéwka. Nalezy okazac, ze

lim R,(z) =0 dla |z|<1.

n—o0
W tym celu korzystamy z postaci Lagrange’a reszty R, (z) gdy x > 0 oraz z postaci
Cauchy’ego (zadanie 10 rozdz.III §5) gdy < 0. W obu przypadkach przedstawiamy

reszte Ry (z) w postaci
R, () = bp(x)hy(z),

gdzie przy ustalonym z € (—1,1) ciag b,(x) jest zbiezny do zera a ciag hy,(x) jest ograni-
czony. Aby okazaé, ze
lim b,(x)=0

n—o00

wystarczy udowodni¢ zbieznos¢ szeregu

> [ba(2)
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7. Znalez¢ rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji

1
f(w):m (me NN, |z| <1)

wychodzac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego (Przyklad 1 rozdz.IV §1) i réznicz-
kujac otrzymany szereg. Poréwnaé z rozwinieciem okreslonym wzorami (39), (48).

8. Rozwina¢ w szereg Maclaurina funkcje f(x), jezeli

(i) f(z)= e=”) (p=2,3,4,...), (i) f(z) = cos(2z?),
(iii) f(z) = log(1 — z?), (iv) f(z)=+v1—23,
W) f@)=—— (b0 () f(&) = o

Car+b 22 —1’

(vii) f@)= 5y

(viii) f(z) =sinzcosz.

Sprawdzi¢, w jakim przedziale prawdziwe jest otrzymane rozwiniecie i znalezé f (k)(O) dla
dowolnego k € IN.

Wskazéwka. Zastosowa¢ odpowiednie podstawienie w rozwinieciach omawianych w
punkcie 4. W (vi) rozlozy¢ wyrazenie po prawej stronie na utamki proste (por. rozdz.V §2
punkty 5, 6).

9. Rozwina¢ funkcje f(z) w szereg Taylora o srodku zg, jezeli

(i) f(z)=sinz, zy=m, (i) f(z)= aa:l—i- 5 o dowolne

(iii) f(z) =log(ax +b), =xo dowolne, (iv) f(z)=¢€**, zo=1.

Sprawdzi¢, w jakim przedziale prawdziwe jest otrzymane rozwiniecie i znalezé f (k)(:co) dla
k € IN. Co trzeba zalozy¢ o wspélczynnikach a, b w (ii) i (iii)?
Wskazéwka - jak w zadaniu 8.

10. Znalez¢ sumy szeregéw

:°° 1\ g2n+1 " x 1) r2n "
(iv) ;)((27)L+1)! v) z::o( (2)n)v

Wskazéwka. Skorzystaé z rozwinie¢ w szereg Maclaurina omawianych w punkcie 4.

11. Znalez¢ przyblizona, warto$é¢ wyrazen

1
a = e, b= Ve2, c=—
Ve
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z bledem nie przekraczajacym
(i) 0,1 (ii) 0,0L
Wskazéwka. Oprzeé si¢ na oszacowaniu (91).

12. Udowodni¢, ze dowolna, liczbe a > 0 mozna zapisa¢ w postaci

1+

,  gdzie |z|<1.
11—z

a

13. Znalez¢ przyblizona, warto$é¢ wyrazen

a = log 3, B =logh
z bledem nie przekraczajacym

(i) 0,1 (i) 0,01
Wskazéwka. Skorzystaé¢ z zadania 12 i z oszacowania bledu (95).

14. Niech ri(z) oznacza blad, jaki popelniamy, zastepujac funkcje po lewej stronie rozwi-
niecia (55) wzglednie (56) przez sume czesciowa, szeregu Sk_1(x). Okazaé, ze

|x‘2k+1

(2k +1)(1 — z?)

k()| < (Jz| <1, k € IN).

15. Opierajac sie na rozwinieciu (55) znalezé przyblizona, warto$é 7 z bledem nie przekra-
czajacym
(i) 0,1 (ii) 0,001 (iii) 0,001.
1

Wskazéwka. Przyjac x = 5 i skorzysta¢ z oszacowania otrzymanego w zadaniu 14.
16. Znalez¢ przyblizona, warto$¢ wyrazenia

. 1 .

(i) arctgi (ii) arctg2

z bledem nie przekraczajacym 0, 1.
Wskazéwka. Oprzeé sie na oszacowaniu bledu otrzymanym w zadaniu 14. W czesci (ii)
skorzystac z tozsamosci (uzasadnié ja!)

T
arctg y = 1 + arctg x (y > 1),
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gdzie
N

T l-z

Y

oraz z przyblizenia liczby 7 (por. zadania 14, 15).
17. Sprawdzié, ze rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji
fe)=Y1+z (p=2,3,4,...)

ma postac
(96) Vi+z= chxn (lz| < 1),
n=0

gdzie
1t @—1D@2p—1)---(n—1p-1)

Cn = (_]‘) n'pn

bl

przy czym
1
len| < —.
n

Okazaé, ze blad ri(z), jaki popelmiamy zastepujac f(z) przez sume czeSciowa, Sk_1(z)
szeregu (96) daje sie oszacowaé nastepujaco:

Edk
ri(z)| < W —a)

18. Opierajac sie na zadaniu 17 znaleZé przyblizone wartosci wyrazen

o 32 @ T w2

z bledem nie przekraczajacym

a) 0,1 b.) 0,01,

19. Podstawiajac = 1 w rozwinieciu (56) otrzymujemy przedstawienie liczby m jako sumy
szeregu (zwanego szeregiem Leibniza)

4 (1)
m=2 o+ 1
n=0
czyli

(97) ™= Sp—l + ’I"p
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gdzie S), oznacza p-ta sume czedciowq, szeregu zas r, jego p-ta reszte. Udowodnié, ze

1 1
(98) 0 <rop < 7 % <Tok+1 <0 (k € IN).
Nastepnie korzystajac z réwnosci (97) i oszacowan (98) sprawdzié, ile wyrazéw szeregu
trzeba zsumowac, aby obliczy¢ liczbe m z nadmiarem i z niedomiarem z bledem nie prze-
kraczajacym
(i) 0,1 (ii) 0,01 (iii) 0, 001.

20. Udowodni¢ zbiezno$¢ szeregu

i1-3---(2n—1) 1
2-4---(2n)  2n+1

n=1
i znalez¢ jego sume.
Wskazéwka. Przyjmijmy oznaczenie

[[de=di-do-dn
k=1

Oznaczajac przez u, ogbélny wyraz szeregu okaza¢ najpierw, ze
11
T on+1 a,’

Un

gdzie

Nastepnie, przyjmujac

sprawdzic¢, ze
ap * by, =2n 4+ 1.

Poniewaz b,, < a,, z ostatniej rownosci otrzymujemy oszacowanie zapewniajace zbieznosé
szeregu.

W celu znalezienia sumy szeregu wykorzystac¢ Przyklad 9 i oprzeé sie na twierdzeniu 3 oraz
rozwazaniach punktu 5.

21. Wyrazi¢ sume szeregu potegowego

oo
E nz"
n=1

(por. Przyklad 1) jako funkcje zmiennej z € (—1,1).
Wskazowka. Opierajac sie na twierdzeniu 2 zrézniczkowaé obie strony réwnosci

1 oo
-2 an
n=0




