HANNA MARCINKOWSKA
ZASTOSOWANIE CALKI KRZYWOLINIOWEJ DO OBLICZANIA POLA OBSZARU

Przez krzywq na plaszczyznie IR? bedziemy rozumieli zbiér K punktéw (z,y) € IR?
okreslony réwnaniami

(1) $:x(t)7 y:y(t)v (agtﬁb)a

gdzie funkcje z(t), y(t) sa ciagte w przedziale [a, b]. Zmienna t nazywamy parametrem zas
uklad réwnan (1) - opisem parametrycznym krzywej K. Opis parametryczny (1) wyznacza
kierunek, w jakim punkt (z(t),y(t)) porusza sie po krzywej K przy rosnacym t. Méwimy,
ze opis (1) wyznacza orientacje krzywej K. Punkt A = (z(a),y(a)) nazywamy poczatkiem
krzywej K, punkt B = (z(b),y(b)) - koricem krzywej K.

Niech P(z,y) bedzie funkcja okreslona i ciagla na krzywej K majacej opis parametryczny
(1). Wprowadzajac podzial przedziatu [a, b]

IT: a=tyg <ty <---<t.=b
i obierajac punkty posrednie
TjE[tj_1,tj], (j:l,Q,...,T)

utworzymy sume przyblizona

T

(2) S(P,IL (1)) = Y P(a(7;),y(ry)) Az,
gdzie

gredmcq podziatu 11 nazywamy liczbe

d(II) = max(t; —t;_1),
J

zas ciag podziatéw {II,,} speliajacy warunek

lim d(IL,) =0
n—oo
nazywamy ciqgiem normalnym podziatow.
Jezeli istnieje liczba A taka, ze dla dowolnego ciagu normalnego podziatéw {II,,} prze-
dziatu [a, b] i dowolnego uktadu punktéw posrednich 7(I1,,)

lim S(P,1I1,,7(I1,)) = A,

n—oo



to mowimy, ze istnieje catka krzywoliniowa

3) /K P(z,y) do

(czytamy: calka krzywoliniowa po krzywej K funkcji P(z,y) wzgledem x) i przyjmujemy

/K P(z,y)dz = A.

Mamy zatem
/ P(z,y)dr = lim S(P,1L,,7(Il,))
K

n—oo

niezaleznie od sposobu, w jaki obralismy ciag normalny podziatéw {II,,} i punkty posrednie
7(I1,). Zupemhie podobnie mozemy dla funkcji Q(z,y) okreslonej i ciaglej na krzywej K
wprowadzi¢ sume przyblizona,

(4) S(Q 1L, 7(ID) = ZQ(!L‘(Tj),y(Tj)) Ay,

gdzie
Ayj =y(t;) —y(tj—1).

Jezeli istnieje liczba B taka, ze dla dowolnego ciagu normalnego podziatéw {I1,,} przedzialu
[a, b] 1 dowolnego ukladu punktéw posrednich 7(I1,,)

lim S(Q,II,,7(I,)) = B,

n—oo

to mowimy, ze istnieje catka krzywoliniowa

(5) /K Q(z,y) dy

(czytamy: calka krzywoliniowa po krzywej K funkcji Q(z,y) wzgledem y) i przyjmujemy

/ Q(z,y)dy = B.
K
Funkcje P(z,y) i Q(z,y) mozemy uwazaé za sktadowe pola wektorowego

i(x,y) = [P(z,y), Q(x,y)].

Jezeli istnieja obie calki (3), (5), to ich sume nazywamy catka krzywoliniowa po krzywej K
pola wektorowego ¥ i oznaczamy symbolem

(6) /K Pla,y) de + Q(a,y) dy.



Mamy zatem
M [ Pl ds+Qeg)dy = Jim (S(PTL7(T,) + 5(Q T, 7(11,))),

gdzie {IL,} jest dowolnie obranym ciagiem normalnym podzialéw przedziatu [a,b], zas
punkty posrednie 7(I1,,) sa dowolnie ustalone.

Dla ustalenia uwagi zajmiemy sie w dalszym ciagu calka (3). Oczywiscie wszystkie
rozwazania przenosza, sie tatwo na przypadek calki (5). Przy dowolnym opisie parame-
trycznym (1) calka ta moze nie istnie¢, latwo jednak podaé¢ warunki dostateczne dla jej
istnienia:

(1) funkcja () jest funkcja o wahaniu skoriczonym, wéwczas catka (3) jest catka, Riemanna-J]
Stieltjesa.

(i) funkcja x(t) jest klasy C'. Sume przyblizona (2) mozemy przeksztalcié stosujac
twierdzenie o wartosci sredniej. Mamy bowiem

AiL'j = i’(i’j)Atj,

gdzie
Aty =t —tj_1, T € (tj-1,t5)
i stad
(8) S(P,IL, (1)) = > Pla(ry), y(ry)) &(7) At;.
j=1

Zauwazmy, ze w przypadku gdy
(9) T =Tj
wyrazenie po prawej stronie (8) jest suma przyblizona
T(P,IL (1) = ) Pla(ry), y(r))i(r)) At
j=1
caiki
b
(10) | Pty .

Oczywiscie réwnos¢ (9) naogét nie zachodzi, gdyz liczby 7; byly dowolnie obrane, natomiast
liczby 7; sa narzucone przez twierdzenie o wartosci Sredniej. Latwo jednak okazaé, ze
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sumy S i T réznig sie malo, jezeli podzial II ma dostatecznie mala $rednice. Istotnie,
uwzgledniajac (8) dostajemy

(1) [S(A L r(IT)) — T(P, L 7(I))] < Z [P (2 (1), y(m)] |2(7;) — @ (75)] At;.

Funkcja zlozona P(x(t),y(t)) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b], jest wiec w tym
przedziale ograniczona. Istnieje zatem liczba M > 0 taka, ze

(12) [P(x(t),y®) <M dla telab],

natomiast z jednostajnej ciaglosci pochodnej &(t) w przedziale [a, b] wynika, ze do dowolnie
obranej liczby € > 0 mozna dobrac¢ § > 0 tak, by

3

(13) (7)) — @(75)] < )

(j= 1,2,...,7’)
jezeli
|7_'j —Tj‘ <.

Z (11), (12), (13) dostajemy oszacowanie
‘S(P7 H7 T(H)) - T(P7 Ha T(ﬂ-))| <é

o ile d(IT) < 4. Jezeli wobec tego {II,,} jest dowolnie obranym ciagiem normalnym podzia-
l6w, to do dowolnie obranej liczby € > 0 mozna dobra¢ N tak, by dla n > N zachodzila
nieré6wnosé

|\S(P, 1L, 7(I1,)) — T(P, 11, 7(I1,,))| < &
a to oznacza, ze

lim S(P,1L,,7(1l,)) = lim T(P,1IL,,7(11,))

n—oo n—oo

czyli ,
lim S(P,1IL,,7(IL,)) :/ P(z(t),y(t))x(t) dt.

n—oo
(iii) krzywa K jest wykresem funkcji ciaglej f(z) w przedziale [a,b], opis parametryczny
(1) ma woéwczas postaé
x =t y = f(t), (a <t<b)
zas$ suma przyblizona (2)
> P(ry, f(1)Atj
jest suma przyblizona, calki funkcji ciaglej P(x, f(z)), zatem w rozwazanym przypadku

b

/K P(z,y)dz = / P(z, f(z)) dz.

a
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Twierdzenie 1 (o podziale krzywej catkowania). Zaldzmy, Ze krzywa K majaca opis
parametryczny (1) zostata podzielona na dwie krzywe

K1 o opisie parametrycznym (1) dla a <t <c¢
oraz

K5 o opisie parametrycznym (1) dla ¢ <t <b,
gdzie ¢ € (a,b). Niech P(x,y) bedzie funkcjq okreslong i ciagtq na krzywej K. Wiowczas
z istnienia catek po krzywych K; (j=1,2) wynika istnienie catki po krzywej K i zachodzi
rownosé

/ P(x,y)dz = / P(z,y)dx +/ P(x,y)dz.
K K

K>

DOWOD. Ustalajac podziat
II: a=tg<ti <---<t,=b

przedziatu [a,b] i punkty posrednie 7(II) przyjmijmy, ze ¢ € (ts—1,ts]. Jezeli
19 ¢ = t, jest jednym z punktéw podzialu

lub
20t 1 <c<tgale T, =c,
to
(14) S(P,H,T(H)) = 51<P, Hl,T(H1>) + SQ(P, HQ,T(HQ)),
gdzie

II,: a=ty<---<c oraz IIy: ec<tsy1 <--- <D

sa podzialami przedzialéw [a, c| oraz [c,b] odpowiednio. Gdy nie jest speliony zaden z
warunkéw 19, 20, to t,_1 < ¢ < t, i zachodzi jedna z nieréwnogci

ts_1 <15 <cC lub c<Ts < ts.
Zalézmy, ze spelniona jest pierwsza z nich, w przypadku drugiej nieréwnosci rozumowanie
jest podobne i pozostawiamy je Czytelnikowi. Wprowadzajac dodatkowy punkt posredni
Ts € [c, ts] mamy

(15) S(P,II,7(I)) = Sy (P, 11y, 7(I1})) + Sa( P, Ty, 7(Il5)) + A(II)

gdzie
AM) = (P(a(r,),y(r)) = P@(n,),y(7) ) (@(t,) - 2(0)).

Z ciaglosci funkcji P(x,y) wynika, ze do dowolnie ustalonego ¢ > 0 mozna dobra¢ § > 0
tak, by przy d(II) < § zachodzilo oszacowanie

[AD] < (M —m),

gdzie M, m oznaczaja kres gorny i dolny funkcji z(t).



Jezeli teraz II,, jest ciagiem normalnym podzialéw przedzialu [a,b], to z (14), (15)
wynika, ze

S(Pa anT(Hn)) == Sl (P, Hl,na T(Hl,n) + SZ(Pa H2,naT(H2,n)) + A(Hn>
przy czym

(16) lim A(IL,) = 0.

n—oo

Przechodzac do granicy przy n — oo w réwnosci (16) otrzymujemy teze twierdzenia.

W definicji calki krzywoliniowej korzystamy zs opisu parametrycznego (1) krzywej K.
Powstaje pytanie, jak zachowa sie calka, jezeli uzyjemy innego opisu parametrycznego
wprowadzajac we wzorach (1) nowy parametr s przy pomocy podstawienia ¢t = ¢(s). Nowy
opis parametryczny krzywej K ma zatem postaé

(17) z=uxz(t(s)),  y=ys)).

Wprowadzajac oznaczenia

dla calki krzywoliniowej zdefiniowanej przy uzyciu opisu parametrycznego (1) wzglednie
(17) mozemy sformulowaé twierdzenie

Twierdzenie 2. Niech P(x,y) bedzie funkcja ciaglta okreslona na krzywej K za$ t(s)
funkcja scisle monotonicznag i cigglta w przedziale [c,d]. Wowczas z istnienia catki okreslonej
przy uzyciu parametru t wynika istnienie catki okreslonej przy uzyciu parametru s i zachodzq
rownosci

(i) jezeli funkcja t(s) jest Scisle rosnaca, to

() [ Payyde=(0) [ Py

(ii) jezeli funkcja t(s) jest $cisle malejaca, to

(gAP@wmz—@Lp@mm



DOWOD Obierzmy dowolnie podzial
II: c=s,<s1<---<s.=d
przedzialu [c, d| oraz punkty posrednie o; € [s;_1,s;] i niech
ty=1t(s;), 75 =1t(0y).
W przypadku (i) mamy
(18) S(P,I1,0(I1)) = S(P, 117, 7117)),

gdzie
HTZ t(c):t0<t1<"'<tr:t(d)

zas w przypadku (ii) zachodzi réwnosé
(19) S(P7H’O(H)) = _S(Pa H;vT(HS))7

gdzie
II5 . t(d) =t, <tr_1 <--- <t,=1t(c).

Funkcja t(s) jest ciagla w przedziale domknietym [c, d|, zatem jest w tym przedziale
jednostajnie ciagta. Wynika stad, ze jezeli {II,,} jest ciagiem normalnym podzialéw, to ta
sama, wlasnos¢ maja ciagi {I17 ,,}, {II5 ,}. W oparciu o (18), (19) dostajemy réwnosci

S(P 1, o(Ily)) = S(P I, (107 )

1,n» 1,n

oraz

S(P’ I, U(Hn)) = _S(P? H;,m T(H;,n))v
z ktorych po przejsciu do granicy przy n — oo wynika teza twierdzenia.

Jak wiemy, opis parametryczny wyznacza kierunek, w jakim punkt porusza sie po krzy-
wej wraz ze wzrostem parametru, czyli orientacje krzywej. Jezeli funkcja ¢(s) jest $cisle
rosnaca, to oba opisy (1) i (17) wyznaczaja te sama orientacje krzywej K. Jezeli nato-
miast funkcja t(s) jest scisle malejaca, to opis (17) wyznacza orientacje przeciwna, do tej,
jaka nadaje krzywej K opis (1); krzywa z orientacja nadana, jej przez opis (17) oznaczamy
wowczas przez —K. 7 drugiej czesci twierdzenia 2 wynika wiec

(20) /_K Pla,y) dz = —/ Pla,y) da.

K

Niech ID bedzie obszarem ograniczonym krzywa K. Moéwimy, ze krzywa K jest zorien-
towana dodatnio wzgledem obszaru ID, jezeli poruszajac sie po niej zgodnie z jej orientacja,
mamy obszar ID po lewej stronie.



Niech g¢,h beda funkcjami ciaglymi w przedziale [a,b], przy czym g(x) < h(x) dla
€ (a,b). Obszar ID okreslony nieréwnosciami

a<z<b  g(z)<y< h(z)
nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi xow. Brzeg K obszaru ID jest suma
(21) K=(-K;)UKyUK3U Ky,
gdzie krzywe K7, K3 sa wykresami funkcji h, g odpowiednio zorientowanymi w kierunku
rosnacej wspotrzednej x zas krzywe Ko, K4 stanowia odcinki prostych © = a, x = b zorien-
towane tak, by krzywa K byla zorientowana dodatnio wzgledem obszaru ID (proponujemy
zrobienie rysunku). W dalszym ciagu rachunku bedziemy zakladali, ID jest takim obszarem.

Zaltézmy teraz, ze P(x,y) jest funkcja klasy C' w obszarze ID. Zamieniajac catke
podwojna, na catke iterowana mamy

h(x) P
// —dx dy —/ dx/ (9
D g(x) y

co po wykonaniu catkowania daje

// OF 1vdy = /:P(x,h(x))dx - /:P(x,g(a:))dx

czyli, zgodnie z (iii),

(22) // m d:c dy = ” P(x,y)dx — /K3 P(z,y) dx.

Zauwazmy, ze calki po odcinkach Ks,, K4 sa rowne zeru, mozemy je wiec doda¢ do prawej
strony (22). Opierajac sie na twierdzeniu 1 i korzystajac z (20), (21) dostajemy ostatecznie

/ —d:):dy——/KP(x,y)da:.

Zamieniajac role zmiennych z,y mozemy zdefiniowaé obszar normalny wzgledem osi
y-ow jako obszar okreslony nieréwnosciami

c<y<d, ply) <z<qy),

gdzie funkcje p, ¢ sa ciagle w przedziale [c,d] i speliaja nieréwno$é p(y) < q(y) dla
y € (c,d). Powtarzajac przeprowadzone wyzej rozumowanie z zastapieniem x przez y
dochodzimy do twierdzenia Greena:
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Twierdzenie 3 (Greena). Niech ID C IR? bedzie obszarem normalnym wzgledem obu

0st uktadu wspotrzednych i niech ograniczajaca go krzywa K bedzie zorientowana dodatnio
wzgledem tego obszaru. Jezeli P(x,y), Q(z,y) sa funkciami klasy C* w obszarze D, to

(23) //ID (%—2—5) dxdy:/Kde-i-Qdy.

Przy zalozeniach twierdzenia Greena tatwo z (23) otrzymaé wzér pozwalajacy obliczyé
pole |ID| obszaru |ID|. Wystarczy przyjaé P(z,y) = —y oraz Q(z,y) = z i skorzystaé z

réwnosci
o= [[ dzay,
D
co daje
1
(24) |D| = —/ xdy —ydz.
2 Jk

Zastosujemy wzér (24) do obliczenia pola obszaru |ID| ograniczonego elipsa o réwnaniu

(25) T = =1, (a>b>0).

Rozwiazujac (25) wzgledem z i wzgledem y sprawdzamy latwo, ze jest to obszar nor-
malny wzgledem obu osi. Zgodnie z twierdzeniem 2 calka po elipsie nie ulegnie zmianie,
jezeli uzyjemy dowolnego opisu parametrycznego ciagtego zachowujacego orientacje krzy-
wej. Przyjmujac

T = acost, y = bsint (0 <t<2m)

i stosujac (10) oraz analogiczny wzor z zastapieniem x przez y dostajemy z (24)

1 2m
D| = §ab/ (cos®t 4 sin’t) dt = wab
0

zgodnie ze znanym wzorem na pole elipsy.



