
Wrocªaw, 24 czerwca 2019r.

Test Kwalifikacyjny

do Kolegium Doktorskiego Matematyki

Szkoªy Doktorskiej Uniwersytetu Wrocªawskiego

1. Rozstrzygn¡¢ ze szczegóªowym uzasadnieniem, czy podane porz¡dki s¡ izomor�czne. Poni»ej
≤ oznacza standardowy porz¡dek na liczbach caªkowitych lub wymiernych, a ≤lex � porz¡dek
leksykogra�czny zde�niowany przy u»yciu standardowego porz¡dku na osiach.

(1) (1 pkt) (Q,≤) i (Z,≤).

(2) (2 pkt) (Z× Z,≤lex) i (Z,≤).

(3) (3 pkt) (Q,≤) i ((0,+∞) ∩Q,≤).

2. Przypomnijmy, »e dziaªanie grupy G na zbiorze S jest [±ci±le] n-tranzytywne, je±li dla ka»dych
ci¡gów (x1, . . . , xn) oraz (y1, . . . , yn), z których ka»dy zªo»ony jest z parami ró»nych elementów
zbioru S, istnieje [dokªadnie jeden, w wersji ze sªowem �±ci±le�] element g ∈ G, taki »e dla ka»dego
i ≤ n zachodzi gxi = yi.

(1) (2 pkt) Rozwa»my grup¦ G wszystkich przeksztaªce« prostej rzeczywistej postaci x 7→
ax+b, gdzie a ∈ R\{0} i b ∈ R. Czy naturalne dziaªanieG na R jest ±ci±le 2-tranzytywne?
Odpowied¹ szczegóªowo uzasadni¢.

(2) (4 pkt) Zaªó»my, »e grupa G dziaªa 1-tranzytywnie na zbiorze S. Zaªó»my, »e dla pew-
nego x ∈ S stabilizator StabG(x) dziaªa ±ci±le 2-tranzytywnie na S \ {x}. Dowie±¢, »e G
dziaªa ±ci±le 3-tranzytywnie na S.
Uwaga. Za poprawne pokazanie 3-tranzytywno±ci przysªuguj¡ 2 punkty.

3. Dana jest sko«czenie wymiarowa przestrze« wektorowa W nad ciaªem R, oraz jej podprze-
strzenie U, V < W . B¦dziemy stosowa¢ oznaczenie X∗ = Hom(X,R) na przestrze« dualn¡ do
przestrzeni wektorowej X, zªo»on¡ z wszystkich funkcjonaªów liniowych na X. Rozwa»my od-
wzorowanie h : W ∗ → U∗ × V ∗ zadane wzorem h(φ) = (φ|U , φ|V ), gdzie φ|U , φ|V to obci¦cia
funkcjonaªu φ do podprzestrzeni U i V , odpowiednio. Uzasadnij, »e je±li h jest izomor�zmem, to
W jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni U i V ,W = U⊕V (gdzie to ostatnie oznacza, »e U ∩V = {0}
oraz U + V = W ).

4. Na zbiorze ci¡gów zerojedynkowych {0, 1}N okre±lamy metryk¦ wzorem

d(x, y) =

{
0 je±li x = y
1
2n je±li x 6= y i n = min{k : x(k) 6= y(k)}

(1) (2 pkt) Czy zbiór tych ci¡gów, które przyjmuj¡ jedynk¦ dokªadnie 2019 razy jest do-
mkni¦ty? Czy jest otwarty? Odpowied¹ uzasadnij.

(2) (2 pkt) Czy przestrze« {0, 1}N jest o±rodkowa? Odpowied¹ uzasadnij.

(3) (2 pkt) Poka», »e przestrze« {0, 1}N jest zwarta.



5. Ci¡g liczb {xn} ma rozkªad jednostajny na [0, 1] je»eli

(∗) lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

f(xj) =

∫ 1

0
f(x) dx

zachodzi dla ka»dej funkcji f ciagªej na [0, 1].
Udowodni¢, »e wªasno±¢ (∗) jest równowa»na warunkowi

∀k ∈ N lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

xkj =
1

k + 1
.

6. Funkcja f jest klasy C3[0, 1] (to znaczy trzykrotnie ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy na [0, 1]).
Rozwa»amy wielko±ci

∆n =

∫ 1

0
f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

∆′n =

∫ 1

0
f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)
.

(1) (2 pkt) Udowodni¢, »e ∆n = O
(
1
n

)
, gdy n→∞.

(2) (2 pkt) Obliczy¢ limn→∞ n∆n.

(3) (2 pkt) Udowodni¢, »e ∆′n = O
(

1
n2

)
, gdy n→∞.

Wskazówka: warto zastosowa¢ twierdzenie Taylora.

7. Zbada¢, ile zer dla t ≥ 0 mo»e mie¢ rozwi¡zanie równania

x′′ + x′ + kx = 0

w zale»no±ci od parametru k ≥ 0.

8. Niech f i g b¦d¡ funkcjami caªkowitymi, to znaczy holomor�cznymi na C. Zaªó»my, »e dla
ka»dego z ∈ C zachodzi nierówno±¢ |g(z)| ≤ |f(z)|. Wyka», »e istnieje staªa α ∈ C, taka »e dla
ka»dego z ∈ C mamy g(z) = αf(z).

9. Rozwa»my rozkªad Gamma o g¦sto±ci

f(x|θ) =
1

θ2
x exp

(
−x
θ

)
.

(1) (1 pkt) Wyznacz warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ tego rozkªadu.

(2) (1 pkt) Dysponuj¡c n-elementow¡ prób¡ niezale»nych obserwacji z tego rozkªadu: x1, . . . , xn
wyznacz estymator najwi¦kszej wiarygodno±ci θ̂ parametru θ.

(3) (1 pkt) Wyznacz warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ θ̂.

(4) (2 pkt) Do jakiego rozkªadu d¡»y rozkªad zmiennej losowej
√
n(θ̂ − θ) gdy n → ∞ ?

Odpowied¹ uzasadnij.

(5) (1 pkt) Wyznacz asymptotyczny 95% przedziaª ufno±ci dla θ, je»eli n = 50 a
∑50

i=1 xi

50 = 5.



10. W urnie znajduje si¦ jedna biaªa kula. Wykonujemy niesko«czony ci¡g do±wiadcze«: w ka»-
dym kroku losujemy z urny kul¦, po czym wrzucamy j¡ z powrotem do urny dokªadaj¡c jedno-
cze±nie czarn¡ kul¦. W pierwszym kroku wylosujemy wi¦c kul¦ biaª¡, w drugim biaª¡ lub czarn¡
z prawdopodobie«stwem 1/2, itd.

(1) (2 pkt) Uzasadnij, »e z prawdopodobie«stwem 1 biaªa kula zostanie wylosowana niesko«-
czenie wiele razy.

(2) (2 pkt) Niech Xn oznacza liczb¦ losowa« do czasu n wª¡cznie, w których wylosowali±my
biaª¡ kul¦. Oblicz EXn oraz Var(Xn).

(3) (2 pkt) Poka», »e ci¡g {Xn/ log n}n≥1 zbiega wedªug prawdopodobie«stwa do 1.

Uwaga: przypomnijmy, »e ci¡g
∑n

k=1
1
k − log n zbiega do staªej.

11. W urnie znajduj¡ si¦ dwie kule: czerwona i zielona. W ka»dym kroku losujemy jednostajnie
jedn¡ z kul, sprawdzamy jej kolor, zwracamy j¡ do urny, a nast¦pnie dokªadamy do urny kolejn¡
kul¦ tego samego koloru. Niech Mn oznacza stosunek liczby kul czerwonych do wszystkich kul
w kroku n, M0 = 1/2.

(1) (2 pkt) Poka», »e E[Mn+1|Mn] = Mn (oznacza to, »e ci¡g {Mn}n≥0 jest martyngaªem).

(2) (2 pkt) Uzasadnij, »e dla ka»dego n, rozkªadMn jest jednostajny na zbiorze { 1
n+2 ,

2
n+2 , . . . ,

n+1
n+2}

(Wskazówka: dowód mo»na przeprowadzi¢ indukcyjnie).

(3) (2 pkt) Uzasadnij, »e ci¡g {Mn}n≥0 jest zbie»ny wedªug rokªadu. Wyznacz jego granic¦.

12. Zaj¡c porusza si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ jednostkow¡ po prostej L zawartej w pªaszczy¹nie Π,
w chwili t = 0 znajduj¡c si¦ w punkcie A. Pies porusza si¦ z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ po pªaszczy¹nie Π,
w ka»dej chwili w kierunku aktualnego poªo»enia zaj¡ca, przy czym w chwili t = 0 znajduje si¦ on
w punkcie B 6= A takim, »e odcinek AB jest prostopadªy do L. Wiadomo, »e trajektoria psa jest
gªadk¡ funkcj¡ P : [0,∞) → Π stanowi¡c¡ rozwi¡zanie odpowiedniego równania ró»niczkowego
zwyczajnego.

(1) (1 pkt) Dobierz dogodny ukªad wspóªrz¦dnych na pªaszczy¹nie Π, i wyznacz w nim rów-
nanie ró»niczkowe na trajektori¦ P (t).

(2) (1 pkt) Korzystaj¡c z jednoznaczno±ci rozwi¡za« równa« ró»niczkowych zwyczajnych
(przy ustalonym warunku pocz¡tkowym) uzasadnij, »e trajektoria psa jest rozª¡czna
z prost¡ L.

(3) (2 pkt) Uzasadnij, »e odlegªo±¢ zaj¡ca od rzutu prostok¡tnego punktu poªo»enia psa na
prost¡ L caªy czas ro±nie. Wywnioskuj st¡d, »e odlegªo±¢ pomi¦dzy zaj¡cem i psem nie
d¡»y do zera gdy t→∞.

(4) (2 pkt) Korzystaj¡c ze znanej wªasno±ci, »e dla ró»niczkowalnej funkcji X : R → R2

zachodzi zwi¡zek
(|X|2)′ = 〈X ′, X〉

(gdzie 〈·, ·〉 oznacza standardowy iloczyn skalarny w R2, za± |X|2 = 〈X,X〉) uzasadnij,
»e odlegªo±¢ pomi¦dzy zaj¡cem i psem caªy czas si¦ zmniejsza.





Wrocªaw, 24th June, 2019

Qualifying Test

College of Mathematics

Doctoral School at Wrocªaw University

1. Determine (providing detailed justi�cations) whether the following orders are isomorphic.
Below ≤ denotes the standard order on the integer or rational numbers, and ≤lex is the lexico-
graphical order de�ned with respect to the standard orders.

(1) (1 pt) (Q,≤) and (Z,≤).

(2) (2 pts) (Z× Z,≤lex) and (Z,≤).

(3) (3 pts) (Q,≤) and ((0,+∞) ∩Q,≤).

2. Recall that an action of a group G on a set S is [strictly] n-transitive if for any two sequences
(x1, . . . , xn) and (y1, . . . , yn), each of which consisting of pairwise distinct elements of S, there
exists [exactly one, in the version with the word �strictly�] element g ∈ G such that gxi = yi for
every i ≤ n.

(1) (2 pts) Consider the group G of all transformations of the real line which are of the form
x 7→ ax + b with a ∈ R \ {0} and b ∈ R. Is the action of G on R strictly 2-transitive?
Provide a detailed justi�cation.

(2) (4 pts) Assume that a group G acts 1-transitively on a set S. Assume that for some
x ∈ S the stabilizer StabG(x) acts strictly 2-transitively on S \ {x}. Prove that G acts
strictly 3-transitively on S.
Remark. Two points will be given for a correct proof of 3-transitivity.

3. Consider the following metric de�ned on the set of all zero-one sequences {0, 1}N by

d(x, y) =

{
0 if x = y
1
2n if x 6= y and n = min{k : x(k) 6= y(k)}

(1) (2 pts) Consider the set of those sequences which take 1 exactly 2019 times. Is it closed?
Is it open? Explain your answer.

(2) (2 pts) Is {0, 1}N separable? Explain your answer.

(3) (2 pts) Show that the space {0, 1}N is compact.

4. LetW be a �nite dimensional vector space over the �eld R, and let U, V be its subspaces. We
use the notation X∗ = Hom(X,R) for the dual space of a vector space X, which consists of all
linear functionals φ : X → R. Consider the map h : W ∗ → U∗ × V ∗ given by h(φ) = (φ|U , φ|V ),
where φ|U , φ|V denote the restrictions of the functional φ to the subspaces U and V , respectively.
Show that if h is an isomorphism (i.e. a bijective linear map) then W is the direct sum of the
subspaces U and V , which we denote W = U ⊕ V , and which means that U ∩ V = {0} and
U + V = W .



5. The sequence {xn} has uniform distribution on the interval [0, 1] if the condition

(∗) lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

f(xj) =

∫ 1

0
f(x) dx

is satis�ed for each function f continuous on [0, 1].
Prove that the property (∗) is equivalent to the condition

∀k ∈ N lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

xkj =
1

k + 1
.

6. The function f is C3[0, 1] (three times continuously di�erentiable on [0, 1]). Consider the
quantities

∆n =

∫ 1

0
f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

∆′n =

∫ 1

0
f(x) dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
2k − 1

2n

)
.

(1) (2 pts) Show that ∆n = O
(
1
n

)
, when n→∞.

(2) (2 pts) Compute the limit limn→∞ n∆n.

(3) (2 pts) Show that ∆′n = O
(

1
n2

)
, when n→∞.

Hint: use the Taylor theorem.

7. Consider solutions of the di�erential equation

x′′ + x′ + kx = 0

with k ≥ 0. Determine how many zeros may have a solution � depending on the parameter k.

8. Let f i g be entire functions, that is, holomorphic on C. Assume that for every z ∈ C the
following inequality holds |g(z)| ≤ |f(z)|. Prove that there is a constant α ∈ C, such that for
every z ∈ C one has g(z) = αf(z). Argue your answer.

9. Consider Gamma distribution with the density

f(x|θ) =
1

θ2
x exp

(
−x
θ

)
.

(1) (1 pt) Calculate the expected value and the variance of this distribution.

(2) (1 pt) Based on a sample of independent observations x1, . . . , xn from this distribution

calculate the maximum likelihood estimator θ̂ of θ.

(3) (1 pt) Calculate the expected value and the variance of θ̂.

(4) (2 pts) What is the limiting distribution of
√
n(θ̂−θ) when n→∞? Justify your answer.

(5) (1 pt) Calculate 95% asymptotic con�dence interval for θ if n = 50 and
∑50

i=1 xi

50 = 5.



10. An urn contains one white ball. At each step a ball is chosen at random from the urn; the
color is checked; and then the ball is returned to the urn and an additional black ball is added to
the urn. At the �rst step we draw a white ball, at the second step white or black with probability
1/2, and so on.

(1) (2 pts) Prove that with probability one the white ball will be picked up in�nitely many
times.

(2) (2 pts) Let Xn denotes the number of draws up to step n, in which the white ball was
chosen. Compute EXn and Var(Xn).

(3) (2 pts) Show that the sequence {Xn/ log n}n≥1 converges in probability to 1.

Remark: recall that the sequence
∑n

k=1
1
k − log n converges to a constant.

11. An urn contains one red and one green ball. At each step a ball is chosen at random from
the urn, the color is checked, and then the ball is returned to the urn together with an another
ball of the same color. Let Mn denotes the ratio of the number of red balls to all balls after step
n, M0 = 1/2.

(1) (2 pts) Prove that E[Mn+1|Mn] = Mn (i.e. {Mn}n≥0 is a martingale).

(2) (2 pts) Show that for any n, the distribution ofMn is uniform on the set { 1
n+2 ,

2
n+2 , . . . ,

n+1
n+2}

(Hint: one can proceed inductively).

(3) (2 pts) Prove that the sequence {Mn}n≥0 is convergent in distribution. Compute its limit.

12. A rabbit moves with constant speed 1 along a line L in a plane Π, so that at t = 0 it is
at point A. A dog moves in the plane Π, with the same speed, at each moment in the direction
of the current position of the rabbit, and at t = 0 it occupies point B 6= A such that AB is
perpendicular to L. It is known that the trajectory of the dog is a smooth function P : [0,∞)→ Π
which is a solution of an appropriate ordinary di�erential equation.

(1) (1 pt) Choose a convenient coordinate system in Π and derive the ordinary di�erential
equation for the trajectory P (t).

(2) (1 pt) By referring to the uniqueness of solutions of ordinary di�erential equations (under
�xed initial conditions), show that the trajectory of the dog does not intersect the line
L.

(3) (2 pts) Show that the distance between the rabbit and the orthogonal projection to L of
the position point of the dog is an increasing function. Deduce that the distance between
the rabbit and the dog does not converge to 0 as t→∞.

(4) (2 pts) Using the well known fact that for a di�erentiable function X : R→ R2 we have

(|X|2)′ = 〈X ′, X〉
(where 〈·, ·〉 is the standard scalar product in R2, and where |X|2 = 〈X,X〉) prove that
the distance between the rabbit and the dog is all the time decreasing.




