Wroclaw, 24 czerwca 2019r.

TEST KWALIFIKACYJNY
DO KOLEGIUM DOKTORSKIEGO MATEMATYKI
SzZKOLY DOKTORSKIEJ UNIWERSYTETU WROCLAWSKIEGO

1. Rozstrzygnaé ze szczegdlowym uzasadnieniem, czy podane porzadki sg izomorficzne. Ponizej
< oznacza standardowy porzadek na liczbach catkowitych lub wymiernych, a <;., — porzadek
leksykograficzny zdefiniowany przy uzyciu standardowego porzadku na osiach.

(1) (1 pkt) (Q, <) 1 (Z, <).
(2) (2 pkt) (Z X Z, <ez) 1 (Z, <).

(3) (3 pkt) (Q,<) 1 ((0,+00) NQ, <).

2. Przypomnijmy, ze dziatanie grupy G na zbiorze S jest [$cisle| n-tranzytywne, jesli dla kazdych
ciagow (x1,...,2xp) oraz (yi,...,Yn), z ktorych kazdy zlozony jest z parami réznych elementow
zbioru S, istnieje [doktadnie jeden, w wersji ze stowem “Scisle”| element g € G, taki ze dla kazdego
1 < n zachodzi gx; = y;.
(1) (2 pkt) Rozwazmy grupe G wszystkich przeksztalcen prostej rzeczywistej postaci z +—
az+b, gdzie a € R\{0}1b € R. Czy naturalne dzialanie G na R jest §cisle 2-tranzytywne?
Odpowiedz szczegolowo uzasadnic.

(2) (4 pkt) Zalozmy, ze grupa G dziala 1-tranzytywnie na zbiorze S. Zal6zmy, ze dla pew-
nego x € S stabilizator Stabg(x) dziata scisle 2-tranzytywnie na S\ {z}. Dowies¢, ze G
dziata dcigle 3-tranzytywnie na S.

Uwaga. Za poprawne pokazanie 3-tranzytywnosci przystugujg 2 punkty.

3. Dana jest skoiiczenie wymiarowa przestrzen wektorowa W nad cialem R, oraz jej podprze-
strzenie U,V < W. Bedziemy stosowa¢ oznaczenie X* = Hom(X,R) na przestrzen dualna do
przestrzeni wektorowej X, ztozong z wszystkich funkcjonatéw liniowych na X. Rozwazmy od-
wzorowanie h : W* — U* x V* zadane wzorem h(¢) = (¢|u, ¢|lv), gdzie ¢|y, ¢l to obciecia
funkcjonatu ¢ do podprzestrzeni U i V, odpowiednio. Uzasadnij, ze jesli h jest izomorfizmem, to
W jest suma prosta podprzestrzeni U1V, W = U@V (gdzie to ostatnie oznacza, ze UNV = {0}
oraz U+ V =W).

4. Na zbiorze ciggéw zerojedynkowych {0, 1} okreslamy metryke wzorem

i) 0 jesliz=y
I7 ey . . . M
y 5 jesliz #yin=min{k: 2(k) # y(k)}

(1) (2 pkt) Czy zbioér tych ciagow, ktore przyjmuja jedynke dokladnie 2019 razy jest do-
mkniety? Czy jest otwarty? Odpowiedz uzasadnij.

(2) (2 pkt) Czy przestrzen {0, 1}V jest osrodkowa? Odpowieds uzasadnij.

(3) (2 pkt) Pokaz, 7e przestrzen {0, 1} jest zwarta.



5. Ciag liczb {z,} ma rozklad jednostajny na [0, 1] jezeli
1 !
lim ~ )= d
€ Jm i |ty
zachodzi dla kazdej funkeji f ciagtej na [0, 1].

Udowodni¢, ze wlasnos¢ () jest rownowazna warunkowi

1 — 1
Vk e N li f§j k-
nggonjzlx] k+1

6. Funkcja f jest klasy C3[0, 1] (to znaczy trzykrotnie rézniczkowalna w sposob ciagly na [0, 1]).

Rozwazamy wielkosci
! I, [k
An:/f(x dr — — f(),
0 ) n ; n

;! 1~ , (2k—1
An_/o f(x)d:cn;f< o )

(1) (2 pkt) Udowodni¢, ze A, = O (1), gdy n — .

(2) (2 pkt) Obliczy¢ lim, oo nA,.

(3) (2 pkt) Udowodni¢, ze A], = O (), gdy n — oc.

Wskazowka: warto zastosowaé twierdzenie Taylora.

7. Zbadad, ile zer dla t > 0 moze mie¢ rozwigzanie réwnania
" /
'+ +kr=0

w zaleznosci od parametru k > 0.

8. Niech f i g beda funkcjami catkowitymi, to znaczy holomorficznymi na C. Zalézmy, ze dla
kazdego z € C zachodzi nieréwnosé |g(z)| < |f(z)|. Wykaz, ze istnieje stala o € C, taka ze dla
kazdego z € C mamy g(z) = af(z).

9. Rozwazmy rozklad Gamma o gestosci

f(z]0) = Q%xexp (—%) .

(1) (1 pkt) Wyznacz wartos¢ oczekiwana i wariancje tego rozkladu.

(2) (1 pkt) Dysponujac n-elementows proba niezaleznych obserwacji z tego rozktadu: z1,...,z,
wyznacz estymator najwiekszej wiarygodnosci 6 parametru 6.

(3) (1 pkt) Wyznacz wartosé oczekiwana i wariancje .

(4) (2 pkt) Do jakiego rozkladu dazy rozklad zmiennej losowej /n(0 — 6) gdy n — oo ?
Odpowiedz uzasadnij.

(5) (1 pkt) Wyznacz asymptotyczny 95% przedziat ufnosci dla 6, jezeli n = 50 a === = 5.



10. W urnie znajduje sie jedna biata kula. Wykonujemy nieskonczony ciag do§wiadczen: w kaz-
dym kroku losujemy z urny kule, po czym wrzucamy ja z powrotem do urny doktadajac jedno-
czesnie czarng kule. W pierwszym kroku wylosujemy wiec kule biata, w drugim bialg lub czarna
z prawdopodobienstwem 1/2, itd.
(1) (2 pkt) Uzasadnij, ze z prawdopodobienistwem 1 biata kula zostanie wylosowana nieskon-
czenie wiele razy.

(2) (2 pkt) Niech X,, oznacza liczbe losowan do czasu n wlacznie, w ktorych wylosowalismy
biala kule. Oblicz EX,, oraz Var(X,,).

(3) (2 pkt) Pokaz, ze ciag {X,/logn},>1 zbiega wedtug prawdopodobienstwa do 1.
Uwaga: przypomnijmy, ze cigg Y p_, % —logn zbiega do stalej.

11. W urnie znajduja sie dwie kule: czerwona i zielona. W kazdym kroku losujemy jednostajnie
jedna z kul, sprawdzamy jej kolor, zwracamny ja do urny, a nastepnie doktadamy do urny kolejna
kule tego samego koloru. Niech M, oznacza stosunek liczby kul czerwonych do wszystkich kul
w kroku n, My = 1/2.

(1) (2 pkt) Pokaz, ze E[Mp4+1|My] = M, (oznacza to, ze ciag { My }n>0 jest martyngatem).
(2) (2 pkt) Uzasadnij, ze dla kazdego n, rozktad M, jest jednostajny na zbiorze { 2
(Wskazowka: dowdd mozna przeprowadzié indukcyjnie).

(3) (2 pkt) Uzasadnij, ze ciag { M, }n>0 jest zbiezny wedtug roktadu. Wyznacz jego granice.

12. Zajac porusza sie ze staly predkoscia jednostkowa po prostej L zawartej w plaszczyznie 11,
w chwili ¢ = 0 znajdujac sie w punkcie A. Pies porusza sie z ta samag predkoscig po ptaszczyznie 11,
w kazdej chwili w kierunku aktualnego potozenia zajaca, przy czym w chwili ¢ = 0 znajduje sie on
w punkcie B # A takim, ze odcinek AB jest prostopadly do L. Wiadomo, ze trajektoria psa jest
gtadka funkcja P : [0,00) — II stanowiaca rozwigzanie odpowiedniego réwnania rézniczkowego
ZWYyCczZajnego.

(1) (1 pkt) Dobierz dogodny uktad wspoétrzednych na ptaszczyznie I, i wyznacz w nim row-

nanie rozniczkowe na trajektorie P(t).

(2) (1 pkt) Korzystajac z jednoznacznosci rozwiazan réwnan rézniczkowych zwyczajnych
(przy ustalonym warunku poczatkowym) uzasadnij, ze trajektoria psa jest roztaczna
z prosta L.

(3) (2 pkt) Uzasadnij, ze odlegtos¢ zajaca od rzutu prostokatnego punktu potozenia psa na
prosta L caly czas ro$nie. Wywnioskuj stad, ze odleglo$¢ pomiedzy zajacem i psem nie
dazy do zera gdy t — oc.

(4) (2 pkt) Korzystajac ze znanej wlasnosci, ze dla rézniczkowalnej funkcji X : R — R2
zachodzi zwiazek
(X[ = (X', X)
(gdzie (-,-) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R?, za$ |X|? = (X, X)) uzasadnij,
ze odlegloé¢ pomiedzy zajacem i psem caly czas sie zmniejsza.
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Wroctaw, 24th June, 2019

QUALIFYING TEST
COLLEGE OF MATHEMATICS
DOCTORAL SCHOOL AT WROCEAW UNIVERSITY

1. Determine (providing detailed justifications) whether the following orders are isomorphic.
Below < denotes the standard order on the integer or rational numbers, and <., is the lexico-
graphical order defined with respect to the standard orders.

(1) (1 pt) (Q, <) and (Z, <).
(2) (2 pts) (Z x Z,<jez) and (Z,<).

(3) (3 pts) (Q, <) and ((0, +00) NQ, <).

2. Recall that an action of a group G on a set S is [strictly| n-transitive if for any two sequences
(x1,...,2y) and (y1,...,yn), each of which consisting of pairwise distinct elements of S, there
exists [exactly one, in the version with the word “strictly”] element g € G such that gx; = y; for
every 1 < n.
(1) (2 pts) Consider the group G of all transformations of the real line which are of the form
x +— ax + b with a € R\ {0} and b € R. Is the action of G on R strictly 2-transitive?
Provide a detailed justification.

(2) (4 pts) Assume that a group G acts 1-transitively on a set S. Assume that for some
x € S the stabilizer Stabg(x) acts strictly 2-transitively on S\ {z}. Prove that G acts
strictly 3-transitively on S.

Remark. Two points will be given for a correct proof of 3-transitivity.

3. Consider the following metric defined on the set of all zero-one sequences {0, 1} by

d(z,y) = 0 ifx=y
V= 5 if 2 #y and n = min{k: z(k) # y(k)}
(1) (2 pts) Consider the set of those sequences which take 1 exactly 2019 times. Is it closed?

Is it open? Explain your answer.
(2) (2 pts) Is {0, 1} separable? Explain your answer.

(3) (2 pts) Show that the space {0,1}" is compact.

4. Let W be a finite dimensional vector space over the field R, and let U, V' be its subspaces. We
use the notation X* = Hom(X,R) for the dual space of a vector space X, which consists of all
linear functionals ¢ : X — R. Consider the map h: W* — U* x V* given by h(¢) = (¢|v, ¢|v),
where ¢|7, |y denote the restrictions of the functional ¢ to the subspaces U and V', respectively.
Show that if h is an isomorphism (i.e. a bijective linear map) then W is the direct sum of the
subspaces U and V', which we denote W = U @ V, and which means that U NV = {0} and
U+V=W.



5. The sequence {z,} has uniform distribution on the interval [0, 1] if the condition
1 !
lim ) = d
0 Jim 53 se) | @

is satisfied for each function f continuous on [0, 1].
Prove that the property (x) is equivalent to the condition

1 — 1
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6. The function f is C3[0,1] (three times continuously differentiable on [0,1]). Consider the
quantities

! 1< k
A, = f(z)de — = f<>,

Jy ferie =2
, ! 1< 2k — 1
An:/o f(x)dx—n;f< o )

(1) (2 pts) Show that A, = O (1), when n — cc.

(2) (2 pts) Compute the limit lim,, o, nA,,.

(3) (2 pts) Show that A, = O (%), when n — oo,
Hint: use the Taylor theorem.

7. Consider solutions of the differential equation
2+ 2 +kx=0

with k£ > 0. Determine how many zeros may have a solution — depending on the parameter k.

8. Let f i g be entire functions, that is, holomorphic on C. Assume that for every z € C the
following inequality holds |g(z)| < |f(z)]. Prove that there is a constant o € C, such that for
every z € C one has g(z) = af(z). Argue your answer.

9. Consider Gamma distribution with the density

f(alt) = resp (~5)

(1) (1 pt) Calculate the expected value and the variance of this distribution.

(2) (1 pt) Based on a sample of independent observations x1, ..., z, from this distribution
calculate the maximum likelihood estimator 6 of 6.

(3) (1 pt) Calculate the expected value and the variance of .

(4) (2 pts) What is the limiting distribution of \/n( —6) when n — oo? Justify your answer.

50
(5) (1 pt) Calculate 95% asymptotic confidence interval for 8 if n = 50 and Zizol =5,

5



10. An urn contains one white ball. At each step a ball is chosen at random from the urn; the
color is checked; and then the ball is returned to the urn and an additional black ball is added to
the urn. At the first step we draw a white ball, at the second step white or black with probability
1/2, and so on.
(1) (2 pts) Prove that with probability one the white ball will be picked up infinitely many
times.

(2) (2 pts) Let X,, denotes the number of draws up to step n, in which the white ball was
chosen. Compute EX,, and Var(X,).

(3) (2 pts) Show that the sequence {X,,/logn},>1 converges in probability to 1.

Remark: recall that the sequence Y, _, % —logn converges to a constant.

11. An urn contains one red and one green ball. At each step a ball is chosen at random from
the urn, the color is checked, and then the ball is returned to the urn together with an another
ball of the same color. Let M,, denotes the ratio of the number of red balls to all balls after step
n, M() = 1/2

(1) (2 pts) Prove that E[M,11|M,] = M,, (i.e. {M,}n>0 is a martingale).

n+1

(2) (2 pts) Show that for any n, the distribution of M, is uniform on the set {n%rz, n%r? R

(Hint: one can proceed inductively).

(3) (2 pts) Prove that the sequence {M,, },,>0 is convergent in distribution. Compute its limit.

12. A rabbit moves with constant speed 1 along a line L in a plane II, so that at ¢ = 0 it is
at point A. A dog moves in the plane II, with the same speed, at each moment in the direction
of the current position of the rabbit, and at ¢ = 0 it occupies point B # A such that AB is
perpendicular to L. It is known that the trajectory of the dog is a smooth function P : [0,00) — II
which is a solution of an appropriate ordinary differential equation.
(1) (1 pt) Choose a convenient coordinate system in IT and derive the ordinary differential
equation for the trajectory P(t).

(2) (1 pt) By referring to the uniqueness of solutions of ordinary differential equations (under
fixed initial conditions), show that the trajectory of the dog does not intersect the line
L.

(3) (2 pts) Show that the distance between the rabbit and the orthogonal projection to L of
the position point of the dog is an increasing function. Deduce that the distance between
the rabbit and the dog does not converge to 0 as t — oc.

(4) (2 pts) Using the well known fact that for a differentiable function X : R — R? we have
(1XP) = (X', X)

(where (-,-) is the standard scalar product in R?, and where |X|? = (X, X)) prove that
the distance between the rabbit and the dog is all the time decreasing.






