Wroclaw, 23 czerwca 2020r.

TEST KWALIFIKACYJNY
DO KOLEGIUM DOKTORSKIEGO MATEMATYKI
SzZKOLY DOKTORSKIEJ UNIWERSYTETU WROCLAWSKIEGO

1. Rozwazamy ptaszczyzne z metryka euklidesows.

(1) (3 pkt) Udowodnij, ze zaden niepusty podzbiér otwarty plaszczyzny nie zawiera sie
w przeliczalnej sumie odcinkéw.

(2) (3 pkt) O zbiorze G C R? powiemy, ze jest bardzo gesty, jesli G N U jest nieprzeliczalny
dla kazdego niepustego otwartego U C R?. Pokaz, ze istnieje zbior borelowski G bardzo
gesty, ktorego dopelnienie réwniez jest bardzo geste.

W rozwiazaniu podpunktu (2) mozna uzy¢ stwierdzenia z podpunktu (1) nawet, jesli sie go nie
udowodnito.

2. Powiemy, ze funkcja f: R — R jest prawie ciggta, jesli dla kazdego r € R istnieje granica
lim,_,, f(x) (aczkolwiek moze by¢ ona rézna od f(r)).
(1) (2 pkt) Pokaz, ze funkcja g: R — R dana wzorem ¢(r) = lim,_,, f(x) jest ciagta.
(2) (2 pkt) Pokaz, ze funkcja prawie ciagta moze mieé tylko przeliczalnie wiele punktow
nieciggtosci.
(3) (2 pkt) Znajdz moc zbioru funkcji prawie ciaglych (wraz z uzasadnieniem). Mozna uzyé
faktu, ze moc zbioru funkcji ciagltych wynosi ¢, nie dowodzac go.

W rozwigzaniach poszczegdlnych podpunktow mozna uzywaé stwierdzen sformutowanych w in-
nych podpunktach nawet, jesli sie ich nie udowodnito.

3. Przypomnijmy, ze dzialanie grupy G na zbiorze X nazywamy 2-tranzytywnym, gdy dla
kazdych x1, 9,2, 2, € X, takich ze x1 # x9 oraz | # 1z, istnieje g € G, takie ze gz =
oraz gry = x4. Przypomnijmy tez, ze klasq sprzezenia elementu a grupy H nazywamy zbior
al := {hah™' : h € H}.

Niech H bedzie dowolng nietrywialng grupa z elementem neutralnym e. Niech o bedzie dzia-
laniem grupy G := H x H na zbiorze X := H zadanym przez (g, h) o x := gzh™!.

(1) (1 pkt) Udowodni¢, ze dziatanie o jest tranzytywne.

(2) (2 pkt) Udowodnié¢, ze jesli dziatanie o jest 2-tranzytywne, to H ma dokladnie jedna
nietrywialng klase sprzezenia (tzn. H = o'l U {e} dla pewnego a € H, gdzie LI oznacza
sume roztaczng).

(3) (3 pkt) Udowodni¢, ze jesli H ma doktadnie jedna nietrywialng klase sprzezenia, to dzia-
tanie o jest 2-tranzytywne.



4. Dane jest liniowe przeksztatcenie F' : V x W — Z. Oznaczmy przez Fyy -V — Z i Fy :
W — Z przeksztalcenia zadane wzorami Fy (v) := F(v,0), Fy(w) := F(0,w). Oznaczmy tez
przez Wy podprzestrzen {0} x W <V x W. Zalozmy tez, ze Fyy : W — Z jest izomorfizmem.
(1) (2 pkt) Uzasadnij, ze VxW = Wydker F, tzn. Wynker F' = {0} oraz Wy+ker F' = V xW
(lub réwnowaznie, dowolny = € V x W przedstawia sie jednoznacznie w postaci z = a+b,
gdzie a € Wy, b € ker F).
(2) (2 pkt) Uzasadnij, ze odwzorowanie h : V' — W okreslone jako h = —va,l o Iy spelnia
warunek F(v,h(v)) =0 dla kazdego v € V.
(3) (2 pkt) Uzasadnij, ze odwzorowanie h : V' — W spelniajace warunek jak w tezie punktu
(2) jest jedyne, i ze jest ono liniowe.

(1) (3 pkt) Udowodnij, ze dla o > 1 zachodzi
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(2) (3 pkt) Udowodnij powyzszy wzor dla 0 < a < 1. Odpowiedz szczegotowo uzasadnij.

6. Niech f, : (0,1) — R bedzie ciagiem funkcji niemalejacych na przedziale otwartym (0,1)
i niech f : (0,1) — R bedzie funkcja ciagta. Zalozmy, ze E C (0,1) jest gestym podzbiorem
przedziatu (0,1), takim ze:

<Vx € E)( li_)m fo(z) = f(:v))
(1) (5 pkt) Wykaz, ze zbieznos¢ f,, do f jest jednostajna na kazdym przedziale domknietym

[a, 0] C (0,1).
(2) (1 pkt) Czy f, zbiega jednostajnie na (0,1) do funkcji f7 Odpowiedz uzasadnij.

7. Rozwazamy réwnanie wahadla matematycznego & + x = 0 z warunkami poczatkowymi
x(0) = Asinp, ©(0) = Acosp; A jest tu amplituda drgan, ¢ — poczatkowa faza. Wyznaczy¢
dla t > 0 rozktad prawdopodobienistwa wspolrzednej z(t) € [—A, A] dla t > 0 (jego gestosé lub
dystrybuante) jezeli poczatkowa faza ¢ ma rozkltad jednostajny na przedziale (—m, 7). Dla jakich
x € [—A, A] ta gestosé jest mala, a dla jakich duza?

8. Zbada¢ kiedy zagadnienie poczatkowe dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego
&= +/|z| + 2*

dla t > 0, z(0) = zg, z9 € R, ma rozwiazanie jednoznaczne, a kiedy globalne w czasie (tzn. dla
wszystkich ¢ > 0).

9. Niech 7 bedzie jednostajnie wybrang losowa permutacja zbioru {1,2,...,n}. Moéwimy, ze
m(k) jest rekordem, jezeli (k) > n(j) dlaj=1,...,k— 1.

(1) (2 pkt) Niech Ay oznacza zdarzenie {7 (k) jest rekordem}. Oblicz P[Ay].

(2) (2 pkt) Udowodnij, ze zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne.

(3) (2 pkt) Niech X,, oznacza liczbe rekordéw. Oblicz EX,, oraz VarX,,.
W rozwiazaniu podpunktu (3) mozna uzy¢ stwierdzenia z podpunktu (2) nawet, jesli si¢ go nie
udowodnito.



10. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne i wszystkie maja rozktad jednostajny na przedziale
(0,1). Zdefiniujmy
T=inf{n: X1+ ---+X, >1}.
(1) (3 pkt) Pokaz, ze T jest skonczone prawie wszedzie.
(2) (3 pkt) Wyznacz rozklad T'. (Wskazowka: oblicz P[T > k])

11. Niech X = p+ W, gdzie W ~ N(0,1). Ponadto, u = vZ, gdzie W, Z i « sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi, Z ~ N(0,0%2 =2) a P(y=0) =3/4=1— P(y=1).

(1) (1 pkt) Wyznacz warunkowe rozktady X pod warunkiem v =01~y = 1.

(2) (1 pkt) Wyznacz P(u = 0]X).

(3) (1 pkt) Hipoteza Hy : i = 0 jest odrzucana gdy P(u = 0/X) < 0.5. Wyznacz krytyczna
wartos¢ tego testu w terminach |X| (tzn. wyznacz najmniejsza wartos¢ |X| dla ktorej Hy
jest odrzucana).

(4) (1 pkt) Wyznacz p-stwo pierwszego rodzaju dla tego testu, zadane wzorem

t1 = P(Hy odrzucona|Hy prawdziwa) .
(5) (1 pkt) Wyznacz p-stwo drugiego rodzaju dla tego testu, zadane wzorem
to = P(Hy przyjetal|Hy falszywa) .
(6) (1 pkt) Wyznacz warunkowa frakcje falszywych odkryé, zadana wzorem
pFDR = P(H, prawdziwa|Hj odrzucona) .

12. Niech (X, Q, u) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Niech F bedzie pewna rodzina funkcji
mierzalnych z X w [0,1]. Dla funkcji mierzalnych f,g: X — [0, 1] nier6wnos¢ f <, g bedzie
oznaczaé, ze f < g prawie wszedzie wzgledem miary pu. Powiemy, ze funkcja mierzalna f: X —
[0, 1] jest istotnym supremum rodziny F, gdy g <,, f dla wszystkich g € F oraz dla kazdej funkcji
mierzalnej h: X — [0,1], ktora spelnia g <, h dla wszystkich g € F, zachodzi f <, h.
(1) (2pkt) Podac¢ przyktad rodziny F (dla pewnej przestrzeni probabilistycznej), ktorej zwy-
kte supremum nie jest istotnym supremum.
(2) (2pkt) Udowodni¢, ze jesli rodzina F jest przeliczalna, to zwykle supremum tej rodziny
jest jej istotnym supremum.
(3) (2pkt) Udowodni¢, ze jesli rodzina F jest dobrze uporzadkowana przez <, (tzn. (F,<,)
jest dobrym porzadkiem), to jest ona przeliczalna.



