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Test Kwalifikacyjny

do Kolegium Doktorskiego Matematyki

Szkoªy Doktorskiej Uniwersytetu Wrocªawskiego

1. Rozwa»amy pªaszczyzn¦ z metryk¡ euklidesow¡.

(1) (3 pkt) Udowodnij, »e »aden niepusty podzbiór otwarty pªaszczyzny nie zawiera si¦
w przeliczalnej sumie odcinków.

(2) (3 pkt) O zbiorze G ⊆ R2 powiemy, »e jest bardzo g¦sty, je±li G ∩ U jest nieprzeliczalny
dla ka»dego niepustego otwartego U ⊆ R2. Poka», »e istnieje zbiór borelowski G bardzo
g¦sty, którego dopeªnienie równie» jest bardzo g¦ste.

W rozwi¡zaniu podpunktu (2) mo»na u»y¢ stwierdzenia z podpunktu (1) nawet, je±li si¦ go nie
udowodniªo.

2. Powiemy, »e funkcja f : R → R jest prawie ci¡gªa, je±li dla ka»dego r ∈ R istnieje granica
limx→r f(x) (aczkolwiek mo»e by¢ ona ró»na od f(r)).

(1) (2 pkt) Poka», »e funkcja g : R→ R dana wzorem g(r) = limx→r f(x) jest ci¡gªa.
(2) (2 pkt) Poka», »e funkcja prawie ci¡gªa mo»e mie¢ tylko przeliczalnie wiele punktów

nieci¡gªo±ci.
(3) (2 pkt) Znajd¹ moc zbioru funkcji prawie ci¡gªych (wraz z uzasadnieniem). Mo»na u»y¢

faktu, »e moc zbioru funkcji ci¡gªych wynosi c, nie dowodz¡c go.

W rozwi¡zaniach poszczególnych podpunktów mo»na u»ywa¢ stwierdze« sformuªowanych w in-
nych podpunktach nawet, je±li si¦ ich nie udowodniªo.

3. Przypomnijmy, »e dziaªanie grupy G na zbiorze X nazywamy 2-tranzytywnym, gdy dla
ka»dych x1, x2, x

′
1, x
′
2 ∈ X, takich »e x1 6= x2 oraz x′1 6= x′2, istnieje g ∈ G, takie »e gx1 = x′1

oraz gx2 = x′2. Przypomnijmy te», »e klas¡ sprz¦»enia elementu a grupy H nazywamy zbiór
aH := {hah−1 : h ∈ H}.

Niech H b¦dzie dowoln¡ nietrywialn¡ grup¡ z elementem neutralnym e. Niech ◦ b¦dzie dzia-
ªaniem grupy G := H ×H na zbiorze X := H zadanym przez (g, h) ◦ x := gxh−1.

(1) (1 pkt) Udowodni¢, »e dziaªanie ◦ jest tranzytywne.
(2) (2 pkt) Udowodni¢, »e je±li dziaªanie ◦ jest 2-tranzytywne, to H ma dokªadnie jedn¡

nietrywialn¡ klas¦ sprz¦»enia (tzn. H = aH t {e} dla pewnego a ∈ H, gdzie t oznacza
sum¦ rozª¡czn¡).

(3) (3 pkt) Udowodni¢, »e je±li H ma dokªadnie jedn¡ nietrywialn¡ klas¦ sprz¦»enia, to dzia-
ªanie ◦ jest 2-tranzytywne.



4. Dane jest liniowe przeksztaªcenie F : V ×W → Z. Oznaczmy przez FV : V → Z i FW :
W → Z przeksztaªcenia zadane wzorami FV (v) := F (v, 0), FW (w) := F (0, w). Oznaczmy te»
przez W0 podprzestrze« {0} ×W < V ×W . Zaªó»my te», »e FW : W → Z jest izomor�zmem.

(1) (2 pkt) Uzasadnij, »e V ×W = W0⊕kerF , tzn. W0∩kerF = {0} orazW0+kerF = V ×W
(lub równowa»nie, dowolny x ∈ V ×W przedstawia si¦ jednoznacznie w postaci x = a+b,
gdzie a ∈W0, b ∈ kerF ).

(2) (2 pkt) Uzasadnij, »e odwzorowanie h : V → W okre±lone jako h = −F−1W ◦ FV speªnia
warunek F (v, h(v)) = 0 dla ka»dego v ∈ V .

(3) (2 pkt) Uzasadnij, »e odwzorowanie h : V →W speªniaj¡ce warunek jak w tezie punktu
(2) jest jedyne, i »e jest ono liniowe.

5.

(1) (3 pkt) Udowodnij, »e dla α ≥ 1 zachodzi

lim
n→∞

1α−1 + 2α−1 + · · ·+ (n− 1)α−1

nα
=

1

α

(2) (3 pkt) Udowodnij powy»szy wzór dla 0 < α < 1. Odpowied¹ szczegóªowo uzasadnij.

6. Niech fn : (0, 1) → R b¦dzie ci¡giem funkcji niemalej¡cych na przedziale otwartym (0, 1)
i niech f : (0, 1) → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Zaªó»my, »e E ⊂ (0, 1) jest g¦stym podzbiorem
przedziaªu (0, 1), takim »e: (

∀x ∈ E
)(

lim
n→∞

fn(x) = f(x)
)
.

(1) (5 pkt) Wyka», »e zbie»no±¢ fn do f jest jednostajna na ka»dym przedziale domkni¦tym
[a, b] ⊂ (0, 1).

(2) (1 pkt) Czy fn zbiega jednostajnie na (0, 1) do funkcji f? Odpowied¹ uzasadnij.

7. Rozwa»amy równanie wahadªa matematycznego ẍ + x = 0 z warunkami pocz¡tkowymi
x(0) = A sinϕ, ẋ(0) = A cosϕ; A jest tu amplitud¡ drga«, ϕ � pocz¡tkow¡ faz¡. Wyznaczy¢
dla t > 0 rozkªad prawdopodobie«stwa wspóªrz¦dnej x(t) ∈ [−A,A] dla t > 0 (jego g¦sto±¢ lub
dystrybuant¦) je»eli pocz¡tkowa faza ϕ ma rozkªad jednostajny na przedziale (−π, π). Dla jakich
x ∈ [−A,A] ta g¦sto±¢ jest maªa, a dla jakich du»a?

8. Zbada¢ kiedy zagadnienie pocz¡tkowe dla równania ró»niczkowego zwyczajnego

ẋ =
√
|x|+ x2

dla t > 0, x(0) = x0, x0 ∈ R, ma rozwi¡zanie jednoznaczne, a kiedy globalne w czasie (tzn. dla
wszystkich t > 0).

9. Niech π b¦dzie jednostajnie wybran¡ losow¡ permutacj¡ zbioru {1, 2, . . . , n}. Mówimy, »e
π(k) jest rekordem, je»eli π(k) > π(j) dla j = 1, . . . , k − 1.

(1) (2 pkt) Niech Ak oznacza zdarzenie {π(k) jest rekordem}. Oblicz P[Ak].
(2) (2 pkt) Udowodnij, »e zdarzenia A1, . . . , An s¡ niezale»ne.
(3) (2 pkt) Niech Xn oznacza liczb¦ rekordów. Oblicz EXn oraz VarXn.

W rozwi¡zaniu podpunktu (3) mo»na u»y¢ stwierdzenia z podpunktu (2) nawet, je±li si¦ go nie
udowodniªo.



10. Zmienne losowe X1, X2, ... s¡ niezale»ne i wszystkie maj¡ rozkªad jednostajny na przedziale
(0, 1). Zde�niujmy

T = inf{n : X1 + · · ·+Xn ≥ 1}.
(1) (3 pkt) Poka», »e T jest sko«czone prawie wsz¦dzie.
(2) (3 pkt) Wyznacz rozkªad T . (Wskazówka: oblicz P[T > k])

11. Niech X = µ + W , gdzie W ∼ N(0, 1). Ponadto, µ = γZ, gdzie W,Z i γ s¡ niezale»nymi
zmiennymi losowymi, Z ∼ N(0, σ2 = 2) a P (γ = 0) = 3/4 = 1− P (γ = 1).

(1) (1 pkt) Wyznacz warunkowe rozkªady X pod warunkiem γ = 0 i γ = 1.
(2) (1 pkt) Wyznacz P (µ = 0|X).
(3) (1 pkt) Hipoteza H0 : µ = 0 jest odrzucana gdy P (µ = 0|X) < 0.5. Wyznacz krytyczn¡

warto±¢ tego testu w terminach |X| (tzn. wyznacz najmniejsz¡ warto±¢ |X| dla której H0

jest odrzucana).
(4) (1 pkt) Wyznacz p-stwo pierwszego rodzaju dla tego testu, zadane wzorem

t1 = P (H0 odrzucona|H0 prawdziwa) .

(5) (1 pkt) Wyznacz p-stwo drugiego rodzaju dla tego testu, zadane wzorem

t2 = P (H0 przyj�eta|H0 faªszywa) .

(6) (1 pkt) Wyznacz warunkow¡ frakcj¦ faªszywych odkry¢, zadan¡ wzorem

pFDR = P (H0 prawdziwa|H0 odrzucona) .

12. Niech (X,Ω, µ) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Niech F b¦dzie pewn¡ rodzin¡ funkcji
mierzalnych z X w [0, 1]. Dla funkcji mierzalnych f, g : X → [0, 1] nierówno±¢ f ≤µ g b¦dzie
oznacza¢, »e f ≤ g prawie wsz¦dzie wzgl¦dem miary µ. Powiemy, »e funkcja mierzalna f : X →
[0, 1] jest istotnym supremum rodziny F , gdy g ≤µ f dla wszystkich g ∈ F oraz dla ka»dej funkcji
mierzalnej h : X → [0, 1], która speªnia g ≤µ h dla wszystkich g ∈ F , zachodzi f ≤µ h.

(1) (2pkt) Poda¢ przykªad rodziny F (dla pewnej przestrzeni probabilistycznej), której zwy-
kªe supremum nie jest istotnym supremum.

(2) (2pkt) Udowodni¢, »e je±li rodzina F jest przeliczalna, to zwykªe supremum tej rodziny
jest jej istotnym supremum.

(3) (2pkt) Udowodni¢, »e je±li rodzina F jest dobrze uporz¡dkowana przez ≤µ (tzn. (F ,≤µ)
jest dobrym porz¡dkiem), to jest ona przeliczalna.


