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OCENA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
MGR. LUKASZA PASZKOWSKIEGO
,, APROKSYMACJA ROZWIAZAN I OSZACOWANIA HIPERKONTRAKTYWNE
DLA MODELU EWOLUCJI DYSLOKACJI”

Zainteresowania naukowe mgr. Lukasza Paszkowskiego koncentruja sie wokoét za-
gadnien dotyczacych réwnan ewolucyjnych. W te tematyke badawczg wpisuje sie
przedstawiona przez niego rozprawa doktorska Aproksymacja rozwigzan i oszaco-
wania hiperkontraktywne dla modelu ewolucji dyslokacii.

Przedmiotem badan rozprawy sg pewne modele matematyczne nawigzujace do
zjawisk dyslokacji w krysztalach.
Zasadnicza czesé rozprawy poswiecona jest analizie dwéch modeli ewolucyjnych:
(i) zagadnienia Cauchy’ego dla nielokalnego réwnania nieliniowego
up = |ug|(—o — A%u), t >0, z €R,

z operatorem A% = (—56;22—)7, a € (0,2), zadanym przy pomocy transformacji

Fouriera jako
(Aew)(€) = [€]*D(€)
oraz
(ii) uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
dX
= - F(X
z warunkiem poczatkowym
Xbe 0=,

Q={X:|z; —z;] < V3-2v2i —j|}.

Drugi z przytoczonych modeli rozwazany jest z prawg strong postaci F(X) =
(Fi(X))iez, X = (Zi)icz, gdzie i-ta sktadowa

F(X) =) f(z; — z:,j —9)
i#i
1

gdzie



okreslona jest przy pomocy funkcji dwoch zmiennych postaci
z(y® — 2%)

flz,y) = o

W oparciu o twierdzenie Cauchy’ego-Lipchitza-Picarda pokazane jest istnienie jed-
noznacznych rozwigzan, ktére dla N-okresowych warunkéw poczatkowych
.7:? = z?+N, i € Z,
pozostaja N-okresowe dla ¢t > 0. Pokazana jest ponadto zbieznos¢ takich rozwigzan
do equilibrium; mianowicie
tll{go zi(t) =¢,
gdzie

c= ig:xo
N&

co znajduje takze odzwierciedlenie w przedstawionych przez Autora wynikach ob-
liczen numerycznych.

Bardziej obszerna czesé rozprawy zajmuje analiza pierwszego z przedstawionych
modeli. W rozwazaniach egzystencjalnych, ktére dotyczg tu réwnania dla pochod-
nej przestrzennej v =

'Ut+'3%(

z warunkiem poczatkowym

vl(c = V*'v) =0, t> 0, T€R,

v9 € L*(R) N L®(R)
o zerowej Sredniej
/ vodz = 0,
R
wykorzystywane jest réwnanie zregularyzowane
0 a—1
vt—svm+5;(|v|(a—v 'u) =0,1t>0, zeR.

W oparciu o zasade odwzorowan zwezajacych Banacha konstruuje sie rozwigzania
lokalne tego réwnania spekniajace formule Duhamela

t 9
o(t) = G(- et) xvo+ /0 5-G(e(t = 8)) * ([o(s) V> u(s)) ds
~ [ -GGt = 5) olols)) ds,
gdzie G jest jadrem Gaussa-Weierstrassa,
Gz, t)= (47rt)‘% exp (_Z_Z)’ t>0, zeR,

a warunki poczatkowe obierane sa w przestrzeni L*(R) N L®(R) gdy a € (0,1] lub
w przestrzeni L'(R) N W 1P(R), (o — 1)p > 1, gdy a € (1,2).
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Dla stosownych warunkéw poczatkowych oszacowania aprioryczne pozwalajg na
uzyskanie rozwigzan okreslonych dla wszystkich ¢ > 0. Z kolei zaadaptowanie kry-
terium zwartosci Rakotosona-Temama umozliwia przejécie do granicy gdy € — 0™
i otrzymanie w ten sposéb rozwigzania zagadnienia odpowiadajacego granicznej
wartosci parametru € = 0 tak, iz dla rozwazanej klasy funkcji gtadkich ¢ speiniona
jest rownoscé

T
/0 /R(—vcﬁt + |V g, — ofv|d.)dzdt — /R v (-, 0)dz = 0.

Uzyskane oszacowania rozwiazania sg oszacowaniami typu LP(R) — LP(R) oraz
L'Y(R) — LP(R) i wynikaja z zastosowania naturalnej dla réwnan drugiego rzedu
techniki Mosera-Alikakosa. W szczegdlnosci otrzymane jest ten sposob, iz

__1-(1_.1) 'iﬂ_ﬁj
lo@)llp < Cpat™ =TV 2/ |lwol|{*7, £ >0,
dla dowolnego p € [1, 00].
W przypadku gdy a = 2, to jest dla réwnania
U = |ug|(Uzz — 0), >0, z €R,
pokazane jest nastepnie kryterium poréwnawcze dotyczace lepkosciowych pod- i
nadrozwigzan, ktére jest wykorzystane przy badaniu rozwigzan samopodobnych.
Istnienie tego typu rozwigzan postaci
1 T
P L N ORI Ao
Trore &) €= Gy

pokazane jest w przypadku (o, 8) = (0,3). Z kolei w przypadku o = —1 uzyskane
rozwigzanie prawie wszedzie postaci

u(l" t) = (T e t)Q(I)(f), §=

nie jest rozwigzaniem lepkosciowym.

Badania takich specjalnych rozwigzan dotycza czeSciowo takze sytuacji a #
2, w ktérej poszukiwanej postaci rozwigzanie samopodobne moze nie istnie¢, co
pokazane jest w przypadku (o, 8, a) = (0, 3,1).

Wspomniane kryterium poréwnawcze wykorzystywane jest dalej przy badaniu
wlasnoéci zamierania rozwigzania, kiedy to nietrywialne rozwigzanie zanika w skon-
czonym czasie tak, iz

ulze i) =

z

T-1

u(T,-)=0.
Ta specyficznie nieliniowa wlasno$¢, zauwazona jeszcze przez A. S. Kalashnikowa,
zostala pokazana dla @ = 2 w pewnej klasie warunkéw poczatkowych wug, ktore
lezg miedzy rozpatrywanymi w chwili £ = 0 pod- i nadrozwigzaniem rozwazane-
go problemu. Czas zamierania rozwigzania zostal przy tym oszacowany takze w
obliczeniach numerycznych, przedstawionych dla przykladowego warunku poczat-
kowego

uo(z) = ~5(1 - 212
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Badanie obydwu modeli ewolucyjnych jest dobrze umotywowane fizycznie i wy-
maga zaawansowanego aparatu analizy. Czyni to podejmowang problematyke in-
teresujaca, a poparte erudycja Autora przeklada sie na wysoki poziom naukowy
rozprawy. Dodatkowym atutem jest przy tym umiejetno$¢ wykonywania przez Au-
tora eksperymentéw numerycznych, co znajduje swoje odzwierciedlenie w analizie
kazdego z modeli.

Rozwazane zagadnienia cechuje znaczna skala trudnoéci. Widoczne jest to w wie-
lu fragmentach rozprawy. Jako przyklad mozna tu wymieni¢ oszacowania kontrak-
tywne, w ktérych tkwi pewna techniczna wirtuozeria. Z jednej strony wymagaja
one bowiem zrecznego powigzania szeregu nierownosci; typu Nasha, Nirenberga-
Gagliardo, Kato, Varopoulosa, a z drugiej subtelnego, rekurencyjnego taczenia uzy-
skiwanych oszacowan, ktére wspélnie przekladajg sie na uzyskany efekt hiper- i
ultrakontraktywnosci nieliniowej pétgrupy globalnych rozwigzan.

Spogladajac na skale trudnosci badanych probleméw uzyskanie w rozprawie cie-
kawych wynikéw $wiadczy o talencie oraz bardzo dobrym wyksztalceniu matema-
tycznym Autora. Przekonuje tez o jego zdolnosci do samodzielnego prowadzenia
badan naukowych.

Jednoznacznie stwierdzam spelnienie wymogéw ustawowych i wnioskuje o do-
puszczenie mgr. L. Paszkowskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Rozprawe mgr. L. Paszkowskiego uwazam za wyrdzniajacg sie poziomem nauko-
wym.
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