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Rozprawa doktorska mgr. Lukasza Garncarka poswiecona jest badaniu
nieprzywiedInosci reprezentacji (quasi)-regularnych dowolnej nieelementarne;
(réznej od skonczonego rozszerzenia grupy cyklicznej) grupy hiperboliczne;j
I na swoim brzegu 8T, tzn. reprezentacji zadanej wzorem:

1) "(g)(f) = fog™ (d§7“)/

gdzie f € L?(0T, u), p zas jest odpowiednig miarsg Hausdorffa stowarzyszona
z metryka hiperboliczna (tzw. miarg Pattersona-Sullivana, dla skrétu, bede
dalej pisal o miarach PS). Poniewaz miary Hausdorffa, ktére sie tu pojawiaja
zaleza od metryk, co wiecej, dla réznych metryk, moga by¢ one wzajemnie
osobliwe, prowadzi to do kolejnego (po nieprzywiedlnosci) zagadnienia rozwa-
zanego w rozprawie, a mianowicie rozstrzygniecia, kiedy takie reprezentacje
moga by¢ réwnowazne.

Przypomnijmy, ze zagadnienie nieprzywiedlnogci reprezentacji Koopma-
na, tzn. reprezentacji wyznaczonych przez zachowujace miare dziatania punk-
towe grup g — T, na przestrzeniach probabilistycznych (X, B, 1) (we wzo-
rze (1)) pochodna Radona-Nikodyma jest 1) jest bardzo klasyczna czescig



teorii ergodycznej (teoria spektralna ukladéw dynamicznych). Oczywiscie
ogoélniejszg sytuacja jest rozpatrywanie tzw. niesingularnych dzialan grup,
wtedy obraz g,u = (T,).u miary p poprzez T, jest réwnowazny z miarg y -
taka wtasnie jest sytuacja w rozprawie - gdy rozpatrujemy reprezentacje (uni-
tarne) zadane wzorem (1). Oczywiscie, jeéli grupa T jest zbyt ,porzadna”,
np. Z, czy R, a ogélniej, gdy grupa I jest typu I (tzn. na zbiorze I klas réw-
nowaznos$ci reprezentacji nieprzywiedlnych istnieje naturalna struktura bo-
relowska), zagadnienie nieprzywiedlnoéci stowarzyszonych reprezentacji nie
jest zagadnieniem interesujagcym: kazda taka reprezentacja z dokladnoscig
do krotnosci jest wyznaczona przez klase réwnowaznoéci pewnej miary na T,
a kazda miara na T’ wyznacza reprezentacje - stad po prostu nie ma nietry-
wialnych reprezentacji nieprzywiedlnych.

Sytuacja oczywidcie si¢ zmienia, gdy rozpatrujemy przypadek grup réz-
nych od typu I. (Rozpatrywane w rozprawie (nieelementarne) grupy hiper-
boliczne nie s3 typu I.) Konstrukcje brzegu takiej grupy i stowarzyszonych
miar quasi-konforemnych (patrz ponizej), o ktérych wiedziano, ze w pew-
nych sytuacjach prowadza do reprezentacji nieprzywiedlnych, doprowadzity
niedawno Badera i Muchnika do ogélnego pytania, czy dla wszystkich grup
lokalnie zwartych i miary probabilistycznej (spelniajacej pewien dodatko-
wy warunek na noénik) stowarzyszona reprezentacja quasi-regularna (1) jest
nieprzywiedlna. Rozprawa doktorska L. Garncarka stanowi w mojej
ocenie istotny postep w tej problematyce.

W rozprawie rozpatruje si¢ grupy I' skoniczenie generowane. Jedli S jest
skoriczonym generatorem grupy I', to na grafie Cayleya Cay (T, S) (krawedzie
{9, 9s} sa pomiedzy wierzcholkami g i gs) rozpatruje sie naturalng metryke
stéw ds. Zauwazmy ponadto, ze dziatanie I" na Cay(T", S) poprzez lewostron-
ne translacje jest izometryczne. Méwimy, ze I' jest hiperboliczna, gdy dla
wszystkich skoficzonych (réwnowaznie, jednego S) zbioréw generujacych S,
Cay(T', S) z metryks stéw jest przestrzenig hiperboliczng, tzn. spelnia waru-
nek
(2) (x,y) > min{(x7z)a(zay)} "’67

gdzie (z,y) oznacza produkt Gromowa dla metryki d. Nastepnie brzegiem oI'
grupy I' nazywamy brzeg dowolnego grafu Cay(T', S), tzn. klasy réwnowazno-
sci promieni geodezyjnych, powiedzmy startujacych z elementu neutralnego
l¢ (sa to wiec promienie geodezyjne, ktére sg ,réwnolegle”, w sensie takim,
ze d(71(t),72(t)) < C). Poniewaz I dziala na grafie Cayleya w sposob izome-
tryczny, wiec I' zachowuje réwnowaznos$é promieni geodezyjnych i stad mamy
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dzialanie grupy I' na przestrzeni O'. W koficu zauwazmy, ze na brzegu oI
mamy naturalng metryke (tzw. wizualng) d, spelniajaca warunek

de(€,m) = e~*C"

(e > 0 trzeba wzigé¢ dostatecznie male, aby otrzymaé nier6wnos¢ trojkata),
gdzie
(&mn) = sup liminf(y(t),72(t))

g=mln=h2] 7

jest produktem Gromowa na brzegu.

Powyzsze rozwazania mozna przeprowadzi¢ w szerszej klasie metryk d na
I'. A mianowicie, w rozprawie rozpatruje si¢ metryki d € D(I"), tzn. metryki
spelniajace nastepujace warunki:

e d jest hiperboliczna, tzn. speinia (2) (zamiast geodezyjnych rozwaza sig
tzw. szorstkie geodezyjne, tzn. v : I — T, |d(y(s),v(t))—|s—t|| < C, dla
ktérych odpowiednia réwnowazno$é w polaczeniu z warunkiem ponizej,
prowadzi do tego samego brzegu OI' (co dla metryk stownych) i metryki
wizualnej na 0I),

e d jest quasi-izometryczna z ds (ten warunek zapewnia istnienie wystar-
czajaco wielu szorstkich geodezyjnych),

e d jest lewostronnie niezmiennicza (wéwczas I' dziala na grafie Cayleya
przez izometrie i zachowuje relacje asymptotycznosci szorstkich pro-
mieni geodezyjnych, a zatem daje naturalne dziatanie I' na OI').

Z kazda z tak otrzymanych metryk wizualnych mozna stowarzyszy¢ naturalng
miare konforemng u (tzw. miare PS), ktérych teoria zostata zapoczatkowana
niedawno praca Blachere’a, Haissinsky’ego i Matthieu (2011). Dziatanie gru-
py I na przestrzeni (0T, ) jest niesingularne, w istocie rzeczy mamy nawet
warunek quasi-konforemnosci

dg.
(3) gﬂ“ (€) < w2991l dla ¢ € oT,

gdzie (g,€) jest produktem Gromowa ((g,€) = suppy—¢ liminf; . (7(t),9)), a
|g| jest odlegloscia g od 1. Z quasi-konforemnosci wynika, ze u(B(&, 1)) =< P
(dla pewnego D = D(w) > 0) i zatem p bedzie réwnowazna mierze Haus-
dorffa (z wykladnikiem D). Ponadto wiadomo, ze jesli v jest miarg na brzegu
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spetniajaca warunek (3), to v = p (a nawet d—: =< 1). Wynika stad, ze miara
absolutnie ciggta wzgledem miary Pattersona-Sullivana niewiele zmieniajaca
pochodna Radona-Nikodyma dziatania grupy G musi byé réwnowazna z W
Stad natychmiast otrzymujemy ergodycznoéé miar PS (rzeczywiécie, wystar-
czy rozpatrze¢ obcigcie miary PS do hipotetycznego podzbioru niezmienni-
czego).

Gléwnym rezultatem rozprawy jest istotne wzmocnienie wlasnogci ergo-
dycznosci, a mianowicie gtebokie Theorem 3.5.2 orzekajace, ze dla kazdej
metryki d € D(T") stowarzyszona reprezentacja quasi-regularna ( 1) jest nie-
przywiedlna. Idea dowodu polega na ,dodatniej” aproksymowalnosci (patrz
ponizej) operatoréw Ty, K € L*=((0r)?, u® p), na L3(4T, ) zadanych (sta-
bo) wzorem

(Tkf,9) = ory | DIV K (@, y) du(z)du(y).
Gleboki (i zaskakujacy) rezultat zostat zawarty w Proposition 3.4.4, ktére
stwierdza, ze wszystkie operatory Tx z jadrem K > 0 leza w dodatnim
stozku PC(7) wyznaczonym przez 7(g), g €T, tzn.

Tx € clos ({Z a;m(9:); g €T, > O}) )

Jesli juz ma sig Proposition 3.4.4, to dowdd gléwnego rezultatu przebiega wg
schematu standardowego, a mianowicie, wéwczas wszystkie operatory Tk na-
leza do algebry von Neumanna reprezentacji 7, a poniewaz operatéw postaci
Tk jest ,zbyt wiele”, wiec generuja one caly algebre B(L?(dT, i) operatoréw
liniowych i ograniczonych na L*(8T, u). Stad algebra von Neumanna gene-
rowana przez {7(g); g € I'} jest réwna B(L*(T, p)), a wiec reprezentacja 7
Jjest nieprzywiedlna.

Z kolei dowéd Proposition 3.4.4 wymagal pomocniczych rezultatéow, ktére
dla recenzenta sa zaréwno zaskakujace, jak i charakteryujace sie niezwykla
matematyczng elegancja. Pierwszy z tych rezultatéw pomocniczych, to roz-
szerzenie klasycznego lematu o cieniu rzucanym przez elementy w pierscieniu
kotowym na brzeg (g +— § € T ) na tzw. lemat o podwdjnym cieniu, ktéry w
zasadzie sprowadza sie do tego, ze pary (g, g/“\l) sg rownomiernie rozlozone w
kwadracie kartezjanskim OI' x T (zdumiewajacy rezultat). Drugim za$ re-
zultatem jest Lemma 3.3.4, tzw. lemat o skracaniu stéw, dajacy w przypadku
(nieelementarnych) grup hiperbolicznych uniwersalng stata, o ktéra mozemy
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modyfikowaé stowo g € ' w reprezentacji literowej zadanej przez zbiér gene-
ratoréw S, zapobiegajaca skracaniu stéw gh, przy dowolnym h € T (kolejny
zdumiewajacy rezultat, ktéry wydaje si¢ jasny Jedynie w przypadku grup
wolnych).

Poniewaz miary PS pochodzace od réznych metryk mogg by¢ wzajemnie
osobliwe, naturalnym Jest pytanie, kiedy pochodzace od tych miar reprezen-
tacje quasi-regularne sg réwnowazne. Drugi najwazniejszy rezultat rozprawy,
Theorem 3.6.5, w zasadzie orzeka, ze te reprezentacje sg réwnowazne wtedy i
tylko wtedy, gdy miary PS sg réwnowazne (dorzucajac réwnowazny warunek
geometryczny na szorstkie podobiefistwo metryk). Réwnowaznosé tych wa-
runkéw zachodzi przy podwéjnej ergodycznosci miar Pattersona-Sullivana,
tzn. ergodycznosci dziatania I' 5 9 (9,9) €T xT dla miary pu ® u (dla
dziatan niesingularnych, w przeciwienstwie do klasycznej teorii ergodycznej,
nie ma zadnych warunkéw wymuszjacych ergodycznosé dziatan diagonalnych
wyzszego rzedu z ergodycznosci takich dziatan rzedu nizszego). Status re-
zultatu o podwdjnej ergodycznosci miar PS zaanonsowanego przed ponad
rokiem przez Badera i Furmana pozostaje niejasny (doktorant znalazt luki
W pierwszej wersji dowodu Badera i Furmana). Niemniej twierdzenie pana
Garncarka stosuje si¢ np. w sytuacji grup typu CAT(-1), a najprawdopodob-
niej w sytuacji bardzo ogolnej. Maly peretka w dowodzie Theorem 3.6.5 jest
fakt, ze pomimo tego, ze niesingularne dziatanie grupy I' na brzegu jest typu
I11, dziatanie diagonalne grupy I na ((9I')?, u®p) jest typu /1, tzn. posiada
nieskonczong miare niezmienniczg, réwnowazna z miara # @ p (nie jest dla
recenzenta jasne, czy tego typu zjawisko jest w ogéle mozliwe w przypadku
dzialan grup np. abelowych). Dzieki zalozeniu podwdjnej ergodycznosci ta
(ergodyczna) miara niezmiennicza bedzie Jedyna, (standardowa), co odgrywa
wazng role w dowodzie Theorem 3.6.5.

Przedstawiona rozprawa doktorska jest na bardzo wysokim poziomie na-
ukowym, a uzyskane wyniki sg na poziomie swiatowym. Na podkreslenie za-
stuguje tez ogromna erudycja matematyczna mgr. £.. Garncarka. Uwazam, ze
ze wzgledu na wysoka wartogé naukowa osiggnietych wynikéw recenzowana
rozprawa doktorska w pelni zastuguje na wysokie wyrdznienie.

Konkluzja: Uwazam, ze przedktadana rozprawa doktorska spetnia wszyst-
kie wymogi ustawowe i zwyczajowe potrzebne do uzyskania stopnia nauko-
wego doktora nauk matematycznych. Wnosze zatem o dopuszzenie.mgr.
bLukasza Garncarka do dalszych etapéw przewodu doktorski




