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Informacje wstepne

Rozprawa doktorska mgr Agnieszki Hejny liczy okolo 220 stron i jest napisana w jezyku
angielskim. Dysertacji towarzyszy streszczenie opisujace wyniki rozprawy, ktére zostalo
przygotowane w dwbch wersjach jezykowych: polskiej i angielskiej.

Rozprawa podzielona jest na 14 rozdzialéw, z ktérych pierwszy ma charakter wstepny.
Kolejne rozdzialy sa zgrupowane w 4 zasadnicze czeSci tematyczne. Zawierajg one rezultaty
otrzymane przez doktorantke i sg oparte na nastepujacych pracach matematycznych.

[P1] J. Dziubanski, A. Hejna, Hormander’s multiplier theorem for the Dunkl transform,
J. Funct. Anal. 277 (2019), 2133-2159.

[P2] J. Dziubanski, A. Hejna, On semigroups generated by sums of even powers of
Dunkl operators, preprint 2019. arXiv:1905.07344

[P3] J. Dziubanski, A. Hejna, Singular integrals in the rational Dunkl setting, preprint
2019. arXiv:1910.06433

[P4] J. Dziubanski, A. Hejna, Remark on atomic decompositions for the Hardy space
H?' in the rational Dunkl setting, Studia Math. 251 (2020), 89-110.

[P5] J. Dziubanski, A. Hejna, Upper and lower bounds for Littlewood-Paley square func-
tions in the Dunkl setting, Studia Math. (przyjeta do druku).

[P6] A. Hejna, Hardy spaces for the Dunkl harmonic oscillator, Math. Nachr. 293
(2020), 2112-2139.

[P7] A. Hejna, Schriodinger operators with reverse Hoélder class potentials in the Dunkl
setting and their Hardy spaces, preprint 2019. arXiv:1912.11352

[P8] A. Hejna, Behavior of eigenvalues of certain Schrédinger operators in the rational
Dunkl setting, preprint 2020. arXiv:2004.10124

Jak widaé, prace [P1,P4,P6] zostaly juz opublikowane w bardzo dobrych periodykach ma-
tematycznych, natomiast praca [P5] zostala przyjeta do druku. Pozostate zostaty zgtoszone
do druku i oczekuja na decyzje redakcji.

Prace [P1-P5] sa wspélne, w kazdej z nich jako wspétautor wystepuje promotor. Z za-
laczonego szczegbtowego o$wiadczenia prof. Jacka Dziubanskiego wynika, ze wkiad dokto-
rantki w powstanie tych prac w kazdym przypadku byl bardzo znaczacy, oceniany ogdlnie
przez prof. Dziubafiskiego na co najmniej 50%. Z oéwiadczenia dowiadujemy si¢ réwniez, iz
charakter tej wspélpracy w naturalny, wrecz modelowy, sposéb ewoluowal z relacji dokto-
rant/promotor do wspélpracy na réwnorzednych zasadach. Ponadto doktorantka posiada
samodzielny wktad w istotne fragmenty/wyniki rzeczonych prac wspdlnych, a jej udzial
w caloéci prac dotyczy réwniez najwyzszej warstwy ideowej.



Zarys tematyki

Rozprawa dotyczy pewnych zagadnief analizy harmonicznej i teorii przestrzeni Har-
dy’ego w sytuacji dunklowskiej. Kontekst ten jest dobrze umotywowanym rozszerzeniem
klasycznej sytuacji euklidesowej. Jego geneza sigga przelomu lat osiemdziesiatych i dzie-
wieédziesigtych ubieglego wieku i serii fundamentalnych prac Charlesa Dunkla, w ktérych
wprowadzil on i badal system komutujacych operatoréw rézniczkowo-réznicowych wyzna-
czonych przez (skoficzong) grupg odbi¢ w R™ i tzw. funkcje krotnosci. Operatory Dunkla
byly punktem wyjscia do zdefiniowania i badania rozmaitych obiektéw z nimi stowarzyszo-
nych, w szczegdlnosci laplasjanu Dunkla i transformaty Dunkla. W przypadku trywialnej
funkcji krotnosci (a wiec de facto przy braku ingerencji odbi¢) wspomniane powyzej obiekty
redukuja sie do standardowych pochodnych kierunkowych/czastkowych, klasycznego lapla-
sjanu i transformaty Fouriera, odpowiednio. Analogiczna redukcja ma miejsce w przypadku
translacji dunklowskich i splotu dunklowskiego. Tak wiec kontekst dunklowski uogélnia sy-
tuacje klasyczna i naturalnym zadaniem poznawczym (a posteriori wspartym przez dalsze
solidne motywacje) jest definiowanie i badanie odpowiednikéw innych klasycznych obiek-
téw analitycznych (abstrahujac od aspektéw algebraicznych teorii, ktérych studiowanie jest
réwniez waznym nurtem). Ten program byt realizowany przez wielu autoréw na przestrzeni
ubieglych dekad, a wzmozong intensywnos¢ tych dzialah mozna obserwowaé w ostatnich
latach. Jakkolwiek, pomimo wysitkéw i sporego naktadu pracy badaczy, obecny rozwdj
analizy dunklowskiej trudno uznaé za satysfakcjonujacy.

U podstaw takiego stanu rzeczy leza zasadnicze trudnoéci generowane przez ogdélnosc
kontekstu (dowolnoéé stowarzyszonej grupy odbié) oraz analityczna niejawnoéé i struktural-
ng zlozonosé podstawowych obiektéw, a takze nielokalno$é operatoréw/laplasjanu Dunkla.
Ponadto pojawiaja si¢ rozmaite efekty niezgodne z intuicjami czerpanymi z analizy euklide-
sowej, przyktadowo brak odpowiednika formuty Leibniza czy fakt, ze translacje dunklowskie
nie tworzg grupy. W konsekwencji klasyczne rozumowania na 0g6! nie przenoszg si¢ na przy-
padek dunklowski, a niektérych kluczowych obiektéw wrecz nie mozna zdefiniowaé poprzez
bezposrednia analogie. Co wiecej, w analizie dunklowskiej mamy do czynienia ze swoiste-
go rodzaju stagnacja powodowana wieloletnia niemoznoécig rozstrzygniecia kilku trudnych
kwestii, newralgicznych dla dalszego rozwoju teorii, przede wszystkim:

(K1) brak wiedzy o (jednostajnej) LP-ograniczonoéci, p # 2, translacji dunklowskich
(w konsekwencji m.in. brak wiedzy o fundamentalnych wlasnosciach splotu dun-
klowskiego),

(K2) brak wystarczajaco precyzyjnego opisu zachowania jadra ciepta Dunkla, tzn. jadra
calkowego pélgrupy operatoréw generowanej przez laplasjan Dunkla.

Sa to obecnie dwa najistotniejsze, jak si¢ wydaje, problemy otwarte w analitycznej teorii
Dunkla.

Wyniki rozprawy

Dysertacja powstata w drodze realizacji dobrze umotywowanego i zaplanowanego, roz-
leglego planu zaawansowanych badah naukowych. Ze wzgledu na bogactwo wynikéw trudno
w tym miejscu podaé zwigzly opis otrzymanych rezultatéw, poprzestang zatem na lapidar-
nym przegladzie. Dokladniejsze opisy, wraz z motywacjami i ttem literaturowym, sa podane
w streszczeniu rozprawy i rozdziale wprowadzajacym.

W Czesci 11 rozprawy badane sg fundamentalne operatory analizy harmonicznej w kon-
tekécie dunklowskim: funkcje maksymalne, operatory mnoznikowe, calki singularne typu
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splotowego i funkcje kwadratowe typu Littlewooda-Paley’a. Gléwne wyniki dotycza za-
chowania tych operatoréw na przestrzeniach LP. Ponadto badane sa pélgrupy operatoréw
generowane przez parzyste potegi laplasjanu Dunkla, gdzie otrzymuje sie oszacowania gorne
stowarzyszonych jader splotowych i catkowych.

Czesé IIT dotyczy przestrzeni Hardy’ego H! w sytuacji dunklowskiej. Podane s m.in.
nowe charakteryzacje tych przestrzeni, bada si¢ réwniez zachowanie operatoréw mnozniko-
wych na nich. Ponadto definiuje sig¢ i charakteryzuje lokalne przestrzenie Hardy’ego w sensie
Goldberga.

W Czesci IV rozwijana jest teoria zwiazana z operatorami Dunkla-Schrédingera. Wéréd
gtéwnych wynikéw nalezy tu wymienié¢ oszacowania dotyczace roztozenia wartosci wlasnych
operatora Dunkla-Schrodingera oraz charakteryzacje przestrzeni Hardy’ego H ! zwiazanych
z takim operatorem.

W celu uzyskania tych wszystkich rezultatéw doktorantka buduje caly aparat dowo-
dowy i zbiér narzedzi, ktére maja duzo szersze znaczenie i w moim odczuciu s sendem
i gléwnym osiggnieciem dysertacji. Temu poswiecona jest Cze$é I rozprawy i pewne frag-
menty pozostalych czeéci. Najwazniejsze z oryginalnych wynikéw dysertacji w tym zakresie
sg nastepujace.

(A) Oszacowania i lematy zwigzane z translacjami/splotami dunklowskimi.

(B) Istotne wzmocnienie znanych uprzednio oszacowan dunklowskiego jadra ciepta
o dodatkowy czynnik malejacy.

(C) Sformutowanie i udowodnienie nieréwnoéci typu Feffermana-Phonga w sytuacji

dunklowskiej.

Uzyskanie (A)—(C) otworzylo szerokie pole badaf i zaowocowato mnogosécia rezultatow, za-
réwno zupelnie nowych, jak i wzmocnien /rozszerzen juz istniejacych w literaturze. To ostat-
nie stwierdzenie dotyczy szczegdlnie zasadniczego zlamania restrykcji radialnosci (ewentu-
alnie niezmienniczo$ci na odbicia) w niektdrych wynikach znanych wczedniej. Zauwazmy
ponadto, ze (A) jest efektywna prébg przezwyciezenia niedogodnosci zwigzanych z nieroz-
strzygnieta kwestig (K1), natomiast (B) stanowi wazny krok w kierunku rozwigzania (K2)
i uzyskania ostatecznych optymalnych szacowan dunklowskiego jadra ciepta. Z kolei (C)
jest fundamentalne dla rozwoju analizy operatoréw Dunkla-Schrodingera.

Nalezy podkreslié, ze wiele, jedli nie wiekszo$¢, rozumowan dowodowych w rozprawie
ma skomplikowany techniczny charakter, ktérych przeprowadzenie jest wysoce niebanalne.
Bardzo dobrg strategiczng ideg okazalo sie spojrzenie na podjeta problematyke z perspek-
tywy analizy na przestrzeniach typu jednorodnego, w tym wykorzystanie technik pocho-
dzacych z teorii operatoréw Calderéna-Zygmunda. Wreszcie warto wspomnie¢, ze istotnym
srédtem inspiracji, byé moze nawet w jakim$ sensie punktem wyjscia, do programu badan
podjetych w dysertacji, byta obszerna praca doktorantki wspdlna z J.-Ph. Ankerem i pro-
motorem [Harmonic functions, conjugate harmonic functions and the Hardy space H 1in
the rational Dunkl setting, J. Fourier Anal. Appl. 25 (2019), 2356-2418], co w szczegdlnosci
pokazuje, ze wktad mgr Hejny do analizy dunklowskiej jest jeszcze szerszy niz ramy jej
monumentalnej rozprawy.

Ocena

Dysertacja mgr Agnieszki Hejny ma zdecydowanie charakter pracy badawczej zawiera-
jacej wyniki oryginalne i warto$ciowe. Sa one dobrze umotywowane, w szczegdlnosci solidnie
umocowane w istniejacej literaturze, tworza spdjng cato$é oraz wpisuja sie w tematyke ba-
dan podejmowanych wczeéniej i aktualnie w wielu o$rodkach naukowych. Wiekszo$¢ rezul-
tatéw rozprawy zostala juz opublikowana w renomowanych czasopismach matematycznych.
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Pod wzgledem redakcyjnym i strukturalnym dysertacja prezentuje si¢ bardzo dobrze.
Rezultaty formutowane sa przejrzyscie a dowody prowadzone z nalezyta dbaloscig o detale,
w sposéb przyjazny dla czytelnika. Redakcja dysertacjit stoi na wysokim poziomie, co
znamionuje wysoka kulture matematyczng doktorantki.

Nie ulega watpliwosci, iz doktorantka posiada szeroka wiedzg z zakresu tematyki roz-
prawy oraz $wietne rozeznanie literaturowe (bibliografia w rozprawie liczy grubo ponad 100
pozycji). Opanowala warsztat subtelnych narzedzi anlitycznych i z powodzeniem go stosuje,
wykazujac sie przy tym sporg doza pomystowoéci. Potrafi operowaé trudnymi technikami
czy delikatnymi argumentami. Posiadla glebokie zrozumienie problematyki podejmowane;j
w dysertacji i samodzielno§é badawczg, mozna zaryzykowaé stwierdzenie, ze obecnie jest
juz ekspertem w analizie dunklowskie;.

Imponujace sa mnogoéé, czy wrecz panoramiczno$é rezultatéw, a co za tym idzie nie-
standardowa objetoéé rozprawy przewyzszajaca 200 stron. Co najbardziej istotne, rozprawa
stanowi innowacyjny, bardzo znaczacy wklad w rozwéj analizy dunklowskiej. Przypomnij-
my, ze jest to tematyka doznajaca zastoju (pomimo wysitkéw doswiadczonych badaczy),
w ktérej aktualnie niezwykle trudno dokonaé istotnych postepéw. Mgr Agnieszce Hejnie sig
to udaje, w dodatku na niebagatelna skale! W szczeg6lnoéci przezwycigza trudnosci zwig-
zane z nierozstrzygnietymi kwestiami (K1) i (K2), wykonujac jednoczesnie istotny krok
w kierunku ich rozwiazania. W tym sensie dysertacja mgr Hejny jest przetomowa, stanowi
znaczacy progres zaréwno w sensie iloéciowym jak i jakosciowym. Mysle, Ze jej waga nauko-
wa bardziej odpowiada wymogom stawianym osiggnieciom habilitacyjnym niz rozprawom
doktorskim.

Podsumowanie

Recenzowana rozprawa doktorska jest wybitna. Wnosi istotny nowatorski wkiad do roz-
woju analizy dunklowskiej. Badane zagadnienia wymagaja zaawansowanej wiedzy, wysoce
zlozonej analizy i pokonania powaznych trudnosci. Dysertacja reprezentuje zdecydowanie
ponadprzecigtny poziom i z ogromnym naddatkiem spetnia wszelkie wymagania ustawowe
i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim w dyscyplinie Matematyka. W tej sytuacji
wnosze oczywiécie o uznanie rozprawy za wyrézniajaca. Stwierdzam ponadto, ze rozwa-
zanie dysertacji mgr Agnieszki Hejny w kategoriach najwyzszych nagréd, w tym Nagrody
Prezesa Rady Ministréw za rozprawe doktorska, mialoby pelne uzasadnienie.

<

Prof. dr hab. Adam Nowak
Instytut Matematyczny
Polskiej Akademii Nauk

1 Tekst rozprawy jest od strony merytorycznej w pelni zrozumialy, jakkolwiek recenzent, nie bedac
ekspertem jezykowym, pomija ocene strony lingwistycznej.
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