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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Michala Kosa zatytulowanej
,Jdentyfikacja istotnych predyktoréw w duzych bazach danych. Wtasnosci
teoretyczne i zastosowania praktyczne”

1. Opis problematyki i wynikéw rozprawy. Rozprawa doktorska magistra Michata Kosa,
napisana pod kierunkiem dr hab. Malgorzaty Bogdan, liczy 102 strony i skiada si¢ ze wstepu,
trzech rozdzialow, krotkiego podsumowania oraz bibliografii obejmujacej 20 pozycji. W dyser-
tacji przedstawione zostaly wyniki badan dotyczacych zagadnienl zwigzanych z wykorzystaniem
procedury SLOPFE w problemach wielokrotnego testowania.

W wielu waznych zagadnieniach wnioskowania statystycznego pojawia si¢ problem, ktory w
literaturze anglojezycznej okreslany jest mianem high dimensional data. Ten termin oznacza, ze
liczba badanych cech, albo liczba estymowanych parametréw, jest znacznie wieksza od rozmiaru
analizowanej proby, tzn. p > n. Taka sytuacja wystepuje na przyktad wtedy, gdy konstruuje
sie model regresji liniowej, by za jego pomoca wyznaczy¢ geny majace wpltyw na pewng ceche
ilosciows. Potencjalnych regresoréw (genow) sg wowczas tysiace, a liczba obserwacji (pacjen-
tow) rzadko kiedy przekracza sto. Klasyczne podejscie, polegajace na obliczeniu estymatora
najmniejszych kwadratow, nie jest dobrym rozwiazaniem. Estymator zachowuje si¢ niestabilnie
i nie jest wyznaczony jednoznacznie. Na dodatek, wiekszo$¢ jego wspoirzednych jest niezerowa,
co utrudnia prawidlows interpretacje modelu, gdyz zawiera on zbyt duzo zmiennych obja-
éniajacych. Podobny problem pojawia sie takze i wtedy, gdy za pomocsg regresji logistyczne]
tworzy sie model opisujgcy wpltyw wielu zmiennych objasniajacych na dychotomiczng zmienng
objagniang. W ostatnich dwudziestu lat zaproponowano wiele nowych metod wnioskowania
statystycznego, ktére mozna z powodzeniem wykorzystywaé takze i wtedy, gdy p > n. Wérod
nich bardzo istotng role odgrywaja metody reqularyzacji. Najpopularniejszg z nich jest Lasso
[Tibshirani (1996)]. Na uwage zastuguja takze Elastic net [Zou and Hastie (2005)] i Dantzig
selector [Candes and Tao (2007)]. Niezwykle wazna modyfikacja Lasso jest SLOPE [Bogdan,
Berg, Sabatti, Su and Candes (2015)].

W pierwszych dwoch rozdziatach rozprawy autor przedstawil najwazniejsze pojecia doty-
czace tematyki dysertacji i podat kilka znanych wynikéw, wykorzystywanych w kolejnych cze-
$ciach pracy. Omoéwil miedzy innymi problemy pojawiajace sie przy analizie high dimensional
data i pokrotce opisal metode Lasso. Przypomnial podstawowe pojecia zwigzane z zagadnie-
niem wielokrotnego testowania, na przyktad family-wise error rate (FWER) i false discovery
rate (FDR). Nastepnie przytoczyt twierdzenia opisujace witasnosci kilku procedur wielokrot-
nego testowania, w szczegélnosci procedury Benjaminiego-Hochberga. Zdefiniowal takze me-
tode SLOPE, opisal jej wlasnosci i zacytowal dwa wazne rezultaty dotyczgce wykorzystania tej
metody we wnioskowaniu o nieznanym wektorze 3 w modelu regresji liniowe;

Y = X8 +-¢, (1)



w ktorym macierz eksperymentu X ma wymiar n X p, a wektor bledow e 2 N0 L.

Najwazniejsza cze$¢ rozprawy jest zawarta w Rozdziale 3. Autor opisal w nim uzyskane
przez siebie wyniki teoretyczne dotyczace wykorzystania procedury SLOPE do kontroli FDR w
modelach regresji liniowej oraz logistyczne;.

W pracy opublikowanej w 2015 roku Bogdan, Berg, Sabatti, Su i Candes zaproponowali,
by w modelu regresji hmoweJ (1) estymowaé nieznany wektor (3 za pomocy reguly decyzyjnej

ﬁSLOPE = (,81 Bay ». Bp) zdefiniowanej wzorem

l(,@)+2/\i|ﬁ|(i)] ) (2)

gdzie Ay > Ay > ... > A\, > 0 jest ustalonym ciggiem liczbowym, |,3|(1) Z |5\(2) . > |ﬂ|
to uporzadkowane nierosnaco moduly wspétrzednych wektora B = (81, Ba, . . ., Bp) (3=
;Y — X B||*>. Zaproponowali takze, by w problemie wielokrotnego testowania

Hy;:B;=0vsHi;:8;#0, j=12,...,p, (3)

Bsropr = argmin
BERP

uzy¢ procedury SLOPE, ktéra odrzuca hipoteze Hy; <= Bj # 0 i1 udowodnili, ze przy
odpowiednim doborze wag Ay > ... > A\, > 0 ta procedura kontroluje FDR, gdy n > p, a
macierz X jest deterministyczna i spetnia warunek X’'X = I,

W pracy pochodzacej z 2016 roku Candes i Su rozpatrzyli sytuacje, w ktorej p > n, a
macierz X jest losowa i niezalezna od €, przy czym jej elementy sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozktadzie normalnym N(0,1/n). Pokazali miedzy innymi, ze gdy p —
o0, N —» 00 i lng — 00, to estymator ,@SLO pp rzadkiego wektora 3, skonstruowany w oparciu o
procedure SLOPE, jest asymptotycznie minimaksowy przy funkcji straty L(3, 3) = | 8- B2
1 odpowiednio dobranych wagach A\; > ... > A, > 0.

W pierwszej czesci Rozdziatu 3. doktorant rozwazy! problem wielokrotnego testowania (3) w
znacznie ogolniejszej wersji, w ktérej symbol [, pojawiajacy sie we wzorze (2), oznacza dowolna
wypukla i ré6zniczkowalng funkcje z R? w R. Przy tych zalozeniach autor udowodnit wazne
Twierdzenie 3.4, w ktoérego tezie pojawia sie formuta opisujgca w Jakl sposéb FDR zalezy od

( (ﬁ SLOP E)> czyli od gradientu funkcji I obliczonego w punkcie 3 SLOPE-

Nastepnie doktorant zajal sie modelem regresji liniowej (1), w ktérym p jest ustalone i
n — oo, przy czym dla kazdego n > 1 macierz eksperymentu X jest losowa i niezalezna
od €, a jej elementy sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie normal-
nym N(0,1/n). Przy tych zalozeniach autor najpierw udowodnit Twierdzenie 3.10 méwigce o

tym, ze ciag /n <[/'}\ SLOPE — ﬂ) jest ograniczony wedtug prawdopodobienstwa. Nastepnie wy-
korzystatl ten rezultat oraz wspomniang powyzej formute do udowodnienia Twierdzenia 3.12, z
ktorego wynika, ze w problemie wielokrotnego testowania (3) procedura SLOPEFE asymptotycz-
nie kontroluje FDR. To oznacza, ze dla kazdego ¢ € (0,1) mozna tak dobra¢ nieujemne wagi
A1(q) > ... > Xp(q), by zachodzita nieréwnosé

limsup FDR < M,

n—oo p

gdzie k oznacza liczbe niezerowych wspotrzednych wektora 8. Pokazal takze, ze jesli modul
kazdej z niezerowych wspotrzednych wektora 3 jest co najmniej rowny 2X;(q), to moc II tej
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procedury spetnia warunek
k
lim inf IT > <1 — 2i> ;

W kolejnej czesci Rozdziatu 3. doktorant zajal sie modelem regresji liniowej (1), ktory rézni
sie od poprzedniego tym, ze p tez jest rozbiezne do oo i to szybciej niz n, a liczba niezerowych

wspolrzednych wektora @ spelnia warunek k(n) = o "_ ). Ponadto, niezerowe sygnaly [,
log p J

s dostatecznie silne, tzn. istnieje liczba § > 0, taka ze gn;% |6;| > 20(1+6)+/2logp. Giéwne
J

wyniki, odpowiadajace tym zalozeniom, autor zawart w Twierdzeniu 3.30. Wynika z niego, ze w
problemie wielokrotnego testowania (3) procedura SLOPE, z odpowiednio dobranymi wagami
Al ooy Ay rgwarantuje; ze F DR 01T 5.

W ostatniej czesci Rozdziatu 3. doktorant rozpatrzyt model regresji logistycznej, opisujacy

wplyw p zmiennych objasniajacych © = (z1, 2, ..., z,) na dychotomiczng zmienng objasniang
Y, przyjmujaca wartosci —1 albo 1 z prawdopodobienistwami
exp (z'8)

P(Yzllw)zl—P(Y:—llw)zl—m,

zaleznymi od jest nieznanego wektora 3 € RP. W tym modelu p jest ustalone, a rozmiar proby
n — 00, przy czym dla kazdego n > 1 macierz eksperymentu X jest losowa, a jej elementy sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie normalnym N (0,1/n). Najpierw,
dla kazdego n > 1, Autor wyznaczyt posta¢ funkcji [(3), pojawiajacej sie we wzorze (2) na
estymator B sropp- Nastepnie, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, udowodnit Twierdze-
nie 3.47 moéwigce o tym, ze cigg \/n (5 SLOPE — B) jest ograniczony wedtug prawdopodobien-

stwa. Na koniec, wykorzystujac ten fakt, udowodnit Twierdzenie 3.50, z ktérego wynika, ze
w problemie wielokrotnego testowania (3) procedura SLOPFE asymptotycznie kontroluje FDR,
gdy sygnaty 3 stabng ze wzrostem n.

Wtasnoéci procedury SLOPE, wynikajace z Twierdzen 3.12; 3.30 1 3.50 doktorant zilustrowat
obszernymi i doktadnie oméwionymi badaniami symulacyjnymi, ktérych wyniki réwniez mozna
znalez¢ w Rozdziale 3.

2. Ocena rozprawy. Wazniejsze rezultaty przedstawione w pracy doktorskiej pana Michala
Kosa zostaly zawarte w dwoch artykutach napisanych wspoélnie z promotorks. Jeden z tych
artykuléw, zatytulowany “On the asymptotic properties of SLOPE”", zostal juz przyjety do
publikacji w czasopismie Sankhya A.

Rozprawa na pewno jest wartosciowa, ale nie czyta sie jej tatwo, bo ztozonosé problematyki
rozwazanej w pracy spowodowalta, ze dowody najwazniejszych twierdzen sg dtugie i skompli-
kowane. Przy ich przeprowadzaniu doktorant wykazal sie sprawnoscig rachunkows, a takze
pomystowoscig i doglebng znajomoscia literatury. Mam jednak drobne zastrzezenia dotyczace
argumentéw stosowanych przez doktoranta w dowodach niektérych faktow. Nie wptywajg one
na mojg opinie o dysertacji. Oto niektoére z tych zastrzezen.

1. Strona 31. Skad wynika réwnosé

\/ﬁmax (I(Umln(X)>2 b 1\7 |(U'maz(X))2 - ]-|) =
= max <|(Um'm(\/ﬁX) — 1)(omin(X) + 1), ‘(Uma:v(\/ﬁX) — 1)(0maa(X) + 1)])?



2. Strona 32. W dowodzie Lematu 3.17 autor wykorzystuje Twierdzenie Vershynina do
uzasadnienia nieréwnosci

—32 (}'2

Pr(lle/olla <V/n+05s,)>1—e & |
w ktorej wektor losowy €/ 2 N(0,I,).
(a) Dlaczego po prawej stronie réwnosci pojawia sie o, skoro rozklad zmiennej losowej
lle/co||2 nie zalezy od tego parametru?
(b) Czy po prawej stronie réwnosci, zamiast v/n, nie powinna znalez¢ sie liczba E(||e /o ||2)?

3. Strona 34. W dowodzie Lematu 3.22 przypuszczalnie jest btad, gdyz stwierdzenie Let
us assume |B|y) = |B;| and j < i then:

14il = Bl | = l14il — 1B;ll < [14] = | B

moze by¢ nieprawdziwe (np. dla A; =4,A;, =3, By =4, By = 5 oraz i = 2).

Z pewnoscig nieprawdziwa jest rownosé ||A;| — | Bi|| = |A; — Bil.

Redakcja pracy jest staranna i rzetelna. Kazdy z dowodéw najwazniejszych twierdzen jest
poprzedzony krotkim wstepem, wyjasniajacym kolejne kroki rozumowania. Dzieki temu wyniki
uyskane przez doktoranta sg prezentowane w sposob czytelny. W rozprawie pojawia sie wpraw-
dzie niewielka liczba przejezyczen, ale tatwo mozna je wychwyci¢ i poprawic¢. Kilka przyktadéow
takich uchybien.

1. Strona 29. Autor odwotuje sie do Lematu 3.15 zamiast do Corollary 3.15.

2. Strona 32. W dowodzie Lematu 3.17 uzasadnieniem jednego z wnioskéw jest nieréwnosé
2.2, a powinno by¢ Twierdzenie 2.2.

3. Strona 38. Pojawia sie nigdzie niezdefiniowany symbol Xi.

Rozprawa doktorska magistra Michata Kosa zawiera oryginalne wyniki autora, ktére sg
nowe i interesujace. Wnoszg, one istotny wktad do rozwoju badan nad wtasnosciami procedury
SLOPE - jednej z najnowszych metod wykorzystywanych we wnioskowaniu statystycznym. W
swojej dysertacji doktorant rozwigzal kilka nietrywialnych probleméw, stosujac przy tym rozne,
czesto zaawansowane techniki probabilistyczne i statystyczne. Uzyskane przez niego rezultaty
sg nie tylko wazne pod wzgledem teoretycznym, ale takze mogg mieé¢ szerokie zastosowanie
praktyczne, na przykitad w genetyce, w medycynie, w radiologii i w finansach.

3. Konluzja. Uwazam, ze rozprawa magistra Michata Kosa spelnia wymagania ustawowe
stawiane pracom doktorskim. Wnosze o dopuszczenie jej autora do dalszych etapéw przewodu

doktorskiego.
Maciej Wilczynski
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