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Wstep

Repetytorium to powstato z mysla o studentach, ktérzy chca zdobyé¢ upraw-
nienia do nauczania matematyki w szkole. Jako przyszli nauczyciele powinni
dobrze sobie radzi¢ z zagadnieniami matematyki elementarnej. Prowadzac
wielokrotnie zajecia z metodyki, zauwazytam, ze studenci miewaja spore kto-
poty z procentami, réwnaniami i nierownosciami z modutem, rownaniami i
nieréwnosciami z parametrem, interpretacja geometryczna rownan. W duzej
mierze jest to wina edukacji szkolnej, ktoéra ciggle pozostawia duzo do zy-
czenia. Dominuja w niej reguty i schematy, nadmierna formalizacja i brak
myslenia.

Repetytorium ma poméc studentom pozby¢ sie ztych nawykow. Tylko wtedy
beda mogli dobrze nauczaé, jezeli sami dobrze si¢ naucza.
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1 Procenty

1.1 Zdrowy rozsadek zamiast x

Na lekcjach matematyki preferowana metoda rozwiazywania zadan sg réwna-
nia. Rozwiazujac zadanie, w ktérym trzeba znalez¢ pewna liczbe, najczesciej
uktada si¢ odpowiednie rownanie, a potem je rozwigzuje. Tymczasem w wie-
lu wypadkach postugiwanie si¢ réwnaniami nie tylko nie jest konieczne, ale
wrecz komplikuje obliczenia. Tak z reguty jest w obliczeniach procentowych.
Zobaczymy to na przyktadach. Zacznijmy od zadania:

Telewizor stanial o 7% i kosztuje teraz 1767 z1. Ile kosztowal telewizor przed
obnizkq?

Absolwenci szkét srednich najczesciej postepuja wedtug schematu:

telewizor przed obnizka kosztowal z (ztotych),

7

stanial o 7%, czyli cena jest réwna x — To5 %>

kosztuje 1767 zt, skad « — {1s@ = 1767.

Rozwigzuja otrzymane rownanie: sprowadzajg do wspélnego mianownika,
odejmuja, dzielg przez wspotczynnik przy niewiadomej. Takie postepowanie
wymaga uzycia papieru i otéwka, prosty kalkulator nie wystarczy. Obliczenia
przeprowadza sie jak za kréla Cwieczka.

Tymczasem wystarczy pomyslec:

Skoro telewizor stanial o 7%, to zostato 93% jego ceny przed obnizks. Zatem
zadanie sprowadza si¢ do znalezienia liczby, ktérej 93% jest réwne 1767 zt.

A jak taka liczbe znalez¢?

Naturalng droga jest tu obliczenie najpierw jednego procentu liczby, a potem
pomnozenie wyniku przez 100, czyli obliczenie 100 procent.

Rachunki mozna przeprowadzi¢ na najprostszym nawet kalkulatorze: dzieli-
my 1767 przez 93, a wynik mnozymy przez 100. Nie ma problemu z iksem.

Te dwa dzialania sprowadzaja sie do dzielenia 1767 : 0.93, ale ono juz nie
jest intuicyjne.



1.2 Proporcje niepotrzebne

W programach szkolnych sporo miejsca zajmuja proporcje. Sa one czesto
stosowanym narzedziem do rozwigzywania rozmaitych zadan, w tym zadan
zwigzanych z obliczeniami procentowymi. Na przyktad w zadaniu:

23% liczby wynosi 34.5. Ile wynosi 16% tej liczby?
rozwiazujacy z reguly zaczynaja od napisania proporcji

16 23

xr 345

Proporcja jest takze stosowana przy obliczaniu, jakim procentem jednej licz-
by jest inna liczba:

Jakim procentem liczby 13 jest liczba 97

Rozwiazuje si¢ tu réwnanie
9 x

13~ 100

Takie sztywne schematy postepowania wynosimy si¢ ze szkoty i nie zawsze
mamy okazje ku temu, aby je zweryfikowa¢. Skutki sa rézne, najczesciej jed-
nak wiele os6b ma problemy z obliczeniami procentowymi.

A przeciez mozna rozwigza¢ oba zadania zdroworozsadkowo.

W pierwszym zadaniu wystarczy najpierw obliczy¢ jeden procent liczby, dzie-
lac 34.5 : 23, a potem wynik pomnozy¢ przez 16.

W zadaniu drugim réwniez mozna oby¢ si¢ bez proporcji. Liczba 9 stanowi 1%
liczby 13. Wystarczy zatem zamieni¢ ten utamek na utamek o mianowniku

100 (bo tyle procent, ile setnych):

1—93 = 0.692307692 . .. =~ 0.69 = 69%.

Przeprowadzone rozumowanie mozna zapisaé tak:

9 9

— = (—-100

13 (13 )%

Schemat ten jest podawany najczesciej bez uzasadnienia, przy czym z reguty

nie uzywa si¢ nawiasu. Uczen ma zapamigtac, niekoniecznie rozumiejac.

Jak wida¢, w obliczeniach procentowych proporcje nie sg potrzebne. Sa one
narzedziem dosy¢ archaicznym, utrudniajg postugiwanie si¢ kalkulatorem.



1.3 Pulapki procentowe

Zacznijmy od podchwytliwego zadania:

Wiekszy zarabia o 50% wiecej niz Mniejszy. O ile procent mniej zarabia
Mniejszy niz Wiekszy?

Czesto mozna ustyszeé¢ odruchows odpowiedz: Oczywiscie o 50%!

I to jest btad, powstajacy w wyniku nieprawidtowego zastosowania prawdzi-
wej skadinad implikacji:

jezeli liczba a jest wieksza od liczby b o ¢, to liczba b jest o ¢ mniejsza od

liczby a.

Nieprawidtowos¢ polega na tym, ze procentu nie mozna traktowac jako liczby.
Nie jest on wielko$cig absolutng i nie mozna go rozpatrywaé¢ w oderwaniu od
wielkosci, z ktorej jest wziety.

Wielkosé, z ktorej jest brany dany procent, nie zawsze jest okreslona w sposob
jawny. Czesto trzeba zastanowi¢ sie, czym ona jest, trzeba zna¢ odpowiednie
konwencje.

Zgodnie z przyjeta umowa, jezeli podajemy, o ile procent liczba a jest wicksza
od liczby b, to mamy na mysli procent liczby b; jezeli natomiast okreslamy;,
o ile procent liczba b jest mniejsza od liczby a, to mamy na mysli procent
liczby a.

Precyzyjne sformutowanie zadania z Wiekszym i Mniejszym jest wiec takie:

Wiekszy zarabia o 50% pensji Mniejszego wiecej niz Mniejszy. O ile procent
pensji Wiekszego mniej zarabia Mniejszy niz Wiekszy?

Sytuacje mozna tatwo przedstawi¢ na rysunku:

<+—— pensja Wigkszego ——»

<+— pensja Mniejszego —»
Jak widaé¢, pensja Mniejszego stanowi % pensji Wiekszego, jest wigc od niej
mniejsza o % (pensji Wiekszego), co stanowi ok. 33%.

Kto woli — moze porachowaé, oznaczajac pensje Wiekszego i Mniejszego od-
powiednio przez w i m:



Oto przyktad innego podchwytliwego zadania:

100 ha ziemi dzielimy na dwie dziatki, z ktérych jedna ma powierzchnie o
10 ha wiekszq niz druga. O ile procent dziatka wieksza bedzie wieksza od
mmniejszej?

Weale nie o 10%! Wprawdzie 10 stanowi rzeczywiscie 10 procent liczby 100,
ale nie o to chodzi w zadaniu. Trzeba przeciez obliczy¢, jakim procentem
powierzchni dziatki mniejszej (45 ha) jest powierzchnia dziatki wiekszej (55
ha). Jest to w przyblizeniu 122%, czyli o 22% wiecej.

Zapytajmy,

co sie stanie z ceng towaru, jezeli najpierw zmaleje o 10%, a po pewnym
czasie wzrosnie o 10% ¢

Na ogé! kazdy od razu dostrzega, ze cena zmieni sie, bo owe 10% jest brane
z r6znych wielkosci.

Rodzi sie wigc pytanie, czy w rezultacie tych zmian cena zwigkszy sie czy
zmniejszy?

Odpowiedz mozna znalezé bez przeprowadzania rachunkow. Wystarczy stwier-
dzi¢, ze drugie 10% jest wzigte z mniejszej kwoty niz pierwsze, co w konse-
kwencji powoduje obnizke ceny.

Zmienmy teraz sytuacje, najpierw cene podwyzszajac, a potem obnizajac,
za kazdym razem o 10%. Wtedy tez mozna zauwazy¢, ze obniza sie cene o
wiecej niz ja podwyzsza.

Pytanie, w ktorym przypadku obnizka jest wieksza, sprawia czesto ktopot i
pocigga za sobg rézne dywagacje, prowadzace do roznych odpowiedzi. Tym-
czasem wystarczy sytuacje uja¢ rachunkowo.

W pierwszym przypadku ceng mnozy sie przez 0.9, a potem mnozy sie¢ wynik
przez 1.1. W drugim przypadku wystepuja te same czynniki, tylko w odwrot-

nej kolejnosci. Wynik jest wiec taki sam - za kazdym razem zostaje 0.99 ceny,
czyli jest obnizka o 1%.

Mozna to tez porachowa¢ o pamieci: w pierwszym przypadku po obnizce
zostaje 90% ceny, ktéra po podwyzce powigksza sie o jej 9%, a w drugim
przypadku najpierw otrzymujemy 110% ceny, a potem zmniejszamy ja o 11%.

Na zakonczenie zapytajmy,
ktora liczba jest wicksza: 13% z 27 czy 27% 2 137

Oczywiscie liczby te sa rowne, co jest konsekwencja przemiennos$ci mnozenia.
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1.4 Jeszcze kilka przykladow

Zacznijmy od dwoch prostych pytan:

Jaka kwote odbierze po roku Kowalski, jezeli ulokuje w banku 13500 24, a
odsetki wyniosq 7% 7

Ile jutro bedzie kosztowac kamera, ktory dzisiaj kosztuje 2800 2, a jutro sta-
nieje 0 7% ?

Aby znalezé odpowiedz, wystarczy za kazdym razem wykonaé jedno dziata-
nie. W pierwszym przypadku

13500 - 1.07,

a w drugim
2800 - 0.93.

Tymczasem wiele 0s6b rozwigzuje takie zadania dwuetapowo, obliczajac naj-
pierw o ile wzrosnie (lub zmaleje) dana kwota, a potem wykonujac jeszcze
odpowiednie dodawanie (lub odejmowanie). Jest to nawyk wyniesiony czesto
ze szkoly, ktory niepotrzebnie wydtuza rachunki.

W wielu obliczeniach procenty warto przedstawia¢ w postaci utamkow zwy-
ktych. Zobaczmy to na przyktadzie:

Pewien towar najpierw staniat o 20%, a nastepnie podrozal tak, ze cena wro-
cita do wyjsciowej. O ile procent podrozatl towar za drugim razem?

Wystarczy zauwazy¢, ze pierwsza zmiana sprowadza sie do pomnozenia ceny

przez %, a wiec druga zmiana musi spowodowaé¢ pomnozenie otrzymanego

wyniku przez %. Za drugim razem mamy wiec podwyzke o i, czyli 256% ceny.
Niekiedy proste zadania, do rozwigzania ktorych wystarczy tylko rozumienie
pojecia procentu, okazuja sie dla wielu bardzo ktopotliwe. Na przyktad:

Cena radia stanowi 10% ceny telewizora. Jakim procentem ceny radia jest
cena telewizora? O ile procent telewizor jest drozszy od radia? O ile procent
radio jest tansze od telewizora?

Szukajac odpowiedzi, niektorzy probuja wykonywac jakie$ rachunki. Wtedy
czesto otrzymujg nonsensowne odpowiedzi. A tymczasem odpowiedzi sg na-
tychmiastowe. Skoro cena radia stanowi 10% ceny telewizora, to cena radia
jest réwna cenie telewizora pomniejszonej o 90%. Skoro telewizor kosztuje 10
razy tyle co radio, to jego cena stanowi 1000% ceny radia, wigc jest od niej
0 900% wieksza.



Na zakonczenie rozwigzmy dwa nastepujace zadania:
Bok kwadratu zwiekszamy o 20%. O ile procent wzrosnie pole kwadratu?

KrawedZ szescianu zmniejszamy o 50%. O ile procent zmaleje objetosé sze-
s . ?
Scianu?

Oznaczmy litera a dtugos¢ boku kwadratu z pierwszego zadania. Wtedy po
zwiekszeniu o 20% wyniesie ona ga. Zatem pole kwadratu wzroénie z a?
do (£)%a®. Poniewaz (2)? = 3 = 18 wicc nowe pole stanowi 144% pola
wyjsciowego, czyli jest od niego o 44% wigksze.

Niech teraz a oznacza dtugos$¢ krawedzi szescianu z zadania drugiego. Wtedy
po zmniejszeniu o 50% wyniesie ona %a. Zatem objetosé zmaleje z a® do
1 125 _ 125

l 3 . -1 . . ’ 7 . . s .
ga°. Poniewaz ¢ = ;55 = 352, wigc nowa objetos¢ stanowi 12.5% objetosci

wyjsciowej, czyli jest od niej o 87.5% wicksza.

1.5 Zadania do samodzielnego rozwigzania
1. 46% pewnej liczby jest o 3 wieksze od 21% tej liczby. Jaka to liczba?
2. 37% z 28 wynosi 10.36. Ile wynosi 28% z 377

3. Cene towaru obnizono najpierw o 10%, a potem nowg cene obnizono o
15%. O ile procent stanial towar?

4. Pewien towar najpierw podrozal o 20%, a potem stanial o 20%. Jakim
procentem ceny wyjsciowej jest cena obecna?

5. Cene towaru zwickszono najpierw o 10%, a potem nowg cen¢ zwigkszono
0 20%. O ile procent podrozal towar?

6. Sklepikarz kupujac towar po cenie hurtowej najpierw dolicza do niej 40%
(to jest jego dochdd), a potem jeszeze 20% od dochodu (na podatek). W ten
sposob powstaje cena detaliczna towaru. Jaka byla cena hurtowa towaru,
ktorego cena detaliczna wyniosta 111 zt?

7. Podczas pierwszej jazdy samochodem zuzyto 20% benzyny znajdujgcej
sie w zbiorniku. W czasie drugiej jazdy zuzyto 10% pozostatej benzyny. W
baku pozostato 9 litréw benzyny. Ile litrow benzyny byto przed pierwsza
jazda?



8. Weczoraj w klasie uczniéw obecnych bylo 8 razy tyle, co nieobecnych.
Dziesiaj nie przyszio jeszcze dwoch i teraz nieobecni stanowig 20% ucznidéw
obecnych. Ile uczniéow liczy klasa?

9. Dwaj bracia maja razem 273 zl, przy czym jeden ma o 10% wiecej niz
drugi. Ile pieniedzy ma kazdy z nich?

10. Tksinscy zamierzali kupi¢ dywan i odkurzacz. Przy ptaceniu okazato sig,
ze na kazda z tych rzeczy otrzymali 3% rabatu. O ile procent mniej zaptacili?

11. Liczba a stanowi 20% liczby b. Jakim procentem liczby a jest liczba b?

12. X zarabia 4 razy tyle co Y.
a) O ile procent wiecej zarabia X od Y?

b) O ile procent mniej zarabia Y od X7

13. Wigkszy zarabia 125% tego, co Mniejszy.
a) Jaki procent zarobkéw Wigkszego stanowia zarobki Mniejszego?
b) O ile procent mniej zarabia Mniejszy od Wiekszego?

¢) O ile procent wiecej zarabia Wiekszy od Mniejszego?

14. Cena magnetowidu stanowi 40% ceny telewizora.
a) Jakim procentem ceny magnetowidu jest cena telewizora?
b) O ile procent telewizor jest drozszy od magnatowidu?

¢) O ile procent magnetowid jest tanszy od telewizora?

15. Bok kwadratu zwickszamy o 5%. O ile procent zwickszy sie:
a) pole kwadratu, b) obwdd kwadratu?

16. Krawedz szescianu zwickszamy o 10%. O ile procent wzrosnie objetosé
szescianu?

17. Jeden bok kwadratu zwigkszono o 20%, a drugi zmniejszono o 20%, otrzy-
mujac prostokat. Czy pole prostokata jest mniejsze czy wigksze od pola kwa-
dratu? O ile procent?

18. Panstwo lksinscy chca kupi¢ dziatke. Maja do wyboru dwie. Obie sg w

ksztalcie kwadratu, przy czym bok jednej z nich jest o 10% mniejszy od boku
drugiej. Cena jest proporcjonalna do powierzchni dziatki. Obliczy¢:
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a) o ile procent mniej zaptaca, jezeli zdecyduja sie kupié¢ dziatke mniejsza,

b) o ile procent wiecej zaptaca, jezeli zdecyduja sie kupié¢ dziatke wieksza.

19. Dwaj uczniowie, Wysoki i Niski, wyszli jednoczesnie z tego samego domu i
poszli do tej samej szkoty. Niski miat krok o 20% krotszy od kroku Wysokiego,
ale za to robit o 20% krokéw wiecej w tym samym czasie. Ktory z nich
przyjdzie wczesniej do szkoty?

20. Ilu procentowy roztwor otrzymamy, jezeli zmieszamy 2 litry roztworu 7.5-
procentowego i 3 litry roztworu 10-procentowego?

21. Z 30 kg 10-procentowego roztworu soli odparowano 10 kg wody. Ilu pro-
centowy roztwor otrzymano?

22. Ile soli trzeba dosypaé¢ do 2 kilograméw 2-procentowego roztworu soli,
aby dosta¢ roztwor 12-procentowy? (Odpowiedz podaé z doktadnoscia do
grama. )

23. Woda morska zawiera 5% soli. Ile kilogramoéw stodkiej wody nalezy dodaé
do 40 kg wody morskiej, aby otrzymaé¢ wode o zawartosci 2% soli?

24. 20-procentowy roztwor kwasu siarkowego zmieszano z 10—procentowym
roztworem tego kwasu, uzyskujac 10 litrow roztworu 14-procentowego. lle
byto kazdego z tych dwdch roztwordow?

25. 100 g stopu ztota préby 800 stopiono z 50 g stopu zlota nieznanej proby
i otrzymano stop proby 750. Jaka byta proba nieznanego stopu?
(Préba 800 oznacza, ze ztoto stanowi 80% stopu.)

26. W jakim stosunku nalezy zmiesza¢ 5-procentowy i 12-procentowy roztwor
kwasu siarkowego, aby otrzymacé 9-procentowy roztwor tego kwasu?

27. Zebrano pewng ilo$¢ grzybow, ktore zawieralty 80% wody. Po wysuszeniu
otrzymano 1 kg grzybéw zawierajacych juz tylko 10% wody. Ile grzybdéw
zebrano?
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2 Robéwnania 1 nierownosci z modulem

2.1 Unikajmy przypadkéow

Jak wiadomo, modut liczby rzeczywistej, inaczej zwany wartoscia bezwzgled-
ng tej liczby, definiuje sie tak:

2] = r dlax>0,
=Y -2 dlaz<o.

Rozwigzujac réwnania lub nierownosci z modutem, nie zawsze trzeba odwo-
tywaé si¢ bezposrednio do definicji. Czegsto znacznie prosciej jest skorzystaé z
roznych wisnosci modutu. W szkole jednak reguta jest korzystanie z definicji
modutu i rozwazanie przypadkow:

- liczba pod modutem nieujemna,
- liczba pod modutem ujemna.

Jezeli w réwnaniu lub nieréwnosci wystepuje wigcej niz jeden modut, to liczba
przypadkow jest wicksza. Na przyktad w réwnaniu

*)  Jx—1| =13z +1]

sg formalnie cztery przypadki:

Lz—12>2013zxz+12>20, ILz—12>01 3z+1<0,
m.z—1<0 i 3x+120, IV.z—1<01i 3z+1<0.

Jezli zauwazymy, ze nierownosci w przypadku Il wzajemnie si¢ wykluczaja,
to zostang do rozwazenia trzy przypadki, odpowiadajace nieréwnosciom

1
r<—z, —

3 zx<l, z2>1.

W=

W kazdym przypadku otrzymuje sie réwnanie juz bez modutu, rozwiazuje si¢
je, a potem sprawdza, czy znaleziony pierwiastek miesci sie w rozwazanym
przedziale.

Tymczasem mozna prosciej. Wystarczy skorzysta¢ z wtasnosci, ze moduty
dwoéch liczb sa réwne wtedy i tylko wtedy, kiedy liczby sa réwne lub prze-
ciwne. Stad wynika, ze réwnanie (*) jest réwnowazne alternatywie réwnan

r—1=3x+1 Ilub 1—-2=3x+1,
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skad z = —1 lub 2 = 0.

Tak samo mozna rozwigza¢ réwnanie
|22 — 1| = 3,
poniewaz oznacza ono, ze

2r—1=3 lub 2z—-1=-3.

Sa oczywiscie rownania, ktore trudno byto by rozwigzaé¢ bez bezposredniego
skorzystania z definicji modutu. Na przyktad przystepujac do rozwigzywania
roOwnania

|z + 2| + |22 — 5| = |z — 3]

w sposOb naturalny dzielimy dziedzine na przedzialy, w ktérych liczby pod
modutami maja stale znaki. W tym celu znajdujemy tzw. miejsca zerowe
poszczegolnych modutéw, otrzymujemy trzy liczby, dzielace zbior liczb rze-
czywistych na cztery przedzialy. Sa tu wiec cztery przypadki.

Niech jednak takie postepowanie nie bedzie reguta. Zawsze warto szukac
mozliwie prostego sposobu rozwiazania zadania. Metoda skomplikowana, w
ktorej rozwaza sie wiele przypadkéw, jest nie tylko pracochtonna, ale takze
sprzyja popetnianiu btedéw.

2.2 Interpretacja geometryczna modutu

7 definicji modutu otrzymujemy

la—b| = a—>b dlaa>0b,
| b—a dlaa<b,

co oznacza, ze modul réznicy dwoch liczb jest réwny odlegtosci (na prostej)
miedzy nimi. Warto o tym pamigtaé, rozwiazujac réwnania czy nieréwnosci.

Réwnanie
|z — 1|+ ]z —3| =2

mozna wtedy interpretowaé jako warunek, ze suma odlegtosci punktu x od
punktéow 11 od 3 jest rowna 2. Warunek ten jest spetniony doktadnie przez
punkty odcinka domknig¢tego o koncach 11 3:




Taka samg metoda mozna rozwigzaé rownanie
|z — 1| + ]z — 3| =8.

Nietrudno zauwazy¢, ze sa dwa punkty, ktérych suma odlegtosci od 11 3 jest
rowna 8:

T
(@)

x=—2 X

Rozwigzujac nieréwnosci

lyl <5, |yl >3,
skorzystajmy z interpretacji modutu liczby jako jej odlegtosci od zera:
gdzie lezg liczby, ktorych odlegto$é od zera jest mniejsza niz 57

-5 0 5

L Y

| <5

gdzie lezg liczby odlegte od zera o wiecej niz 37

Zatem
ly] <5  wtedy i tylko wtedy, kiedy —5 <y <5,

ly| >3  wtedy i tylko wtedy, kiedy y > 3 lub y < —3.
Na przyktad nieréwnosé
lz+3| <5

jest rownowazna koniunkcji nieréwnosci

—H<xr+3 <5,
cO oznacza, ze
S <z <2
nieré6wnosé
|z —2| >3

jest rownowazna alternatywie nieréwnosci
r—2>3 lub z-2< -3,
czyli
x>5 lub x< -1
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2.3 Kilka przykladow

Zacznijmy od rozwigzania rownania
|3z — 1| =1 — 3.

Wystarczy zauwazy¢, ze liczba 1 — 3z jest przeciwna do liczby 3z — 1. Zatem
na mocy definicji modutu rownanie jest réwnowazne nierownosci

32 —1<0,

czyli

W=

Analogicznie rownanie
|3 —2z| =3 -2z

jest réwnowazne nierownosci

3—2x >0,
czyli
o 3
l’ —
=9
Réwnanie

|3z — 2| = |2 — 3z

jest spelione dla wszystkich x rzeczywistych, co wynika z parzystosci funkeji
modutl, a rownanie

1 1
2
T+ - ==
| 3| 4
nie ma zadnych rozwigzan, bo lewa strona jest rowna co najmniej %
Réwnanie
2c — 1| =2 —3
jest spetnione, jezeli
r—320

oraz
2c—1=x—-3 lub 2z —1=3—ux,

co w konsekwencji oznacza, ze
r =4

15



Nieréwnos¢
13z — 1| >3z —1
jest spetiona dla wszystkich x, a nieréwnosé

llz] +2] <1

nie jest spelniona dla zadnego .

2.4 Podnoszenie do kwadratu

Jak uzasadnic, ze
(*)  la+bl <la|+ [b]?

Czy koniecznie trzeba rozwazaé¢ przypadki roznych znakéw liczb wystepuja-
cych pod modutami?

Zauwazmy, ze nieré6wnosc, ktorej obie strony sa nieujemne, mozna podniesé
stronami do kwadratu, tzn.

lz| < |y| wtedy i tylko wtedy |z|* < |y|*.

Korzystajac z tej wlasnosci oraz z réwnosci |z|? = 22, otrzymujemy réwno-
wazng postaé¢ nieréwnosci (*):

(a+b)* < a® + 2|a||b| + b°.
Po przeksztalceniu otrzymamy
ab < |allb].

Ta ostatnia nieréwnos¢ jest speliona dla wszystkich a i b, co wynika z wa-
runku z < |z|.

Podnoszenia do kwadratu nie mozna zastosowaé¢ do nieréwnosci
la —b] > |a| — [b],

poniewaz prawa strona nie musi by¢ dodatnia. Nieréwnos$¢ te mozna wypro-
wadzi¢ z (*):
la] = [(a = b) + b <[a—b[ +[b],
skad
lal = [b] < |a —b].
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Réwnosci . al
bl = lallt i [51=
udowodnimy natychmiast, stosujac wlasnosé
lz] = |y| wtedy i tylko wtedy z* = y*.

Odnotujmy na koniec, ze metoda podnoszenia do kwadratu mozna rozwia-
zywaé niektére rownania i nieréwnosci z modutem. Na przyktad réwnanie

|z +2| = |z — 3]
jest rGwnowazne rOwnaniu

(z+2)* = (x +3)*

a rozwiazanie nieréwnosci

|22 + 1| < |z — 1]
sprowadza sie do rozwigzania nieréwnosci kwadratowej

2z +1)* < (z — 1)

2.5 Interpretacja geometryczna ré6wnan na ptaszczyz-
nie

Zacznijmy od réwnania
[z +yl=1
i zapytajmy, jaki podzbior ptaszczyzny ono przedstawia.
Odpowiedz nie jest trudna. Réwnanie oznacza, ze
r+y=1 lub z+y=-1,

wiec w konsekwencji mamy dwie proste:

]
AN AN

X y_
\x_'_y—_
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Nieco podchwytliwe jest réwnanie zawierajace tylko jedng wspotrzedna. Na
przyktad uczniowie nagminnie sadzg, ze rOwnanie

|z =1
przedstawia dwa punkty: =1 i x = —1. Taki btad zdarza si¢ tez studen-
tom.

Tymczasem brak warunku na wspoétrzedna y powoduje, ze moze ona przyj-
mowa¢ dowolne wartosci: —oo < y < oo

Zatem réwniez mamy dwie proste:

v

A jaka jest interpretacja geometryczna réwnania

lz—y| = (z —y)*?

Zauwazamy, ze wszystkie punkty prostej x = y spetniaja to rownanie. Jezeli
xr # y, to dzielac obie strony réwnania przez |z — y| otrzymamy réwnanie
roOwnowazne

1=|z—vyl,
ktoére przedstawia dwie proste: + —y =1 i  —y = —1. W konsekwencji
otrzymujemy trzy proste:
yva y=x+1

18



Réwnanie
v =2yl =2y —x

jest réwnowazne nierownosci
r — 2y <0,

< /. . / 1 ..
a ta nierownos¢ przedstawia poiptaszczyzng y > s

y A

Jaki zbiér punktoéw plaszczyzny jest przedstawiony rownaniem
|zly = a7

Rozpatrzmy trzy przypadki: © =0, z >0 i x <0.

W pierwszym przypadku réwnanie jest spetnione przez kazda liczbe y — mamy
wigc 0§ y. W drugim i trzecim przypadku podzielmy réwnanie obustronnie
przez x. Otrzymamy odpowiednio y =1 i y = —1, a wiec dwie polproste.
Zatem réwnanie ma interpretacje jak na rysunku:

y A

Zmajdujac podzbior ptaszczyzny przedstawiony réwnaniem
|z + [yl =1,

warto skorzystac¢ z tego, ze znaki obu wspotrzednych nie sa tu istotne. Jezeli
punkt (z,y) spelnia réwnanie, to takze speliaja je punkty (—z,y) i (z, —y).
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Oznacza to, ze rownanie przedstawia zbiér symetryczny wzgledem kazdej
osi ukladu wspoétrzednych. Wystarczy zatem znalezé czesé zbioru lezaca na

przyktad w pierwszej éwiartce (z > 0

y 4

,y>0)

A

yiy=1

v

i uzupeic ja do zbioru symetrycznego wzgledem kazdej osi:

b
AN

N
»

X

-
/

Interpretacja geometryczna réwnan pozwala zobaczy¢ liczbe rozwigzan ukta-
du rownan. Niekiedy mozna nawet odczytaé¢ rozwigzania z rysunku.

Rozwazmy uktad

y+|x
y—|x

| =2
—1=1

Narysujmy tamane przedstawione tymi rownaniami:

y A

Yn
2

v
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Rozwiazaniami uktadu rownan sa punkty czesci wspélnej obu tamanych:

2.6 Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Rozwiaza¢ réwnania:

a) 5z — 1) =1—5z, b)[2—[2— |2][| =2, ¢) |5z +2| = |4—a].

2. Rozwiazac¢ réwnania:

a) 2e+7|=2x+7, b)|z*—5|=3, ¢) |2 +5|=3.

3. Rozwiazaé¢ réwnania:

a) [r— 1] =8—x, b) 322+ 1 =1, o) [2— |a]| =2 — |e].

4. Rozwiazaé¢ réwnania:

a) [3—13—x|| =3, b) |32+ 3| =43, ¢) [z —3]|=2x—5.

5. Rozwigzaé réwnania:

a) lt—1=2—=xz, b)lz—1]=2—-2, ¢)|3z+ 1] = |3z + 2|.

6. Rozwiagza¢ réwnania, korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu:

a) [t —=3|+]zr—=5/=1, b)lx—1+[2—2|=3, ¢) |[x+3]+ |z —2| =5.
7. Znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita spetniajaca réwnanie

|z — 3|+ 2|z + 1| = 4,
nie rozwigzujac tego réwnania.
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8. Rozwigzaé¢ nierownosci:

a) |z +1] <4, b)|3—2x| >6,c) |z +1] < 4.
9. Rozwigza¢ nierownosci:

a) [3x?2 =5/ >2, b) |z —4| <5, ¢) ||z]| —2| > 10.

10. Rozwiaza¢ nieréwnosci, korzystajac z interpretacji geometrycznej modu-
hu:

a) [t —1|+ ]z —4| <5, b) [z —1|+|r—4| <3, ¢) |z —1|+ |z —4] <3.
11. Rozwiaza¢ nieréwnosci:

a) le+1|>z+1, b)lx—3/<3—=z, ¢)|b—z|>z—05.

12. Znalez¢ dziedzine funkcji:

0 y= T, by = B o)y B

13. Jakie podzbiory ptaszczyzny sa przedstawione réwnaniami:

a) [2*+y*[+]z°—y?| = 0, b) |2?+y?||z*—y?| = 0, ¢) |z +y*—1|+|z*—y?| = 07

14. Jakie podzbiory ptaszczyzny sa przedstawione réwnaniami:

a) |z —yl =5, b)|z| -yl =5, ¢ |z||y| =57

15. Jakie podzbiory ptaszczyzny sa przedstawione rownaniami:

a) l[t+yl=lz—yl, b)lz—yl=(x—-y)? c)lz—3yl =z—3y?

16. Jakie podzbiory ptaszczyzny sa przedstawione rownaniami:

a) [2% +y?| = |22 = ¢?[, b) [z[(z —y) = 2%, ¢ |Jz] — |yl =17

17. Jakie podzbiory ptaszczyzny sg przedstawione réwnaniami:

a) (2 +y*)(2*+y*—1)=0, b) s —y|+|2*+y* =1 =0, ¢) [2* + 1]+
22 — 2| + |2 +y? — 1| = 37

18. Napisa¢ réwnanie, ktére przedstawia zbiér ztozony z obu osi wspotrzed-
nych i prostej prostopadtej do osi y przechodzacej przez punkt (9, —9).

19. Narysowa¢ wykresy funkcji:

a) Yy = ﬁa b) Yy = |z£1|a C) Yy = ml,l‘
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20. Narysowa¢ wykresy funkcji:
a) y = |Infz[|, b) y=In(jz[+1), ¢) y=In(jz] - 1), d) y=1Infz - 1.

21. Rozwiaza¢ uktady réwnan, korzystajac z interpretacji geometryczne;j:

y=lo—1 o=yl =
] R e
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3 Roéwnania i nieré6wnosci z parametrem

3.1 Roéwnania i nieré6wnosci z jedng niewiadoma

Zacznijmy od prostego réwnania
ar+2=a—=x
z niewiadoma x. Przeksztalcamy:
ar +xr =a—2

(a+1)x=a—2

W tym miejcu przecigtny absolwent szkoty $redniej na ogot robi zatozenie,

ze a+ 1 # 0, oblicza
_a—2

a—+1

i uwaza, ze to jest koniec zadania.

Tymczasem jest to tylko rozwigzanie réwnania dla a # —1. Nie wiadomo,
jak jest w przeciwnym przypadku. Trzeba uzupetni¢ te luke.

Jesli a = —1, to otrzymujemy
(—1+1Dz=-1-2,

czyli
0-2=-3,

a to rownanie nie ma zadnego rozwigzania.

Zatem pelne rozwigzanie wyjsciowego réwnania wyglada tak:

jezeli a = —1, to nie ma rozwigzan; jezeli a # —1, to jest jedno rozwigzanie
: _ a—2
postaci x = ol

Rozwiazanie réwnania zalezy wiec od stalej a w nim wystepujacej. Jest to
tzw. parametr. Rozwiazujac rownanie z parametrem, trzeba uwzglednié¢ catg
dziedzing zmiennosci parametru. W rozwazanym réwnaniu parametr a moze
by¢ dowolna liczbg rzeczywista.

Podobnie jest z rozwigzywaniem nieroéwnosci z parametrem. Rozwiazujac nie-
rOWnNos¢
2v <5+ az,
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otrzymujemy
(2—a)x <5

i rozwazamy dwa przypadki: a = 21 a # 2.

Jesli a = 2, to mamy nieréwnos¢ 0 - x < 5, spetniona przez wszystkie liczby

rzeczywiste; jesli a # 2, to dla a < 2 otrzymujemy = < —5=. a dla a > 2

a—2"

i 5
otrzymujemy = > —.
Rozwazmy jeszcze kilka przyktadéw rownan z parametrami, wszystkie z nie-
wiadoma x. Zacznijmy od réwnania

a’r —2=a+4x.
Po przeksztatceniu otrzymamy réwnanie rownowazne
(a—2)(a+2)xr=a+2.

Rozpatrzmy dwa przypadki: a +2=01ia+2 # 0.

W pierwszym przypadku otrzymujemy réwnanie spetnione tozsamosciowo, a
w drugim, po podzieleniu stronami przez a + 2, otrzymujemy réwnanie

(a —2)x =1,

ktorego rozwigzywanie zalezy od tego, czy wspotczynnik przy x jest czy nie

jest zerem. Trzeba wiec uwzgledni¢ dwa podprzypadki: a = 2 i a # 2. W

pierwszym z nich réwnanie nie ma rozwigzan, a w drugim ma jedno rozwia-
1

zanie r = ——.
a—2

Podsumujmy:

dla a = —2 kazda liczba spetia réwnanie; dla a = 2 réwnanie nie ma roz-
wigzan; dla pozostatym wartosci parametru réwnanie ma jedno rozwigzanie
1

wyrazajace si¢ wzorem r = —.

Rozwiazmy rownanie
la|(3 — z) = x + 2|al.

Przeksztatacajac je do réwnania rownowaznego, otrzymamy
(1 +|af)z = |al.

Poniewaz (1 + |a|) > 0 dla kazdego a, wigc réwnanie ma jedno rozwigzanie
la]
1+|a|

xr = dla kazdej wartosci parametru a.
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Rozwiazmy teraz rownanie

alr| — 9 = 3|z| — a*.
Po przeksztalceniu otrzymamy

(a—3)|x| =9 —a’.

Jezeli a = 3, to réwnanie jest spetnione tozsamosciowo.

Dla a # 3 otrzymujemy réwnanie réwnowazne

|z| =3 +a,
ktére nie ma rozwigzan dla a < —3, ma jedno rozwigzanie z = 0 dla a = —3
i ma dwa rozwiazania ¢ = 3+ a iz = —3 —a dla a > —3 (oczywiscie z
wyjatkiem a = 3).
Rozwiazujac rownanie
(x —1)(x —2) _0
r—a o

trzeba zauwazy¢, ze implikuje ono warunek = # a. Jesli wiec a # 11 a # 2,
tosar=1lubr=2;jesSlia=1,tox =2;jeslia =2, toxr=1.

Aby rozwigzaé¢ réwnanie
a® —a

r—1

wystarczy rozwigza¢ rOwnanie
ad—a=x-1

i dotaczy¢ warunek = # 1.

Zatem
r=a’—a+1 i a*—a+1#1,

skad
a#0 oraz a# 1.

Oznacza to, ze dla a = 1 i dla @ = 0 réwnanie nie ma rozwigzan, a dla
pozostalych wartosci a ma jedno rozwigzanie.

Na zakonczenie rozwigzmy nierownosé

r—3
T —a

< 1.
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Mozna tu oddzielnie znalez¢é rozwiazania spetniajace warunek x > a i od-
dzielnie rozwigzania spetniajace warunek x < a. Mozna uniknaé¢ rozwazania
tych przypadkéw, jezeli nierownosé sprowadzimy do postaci

a—3
T —a

< 0.

Odczytujemy stad, ze dla a > 3 nieréwno$¢ jest spetniona dla xe(—o0,a), a
dla @ < 3 nieréwnos¢ jest speliona dla ze(a, 00); dla @ = 3 nieréwnos¢ nie
ma rozwigzania.

3.2 Uklady réwnan z dwiema niewiadomymi

Rachunkowe rozwiazywanie uktadu rownan z parametrem jest na ogét dosy¢
skomplikowane. Niekiedy warto postuzyc¢ sie interpretacja geometryczng tych
rownan, szczegolnie w przypadku, kiedy chcemy poznac tylko liczbe rozwia-
zan.

Zacznijmy od uktadu réwnan liniowych z dwoma parametrami:

ar+y=>
rt+y=a

W przypadku a = 1 sa to dwie proste réwnolegte. Jezeli dodatkowo b = 1, to
proste si¢ pokrywaja, wiec uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan, a jezeli
b # 1, to proste sg rozne, wiec uktad nie ma rozwigzan.

Natomiast w przypadku a # 1 proste przecinaja sie, wiec uktad ma doktadnie
jedno rozwigzanie.

Korzystajac z interpretacji geometrycznej, rozwigzmy uktad réwnan

{\x|+|y!=1

2? = a?
Jak wiemy (por. s. 20) pierwsze z tych rownan przedstawia kwadrat o wierz-
chotkach: (—1,0), (0,1), (1,0 i (0,—1), a drugie — dwie proste réwnolegte

doosiy: r=a i x= —a.

Zatem:
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v

N
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lal > 1

Jezeli |a|] > 1, to uktad nie ma rozwiazan.

v

| AN
NN

lal=1 lal=0

Jezeli |a] =1 lub a = 0, to uktad ma dwa rozwiazania.

N
N\

O<lal<1

Jezeli 0 < |a| < 1, to uktad ma cztery rozwiazania.

3.3 Zadania do samodzielnego rozwiazania

1. Rozwiaza¢ réwnania z parametrem a:

a) a(|z] +1) =0, b) (Ja| +1)(z+1) =0, ¢) a®>x+3 =9z +a.
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2. Rozwigzaé¢ réwnania z parametrem a:

a)b) la|(x+1) =2z —a, b) |a|(3—1x) =x+2|al|, ¢)|ajz?+1= —|a| — 222

3. Rozwiaza¢ rownanie z(y + 1)(y — 1) = 0, traktujac je jako:

a) rownanie z parametrem z, b) réwnanie z parametrem y.

4. Rozwiazaé¢ réwnanie (Jz| + 1)(ly| — 2)(Jy| + 2) = 0, traktujac je jako

a) rownanie z parametrem z, b) réwnanie z parametrem y.

5. Rozwigzaé¢ réwnania z parametrem a:

a) lal(z +3) = 3(z +3), b) ala| +4 =2z —a?, ¢) THD —,

6. Rozwigzac¢ nieréwnosci z parametrem a:

a) zla® —2| <2, b)la|(3+x) <x+2al, ¢) - >1.

r—a

7. Rozwigzaé¢ réwnania z parametrem a:

a) [5+azx|=5+ax, b) Z2 =q, ¢) (z—1)(z—2)=(a—1)(a—2).
8. Rozwigzaé¢ réwnania z parametrem a:
a) (@’ =Nz =d’+1, b) (Ja—2|-2)z=2, ¢) (1—la])(1+|z]) = |z] +al.

9. Zbada¢ liczbe rozwiazan uktadu rownan w zaleznosci od parametru a,
korzystajac z interpretacji geometrycznej:
a>{|$|+|y| ,b){|x|+|y| a’ C){y"f'ax

y=1x+a r+y=2 (x—1)2+y*=1"

10. Zbadac¢ liczbe rozwiazan uktadu rownan w zaleznosci od parametru a,
korzystajac z interpretacji geometrycznej:

a){\x—ylzl’b){f:a ’C){yz\y\(ﬁ—l).

ly=r+a y=|z|+a y=1x+a

11. Zbadac¢ liczbe rozwigzan uktadu rownan w zaleznosci od parametru a,
korzystajac z interpretacji geometrycznej:

) r+y=1 b) a’r+y=1 ) y = |yl
2r+2y=a’ r+y=a y=x+a
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4 Odpowiedzi do zadan

4.1 Odpowiedzi do zadan rozdziatu 1
1. 12. (wsk. 46% — 21% = 25%)

2. 10.36.

3. 23.5%.

4. 96%.

5. 32%

6. 75zl

7. 1251

8. 36.

9. 130 zt i 143 zt.

10. O 3%.

11. 500%.

12. a) O 300%, b) o 75%.

13. a) 80%, b) 0 20%, c¢) o 25%.

14. a) 250%, b) o 150%, c¢) o 60%.

15. a) O 10.25%, b) o 5%.

16. O 33.1%.

17. Pole prostokata jest mniejsze od pola kwadratu o 4%.
18. O 19%, b) o ok. 23%.

19. Wysoki.

20. 9%.
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21. 15%.

22. Ok. 0.227 ke.

23. 60 kg. (Zadanie tatwo rozwiaza¢ w pamieci.)
24.61141.

25. 650.

26. 3 : 4.

27. 4.5 kg.

4.2 Odpowiedzi do zadan rozdziatu 2

1. a)ja <3 bjoz=-2lubr=2lubz=—-6lubz =6, ¢)z=3lub
r=-3
2. a)af;}—%, b) x = —2v21ub 2 = 2y/2lub x = —/2 lub 2 = /2, c) nie

ma rozwiazan.
3. a)x=2, b)x=0, ¢) 2<z<2

4. a) x = 3 lubx = =3 lub x = 9, b) nie ma rozwiazan, c¢) nie ma
rozwigzan.

5. a) x =2, b) nie ma rozwigzan, c) x = —

N[

6. a) Nie ma rozwiazan, b) z =01lubz =3, ¢) -3 <2 < 2.
7. —1 (wsk. |z + 1| moze by¢ réwny 0 lub 1).
8. a)—b<z<3, ba<-3lubar>2 ¢ —V3<z<V3

9. a)x<—\/§1ubx>\/§lub—1<x<1 b) -1<z<9, ¢)x<—12
lub x > 12.

10. a) 0 < z < 5, b) nie ma rozwigzan, c) 1 <z < 4.
11. a) x jest dowolna liczba, b) x <3, ¢) x <5.
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12. a) =6 < x < 6, b) dziedzina jest suma przedziatéw (—oo, —2), (-2, —1),
(1,2), (2,00), ¢) x < —11ub z > 1.

13. a) Punkt (0,0), b) punkt (0,0) i proste y = z iy = —x, c) cztery
punkty: punkty wspélne okregu z2 4+ y? = 1 z prostg y = z lub z prosta
Yy = —x.

14. a) Proste z —y = 51y —a = 5, b) cztery polproste: w pierwszej
¢wiartce jest potprosta x —y = 5, a zbidr jest symetryczny wzgledem kazdej
osi wspoétrzednych, c¢) dwie hiperbole: zy =51 zy = —5.

15. a) Osie wspotrzednych, b) proste z = y i x —y = 1, ¢) polptaszczyzna
x = 3y.

16. a) Osie wspélrzednych, b) oS y, dodatnia cze$¢ osi z, pétprosta y = 2x
dla z < 0 (wsk. rozwazy¢ przypadki: * = 0, x > 01 2z < 0), c¢) osiem
potprostych: w pierwszej ¢wiartce sg to potproste v —y=1iy—z =1, a
zbior jest symetryczny wzgledem kazdej osi wspotrzednych.

17. a) Okrag 2% + y*> = 1 i punkt (0,0), b) dwa punkty: punkty wspdlne
okregu 22 + y? = 1 i prostej y = z, c) zbiér pusty.

18. Na przyktad: zy(x 4+ 9) = 0.

19. a) Hiperbola symetryczna wzgledem prostej x = 1, b) wykres powstaje
przez odbicie wzgledem osi z lewej (tzn. dla < 1) gatezi hiperboli z punktu
a), c¢) wykres jest symetryczny wzgledem osi y, przy czym dla z > 0 pokrywa
sie z czescia hiperboli z punktu a).

20. a) Wykres otrzymamy, jezeli do wykresu funkcji y = Inx dodamy jego
odbicie symetryczne wzgledem osi y (wtedy y = In |z|), a nastepnie czesci wy-
kresu lezace pod osia = odbijemy symetryczne wzgledem tej osi, b) wystarczy
narysowa¢ wykres dla x > 0 i dodaé jego odbicie symetryczne wzgledem osi
y, c¢) wystarczy narysowaé¢ wykres dla x > 11 doda¢ jego odbicie symetrycz-
ne wzgledem osi y (funkcja nie jest okreslona dla —1 < z < 1), d) wystarczy
narysowaé wykres funkcji y = In(z — 1) i dodaé jego odbicie symetryczne
wzgledem prostej x = 1.

2l.a)x=1,y=0lubx=—-1l,y=2lubax=3,y=2, b)z=—-1,y=01ub
r=1lLy=2lubxr=—-1,y=-2lubxr=1,y=0.
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4.3 Odpowiedzi do zadan rozdziatu 3

1. a) Dla a = 0 kazda liczba spelnia rownanie, a dla a # 0 nie ma rozwiazan,

b) dla a = —1 i dla @ = 1 réwnanie jest spelnione tozsamosciowo, a dla

pozostaltych wartosci a jest jedno rozwiazanie: z = —1, ¢) dla a = 3 réwnanie

jest spetnione tozsamosciowo, dla a = —3 zadna liczba nie spelia rownania,
1

a dla pozostatych wartosci a jest jedno rozwiazanie: x = .

2. a) Dla a = —1 kazda liczba jest rozwiazaniem, dla a = 1 nie ma rozwia-

zan, a dla pozostalych wartosci a jest jedno rozwigzanie: © = Tjﬂ’ b) dla

el ) nie ma rozwigzan dla zadne;]

1+lal”

kazdego a jest jedno rozwiazanie: x =
wartosci a.

3. a)Dlaz = 0 kazda liczba y spelia réwnanie, dla x # sa dwa rozwiazania:
y=—1iy=1, b)dlay=—11luby =1 kazda liczba z spelnia réwnanie, a
dla pozostatych wartosci y jest jedno rozwiazanie: x = 0.

4. a) Dla kazdego = sa dwa rozwiazania: y = =21y =2, b)dlay = —2 lub
y = 2 kazda liczba x jest rozwigzaniem, a dla pozostalych wartosci y nie ma
rozwigzan.

5. a) Jezeli a = —3 lub a = 3, to kazda liczba spelnia réwnanie; dla pozo-

staltych wartosci a jest jedno rozwiazanie: x = —3, b) dla a > 2 réwnanie
. . , . .. o 4+a2 . o 4+a2

nie ma rozwigzan, dla a < 2 sa dwa rozwigzania: r = F*- i v = X%, c)

dla a = —1 jest jedno rozwigzanie: x = —1, dla a = 1 jest jedno rozwigzanie:

x =1, a dla pozostatych wartosci a sa dwa rozwigzania: r = —11i 2z = 1.

6. a) Jezelia = —v/2lub a = v/2, to nieréwnos¢ jest spetniona tozsamoscio-
wo, dla pozostatych wartosci a nieréwnos¢ jest spetniona dla kazdej liczby
T < =, b)jezelia = —1lub a = 1, to nie ma rozwigzan, jezeli —1 < a < 1,

Ma
to nieré6wnos¢ jest spetniona dla kazdego x > %M’ a dla pozostatych warto-

Sci a nieré6wnosé¢ spetniona przez liczby = < %M’ c¢) dla a = 0 nier6wnosé
jest spetniona dla dowolnego = # 0, dla @ > 0 nieréwnos¢ jest spetniona dla

dowolnego x > a, a dla a < 0 nieréwno$¢ jest spetniona dla dowolnego = < a.

7. a) Dla a = 0 réwnanie jest spelione tozsamosciowo, dla a > 0 rozwia-
zaniem jest kazda liczba x > _75, a dla a < 0 rozwiagzaniem jest kazda liczba
r < ’75, b) jezeli a = 1 lub a = 2, to nie ma rozwiazan, dla pozostatych
wartosci a jest jedno rozwiazanie: r = %, c)dlaa= —% jest jedno rozwia-
zanie: r = %, dla a # % sa dwa rozwiazania: © = a i x = 3 — a (wsk. mamy
réwnanie kwadratowe z wyréznikiem nieujemnym).
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8. a) Dla a = —1 kazda liczba jest rozwiazaniem, dla @ = 1 nie ma rozwia-

zan, dla pozostatych wartosci a jest jedno rozwigzanie: x = %, b) jezeli

a = 0 lub a = 4, to nie ma rozwigzan, dla pozostatych wartosci a jest jedno

rozwigzanie: r = ﬁ, c) jezeli a = 0 lub a < —5 lub a > 1, to nie ma

rozwigzan, jezeli a = % lub a = —%, to jest jedno rozwiazanie: x = 0, dla
s . . s _ 1-2|a| - _ 2|a|-1

pozostatych wartosci a sa dwa rozwigzania: x = A 1T = T

9. a) Jezeli a < —2 lub a > 2, to nie ma rozwiazan, jezeli a = —2 lub

a = 2, to jest nieskonczenie wiele rozwiazan, jezeli —2 < a < 2, to sg dwa
rozwiazania, b) dla 0 < a < 2 nie ma rozwiazan, dla a = 2 jest nieskonczenie
wiele rozwiazan, dla a > 2 sa dwa rozwiazania (pierwsze réwnanie ma sens
tylko dla a > 0), ¢) dla a = 0 jest jedno rozwiazanie, dla —oo < a < 0 nie
ma rozwiazan, dla 0 < a < oo sa dwa rozwigzania.

10. a) Jezeli @ = —1 lub a = 1, to jest nieskonczenie wiele rozwiazan, jezeli
a < —1, to sa dwa rozwiazania, jezeli —1 < a < 1, to jest jedno rozwiazanie,
jezeli a > 1, to nie ma rozwiazan, b) dla a > 1 nie ma rozwiazan, dla a =1
jest jedno rozwiazaie, dla —1 < a < 1 sa dwa rozwiazania, dla a = —1 sa
trzy rozwiazania, dla a < —1 sa cztery rozwigzania, c) jezeli a < —/2 lub
0 < a << V2, to sa dwa rozwigzania, jezeli —v/2 < a < 0 lub a > v/2, to sa
trzy rozwiazania.

11. a) Dla a = 2 jest nieskonczenie wiele rozwiazan, dla a # 2 nie ma roz-
wigzan, b) dla a =1 jest nieskonczenie wiele rozwiagzan, dla a = —1 nie ma
rozwiazan, dla pozostalych wartosci a sa dwa rozwiazania, c) dla a < —1
sa dwa rozwiazania, dla —1 < a < 1 sg trzy rozwiazania, dla a > 1 sa dwa
rozwigzania.
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