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Wstep

Publikacja ta powstata z myslg o studentach, ktorzy chca zdobyé upraw-
nienia do nauczania matematyki w szkole. Zawiera ona nieco podstawowych
wiadomosci z geometrii plaszczyzny i troche zadan z nimi zwiazanych. Jest
to oczywiscie geometria euklidesowa. Czytelnik moze odswiezy¢ swojg szkol-
na wiedze, by¢ moze poszerzyé ja, a na pewne zagadnienia spojrze¢ nieco
inaczej, czesto glebiej. Ma tez okazje do poéwiczenia umiejetnosci rozwig-
zywania zadan. Do niektérych zadan, oznaczonych symbolem *, podane sg
podpowiedzi, a niekiedy nawet rozwiazania (rozdziat 11).

Nie jest to zaden systematyczny wyktad geometrii, wiele tematow zostato
pominietych — na przykltad nie ma w ogodle trygonometrii. Zakres materiatu
zostal z grubsza dostosowany do programoéw gimnazjalnych.

Gwoli Scistosci dodam, ze w podawanych twierdzeniach kwantyfikator ogolny
(,dla kazdego”) wystepuje czesto w sposob niejawny — jest w domysle. Jest to
zgodne z tradycja. Na przyktad méwiac, ze kat wpisany oparty na pétokregu
jest prosty, mamy na mysli dowolny kat wpisany oparty na potokregu.
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1 Izometria, jednokladnos$é, podobienstwo

Wszystkie przeksztalcenia, o ktorych mowa w tym rozdziale, sa przekszice-
niami podzbioréw ptaszczyzny na podzbiory ptaszczyzny.

1.1 Przesuniecia, obroty, symetrie osiowe

Wedtug znanej definicji

przeksztatlcenie nazywamy izometrig, jezeli zachowuje odleglosc, tzn. odle-
gtosé miedzy obrazami dwoch dowolnych punktow jest rowna odleglosci mie-
dzy tymi punktams.

7 definicji tej wynika od razu, ze:

- identyczno$é jest izometria,

- izometria jest roznowartosciowa, a przeksztatcenie odwrotne jest tez izome-
trig,

- ztozenie izomerii jest izometrig.
Jak wiadomo

dwie figury nazywamy przystajgcymsi, jezeli istnieje izometria przeksztatcajg-
ca jedng na druggq.

7 wlasnodci izometrii wynika, ze przystawanie figur jest relacja typu rowno-
waznosci, tzn. zwrotna, symetryczng i przechodnia.

Mozna udowodnié, ze
dwa wrelokgty sq przystajgce wtedy i tylko wtedy, kiedy kolejne kqty jednego
wielokqgta sq rowne kolejnym kqgtom drugiego, a boki polozZone miedzy takima

samymi kgtami w jednym @ drugim wielokgcie sq rowne.

Zauwazmy, ze nie wystarczy zazadac, aby w jednym i w drugim wielokacie
byty takie same katy i boki — istotna jest ich kolejnos¢:



Wielokaty przedstawione na rysunku nie sg przystajace. Maja takie same
katy i takie same boki, ale nie wystepuja one w tej samej kolejnosci.

Aby wykazaé, ze dwa trojkaty sa przystajace, wystarczy postuzy¢ sie jedna z
tzw. cech przystawania tréjkatoéw, ktore zapewne Czytelnik dobrze pamieta.

Szczegdlnymi rodzajami izometrii sg przesunigcia, obroty i symetrie osiowe
(nazywane takze odbiciami lustrzanymi). Okazuje sie, ze te trzy przeksztalce-
nia pozwalajg otrzymac kazda izometrie — kazda izometria jest ich ztozeniem.

Co wiecej kazda izometrie mozna otrzymac jako zlozenie samych symetrii
osiowych, i to najwyzej trzech. W przypadku, kiedy izometria jest przesunie-
ciem lub obrotem — wystarcza dwie. Nietrudno to zobaczy¢:

f(A)

————————————0————-———o>

()

przesuniecie o wektor dtugosci 2d jest ztozeniem dwdch symetrii, ktorych osie
sg prostopadte do wektora przesuniegcia i odlegte od siebie o d,



D

“yF(A)

#(A)

obrét o kat 2o wzgledem punktu S jest ztozeniem dwoch symetrii, ktorych
osie przecinaja si¢ w punkcie S i tworza kat a.

Przypomnijmy, ze

obrot 0 180° wzgledem punktu S nazywamy inaczej symetrig srodkowq o srod-
ku S.

1.2 Izometrie wtasne figury

Izometrie wlasne danej figury geometrycznej sq to izometrie przeksztatcajgce
figure na siebie.

Oczywiscie kazda figura ma co najmniej jedna izometrie wtasng, jest nia
identycznos¢. Z reguty ja pomijamy, wymieniajac izometrie wtasne réznych
figur.

Na przyktad izometrie wlasne kota (okregu) sg to wszystkie obroty wzgledem
srodka oraz symetrie wzgledem jego srednic, a izometriami wlasnymi proste;
sg przesuniecia o wektory réwnolegte do prostej i symetrie srodkowe wzgle-
dem wszystkich punktow prostej. Zauwazmy, ze symetrie sSrodkowe prostej
pokrywaja sie z symetriami osiowymi wzgledem prostych do niej prostopa-

dtych.
Przypomnijmy, ze

figure majgcq co nagmniej jedng symetrie osiowq wlasng nazywamy o0siowo-
symetryczng, a 0§ tej symetrii nazywamy osiq symetrii figury.

Podobnie

figure majgcg co nagmniej jedng symetrie Srodkowq wtasng nazywamy Srod-
kowosymetryczng, a srodek tej symetrii nazywamy Srodkiem symetrii figury.
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1.3 Jednoktadnosé¢ i podobienstwo
Jak wiadomo podobienstwo jest przeksztalceniem zwigkszajacym lub zmniej-
szajacym diugosci wszystkich odcinkéw tyle samo razy. Mowiac Scisle,

przeksztatcenie f nazywamy podobienstwem, jezeli istnieje taka liczba s > 0,

ze |f(A)f(B)| = s|AB| dla kazdych dwdch punktéow A, B.

Liczbe s nazywamy skalg (inaczej wspdlczynnikiem lub stosunkiem) podobien-
stwa.

7, definicji natychmiast wynika, ze kazda izometria jest podobienstwem o
skali 1. Ponadto:

- identyczno$¢ jest podobienstwem,

- podobienstwo jest réznowartosciowe, a przeksztatcenie odwrotne jest tez
podobienstwem, przy czym podobienstwo odwrotne do podobienstwa o skali

s ma skale .

- ztozenie podobienstw jest podobienstwem.
Jak wiadomo

dwie figury nazywamy podobnymi, jezeli istnieje podobienstwo przeksztatca-
jace jedng na drugq.

Analogicznie jak przystawanie figur réwniez ich podobienstwo jest relacja
typu rownowaznosci.

Mozna udowodnié, ze

dwa wielokqly sq podobne wtedy i tylko wtedy, kiedy kolejne kqty jednego
wielokqgta sq rowne kolejnym kgtom drugiego, a boki polozZone miedzy takima
samymi kgtami w jednym i w drugim wielokqcie sq propocjonalne.

Szczegbdlnym przypadkiem podobienstwa jest jednokladnos$é, inaczej zwana
homotetia. Przypomnijmy, ze jezeli s jest dowolna liczba dodatnia, to

jednoktadnoscig o $rodku O i skali s nazywamy takie przeksztalcenie f, Ze
dla kazdego punktu A # O punkt f(A) jest wspolliniowy z punktami A i O,
punkt A lezy miedzy O i f(A) oraz |Of(A)] = s|OA|.

Niekiedy wprowadza si¢ takze pojecie jednoktadnosci o skali ujemne;j:

jednoktadnoscig o srodku O i skali s < 0 nazywamy takie przeksztatcenie f,
Ze dla kazdego punktu A # O punkt f(A) jest wspolliniowy z punktami A i
O, punkt O lezy miedzy A i f(A) oraz |Of(A)] = —s|OA|.
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Nietrudno zauwazy¢, ze jednoktadnos¢ o skali s i srodku O jest ztozeniem
jednoktadnosci o skali —s i $rodku O oraz symetrii srodkowej wzgledem O.

Analogicznie jak w przypadku podobienstwa rowniez skale jednoktadnosci
nazywamy inaczej wspotczynnikiem lub stosunkiem.

Duwre figury nazywamy jednoktadnyma, jezeli jedna jest obrazem jednoktad-
nym drugiej.

Tak jak przystawanie i podobienstwo roéwniez jednoktadno$c¢ figur jest relacja
typu rownowaznosci.

Oczywiscie figury jednoktadne sa podobne, ale nie na odwrét. Jako przyktad
wystarczy wzia¢ dwa tréjkaty podobne (na przyklad przystajace), ktérych
boki nie sa réwnolegte.

Podobienstwo figur zalezy tylko od ich wtasnosci wewnetrznych, natomiast
na jednoktadnos$¢ wptywa takze ich potozenie na ptaszczyznie.

Jak wiadomo
kazde podobienstwo jest ztozeniem izometrii 1 jednoktadnosci.

Zatem dwie figury sa podobne, jezeli istnieje trzecia figura przystajaca do
jednej z nich i jednoktadna do drugiej.

1.4 Zadania

1. Wykazaé, ze trojkat ma o symetrii wtedy i tylko wtedy, kiedy jest réow-
noramienny.

2. Dowies¢, ze jezeli trojkat ma trzy osie symetrii, to jest rownoboczny.
3. Wymieni¢ izometrie wtasne trojkata rownobocznego.

4. Poshugujac sie pojeciem symetrii osiowej, zdefiniowac:

a) symetralna odcinka, b) dwusieczna kata.

5. Zbadaé, czy nastepujace figury majg osie symetrii:

a) dwie proste, b) dwa okregi, c) prosta i okrag.

6. Wykazac, ze czworokat jest rownolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, kiedy
ma Srodek symetrii.



*7. Wykazaé, ze figura ograniczona ma co najwyzej jeden Srodek symetrii.

8. Wykaza¢, ze wielokat o nieparzystej liczbie wierzchotkow nie ma $rodka
symetrii.

9. Wykaza¢, ze ztozenie dwdch symetrii osiowych, ktérych osie sa prostopa-
dle, jest symetrig srodkows.

*10. Dana jest prosta i dwa punkty A i B poza nig. Znalezé na prostej taki
punkt C, aby suma odlegtoéci |AC| + | BC| byla najmniejsza.

11. Dane sa trzy punkty niewspétiniowe A, B i C, przy czym |AB| = |BC| #
|AC|. Znalez¢ taki punkt D, aby figura ABC'D miata o$ symetrii. Ile jest
rozwigzan?

12. Dane sa dwa okregi o rownych promieniach. Jak dobudowaé trzeci, aby
figura miata:
a) oS symetrii, b) srodek symetrii?

13. Znalez¢ symetrie wtasne figury sktadajacej sie z dwoch prostych réwno-
legtych przecietych trzecia.

10



2 Podstawowe wtasnosci trojkata

2.1 Katy i boki tréjkatow

Jak wiadomo

suma kgtow tréjkgta jest rowna 180°.

Stad wynika, ze mamy trzy mozliwosci:

- wszystkie katy trojkata sa ostre,

- doktadnie jeden kat trojkata jest rozwarty,
- doktadnie jeden kat tréjkata jest prosty.

Trojkat, ktéry ma co najmniej dwa katy rowne, jest rGwnoramienny, a tréjkat,
ktory ma wszystkie katy rowne, jest rownoboczny.

Roéwnosé trzech katow trojkata pociaga za soba rownos¢ trzech jego bokow,
i odwrotnie. Tak oczywiscie nie jest w innych wielokatach: z rownosci katow
nie wynika réwnosé¢ bokéw, ani z rownosci bokéw nie wynika réwnosé katow.
Przypomnijmy, ze

wielokqt, ktory ma rowne boki i rowne kqty nazywamy foremnym.
Trojkaty foremne sa to doktadnie trojkaty rownoboczne.

Twierdzenie o sumie katow trojkata pozwala obliczy¢ sume katow dowolnego
n-kata. Jest ona réwna (n — 2) - 180°.

Dowdd tego jest natychmiastowy w przypadku wielokatéw wypuktych, nato-
miast dla wielokatow wklestych jest dosy¢ skomplikowany.

Twierdzenie o sumie katéw trojkata pozwala wyznaczy¢ jego kat, jezeli dane
sa dwa pozostate. Z bokami tak nie jest, dwa boki nie wyznaczaja trzeciego.
Wiadomo tylko, ze jest on dtuzszy niz dwa pozostate w sumie:

kazdy bok trojkata jest wickszy od sumy dwoch pozostatych.

Wtasnos¢ ta nosi nazwe warunku trojkgta.

2.2 Symetralne, dwusieczne

Jak wiadomo

(1) symetralne bokéw trdjkgta majg punkt wspolny.
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Istotnie, niech A, B, C' beda wierzchotkami trojkata i niech P bedzie punktem
wspolnym symetralnych bokéw AB i BC. Taki punkt istnieje, bo symetralne
odcinkéw nieréwnoleglych przecinaja sie. Poniewaz

|AP| =|PB| i |BP|=|PC|,
wiec z przechodniosci relacji rownosci wynika, ze
|AP| = |PC,

a to oznacza, ze P jest takze punktem symetralnej boku AC.

W analogiczny sposob, rozpatrujac odlegtosci od bokow tréjkata, dowodzimy;,
ze

(2)  dwusieczne kqtow trogkgta majg punkt wspolny.
Z wtasnosci (1) wynika, ze dla kazdego tréjkata
istnieje punkt rowno oddalony od wierzcholkow,

a z wlasnosci (2) wynika, ze w kazdym tréjkacie
1stnieje punkt rowno oddalony od bokow.

Na zakonczenie udowodnimy pewna wtasnos¢ dwusiecznej, ktora przydaje
si¢ przy rozwigzywaniu zadan.

Zauwazmy, ze dla dowolnego odcinka C'D taczacego wierzchotek tréojkata
ABC z przeciwlegtym bokiem

C

trojkaty ADC' i DBC maja takie same wysokosci, jezeli za podstawy przyjac

odcinki a i b. Zatem
pole trojkata ADC' g

pole trojkata DBC ~ b

12



Jezeli odcinek C'D jest dwusieczng kata w trojkacie ABC, to

trojkaty ADC' 1 DBC maja takie same wysokosci, jezeli za podstawy przyjac
odcinki c i d. Zatem

pole trojkata ADC' _ ¢

pole trojkata DBC ~— d’

W konsekwencji

> e
&_Im

Oznacza to, ze

dwusieczna kgta w trojkgcie dzieli przeciwlegly bok na odcinki proporcjonalne
do pozostatych bokow trojkgta.

2.3 Wysokosci

Z wtasnosci (1) wynika rowniez, ze

wysokosci trojkgta lub ich przediuzenia majq punkt wspolny.

Istotnie, rozwazmy dowolny trojkat ABC'. Przez kazdy jego wierzchotek po-
prowadzmy prosta réwnolegta do przeciwlegtego boku. W ten sposob powsta-

nie nowy trojkat; oznaczmy jego wierzchotki literami D, E, F":
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Poniewaz czworokaty ABCD i ABFC' sa réwnolegtobokami, a w rownole-
gtobokach boki rownolegte sa réwne, wiec DC = AB = CF. Analogicznie
DA =CB = AE i EB = AC = BF. Oznacza to, ze wierzchotki tréjkata
ABC s $rodkami bokow trojkata DEF. Zatem wysokosci trojkata ABC' sa
zawarte w symetralnych bokéw trojkata DEF, a a te ostatnie maja punkt
wspolny.

Rysunek zostat sporzadzony w przypadku tréjkata ostrokatnego, ale rozu-
mowanie nie zalezy od rodzaju trojkata. Twierdzenie jest wiec udowodnione.

Mozna wykazac, ze jezeli trojkat jest ostrokatny, to przecinaja sie jego wy-
sokosci, a jezeli trojkat jest rozwartokatny, to przecinaja sie przedluzenia
wysokosci. W pierwszym przypadku punkt przecigcia lezy wewnatrz trojka-
ta, a w drugim na zewnatrz.

Jezeli natomiast tréjkat jest prostokatny, to punktem wspoélnym jego wyso-
kosci jest wierzchotek przeciwlegly do przeciwprostokatne;j.

Przypomnijmy, ze punkt wspoélny wysokosci lub ich przedtuzen nazywamy
ortocentrum.

2.4 Srodkowe

Przypomnijmy, ze

srodkowa jest to odcinek tgczqcey Srodek boku trojkata z przeciwleglym wierz-
cholkiem.

Zauwazmy, ze

srodkowa dzieli trojkgt na dwa trojkgty o rownych polach.
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Dowiedziemy, ze

(3)  Srodkowe bokéw trdjkgta majq punkt wspdlny, przy czym dzieli on kazdg
srodkowq w stosunku 1 : 2.

Skorzystamy z wlasnosci, ze

(4)  odcinek lgczacy Srodki dwdch bokéw trojkata jest rownolegly do trzeciego
boku i rowny jego polowie.

Wtasnos¢ ta jest konsekwencja twierdzenia Talesa, ale moze by¢ dowiedziona
takze bezposrednio.

Istotnie, rozwazmy dowolny trojkat ABC' i zatézmy, ze K jest srodkiem boku
AC, a L jest érodkiem boku CB:

C

A B

Poprowadzmy odcinek KL’ réwnolegly do boku AB i odcinek L'M réwnole-
gty do boku AC"

Zatem |KC| = |AK| = |L'M|. Trojkaty K L'C'i M BL' maja wigc po jednym
boku rownym, a poniewaz majg réwne katy, wiec sa przystajace. Stad wynika,
ze |CL'| = |L'B|. Zatem L = L', co konczy dowdd (4).

Aby dowiesé¢ whasnosci (3), rozwazmy dwie dowolne $rodkowe tréjkata ABC,
oznaczajac ich wspélny punkt literg P:

15



Niech punkty E i F beda érodkami bokéw AC i BC, a punkty G i H —
srodkami odcinkow AP i PB:

Z (4) wynika, ze tréjkaty EPF i PGH maja réwne katy oraz |EF| =
1

§|AB] = |GH|. Zatem trdjkaty te sa przystajace. W konsekwencji

|AP| =2|PF| i |BP|=2|PE|.

Oznacza to, ze kazda $rodkowa dzieli kazda inng srodkowa na dwa odcinki,
ktorych stosunek wynosi 1 : 2.

Niech teraz sq, so i s3 bedg srodkowymi trojkata. Poniewaz zaréwno punkt
wspolny érodkowych s; i s9, jak i punkt wspolny srodkowych s, i s3 dzielg
srodkowg sy w takim samym stosunku, wiec punkty te pokrywaja sie. Ozna-
cza to, ze wszystkie srodkowe maja punkt wspolny.

Przypomnijmy, ze punkt wspolny srodkowych jest Srodkiem ciezkosci trojka-
ta.
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2.5 Zadania

1. Obliczy¢ kat n—kata foremnego.
2. Cgzy istnieje wielokat foremny o kacie 125°7

3. Uzasadni¢, ze startujac z dowolnego punktu okregu i odmierzajac w znany
sposob odcinek réwny promieniowi kota wrécimy po szesciu razach do punktu
wyjscia.

*4. Udowodni¢, ze nie istnieje trojkat o wysokosciach 1, 21 3.

5. Wykazaé, ze dwusieczne katow przy podstawie trojkata rownoramiennego
sg rowne.

6. Dowies¢, ze jezeli w trojkacie srodkowa jednego z bokéw pokrywa sie
z dwusieczng przeciwlegtego kata, to trojkat jest réwnoramienny.

7. Wysokos¢ trojkata dzieli podstawe na poét i jest od niej dwa razy krotsza.
Dowies¢, ze trojkat jest prostokatny.

8. W jakich tréjkatach dltugosé srodkowej jednego z bokéw jest rowna po-
towie dtugosci tego boku?

9. Wykazaé¢, ze dwa wierzchotki dowolnego tréjkata sa rowno oddalone od
prostej zawierajacej srodkowa boku je taczacego.

10. Czy dwusieczne dwoéch katow trojkata moga przecinaé sie pod katem
prostym?

*11. Uczen twierdzi, ze jezeli podstawe trojkata réwnoramiennego podzielié
na trzy réwne czesci i punkty podziatu potaczy¢ z wierzchotkiem, to w ten
sposob kat przy wierzchotku zostanie podzielony na trzy rowne czesci. Czy
ma racje? Odpowiedz uzasadnic.
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3 Twierdzenie Pitagorasa

3.1 Twierdzenie Pitagorasa i odwrotne

Twierdzenie Pitagorasa jest chyba najbardziej znanym twierdzeniem sposrod
wszystkich twierdzen, ktore sa w programach szkolnych. Mozna je formuto-
wac jako zwiazek miedzy bokami trojkata prostokatnego lub zwiazek miedzy
polami kwadratéw zbudowanych na tych bokach.

Jak wiadomo twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa jest réwniez
prawdziwe. Aby je podaé, dobrze jest sformutowaé twierdzenie Pitagorasa,
nie uzywajac nazw bokéw trojkata prostokatnego — na przyktad tak:

jezeli trojkat jest prostokgtny, to suma kwadratéw pewnych (lub: krotszych)
dwdch jego bokdw jest réwna kwadratowi trzeciego (lub: najdtuzszego) boku.

Jest wiele rozmaitych dowodéw twierdzenia Pitagorasa i mozna je bez trudu
znalez¢ nawet w podrecznikach gimnazjalnych. Natomiast nietatwo znalezé
dowdd twierdzenia odwrotnego.

Dowod ten jest prosty i krotki. Istotnie, zatdézmy, ze boki a,b,c pewnego
trojkata T spetniajg réwnosé

*) @+ =c

i rozwazmy trojkat prostokatny 7" o przyprostokatnych a, b. Oznaczmy jego
przyprostokatna litera x. Wtedy na mocy twierdzenia Pitagorasa zachodzi
zwiazek a® + b* = x?%, co wobec (*) pocigga za sobg réwnos$é¢ x = c. Oznacza
to, ze trojkat T jest przystajacy do trojkata T. W konsekwencji tréjkat T
jest prostokatny.

3.2 Uogoblnienie na wielokaty podobne

Twierdzenie Pitagorasa ma ro6zne uogélnienia. W jednym z nich kwadraty na
bokach trojkata prostokatnego zastepujemy dowolnymi wielokatami podob-
nymi, przy czym skala podobienstwa jest rowna stosunkowi odpowiednich
bokéw trojkata:

jezeli wielokgty Wy, Wy, W3 sq podobne w skali a : b : ¢, gdzie a, b, ¢ sq
odpowiednio przyprostokgtnymi @ przeciwprostokgtng trojkgta prostokgtnego,
to suma pol wielokgtow Wy 1 Wy jest rowna polu wielokgta Ws.
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Dowdd jest nietrudny. Istotnie, jezeli oznaczymy pola wielokatéw odpowied-
nio Py, Py, Ps, to Py : Py : Py =a? : b% : . Zatem

P1 a2 PQ b2
o — 5 Oraz — = —5.

Py 2 Py ¢
Stad po dodaniu stronami otrzymujemy

P1—|—P2_a2—|—62
P 2

W konsekwencji z twierdzenia Pitagorasa wynika rownoscé

P1+P2:P3.

3.3 Ekierki

Twierdzenie Pitagorasa pozwala obliczy¢ bok trojkata prostokatnego, jezeli
dane sa dwa pozostate boki. W przypadku trojkata prostokatnego z katami
ostrymi 45° lub 30° i 60° wystarczy znac¢ jeden bok, aby na podstawie twier-
dzenia Pitagorasa moéc obliczy¢ dwa pozostate. Wynika to stad, ze w pierw-
szym tréojkacie przyprostokatne sa rowne:

45° 45°

a w drugim jedna przyprostokatna jest potows przeciwprostokatne;j:

/S |30°

J/ 60°
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Zmajac zatem x, obliczymy y, i na odwrét. Nie trzeba tu postugiwaé sie
funkcjami trygonometrycznymi.

Trojkaty, o ktérych mowa, nazywane sa popularnie ekierkami. Nazwa wzieta
sie stad, ze owe przybory geometryczne majg ksztalt wlasnie takich trojka-
tow.

3.4 Zadania

1. 7 jakiego twierdzenia trzeba skorzystac, aby rozstrzygnac, czy tréjkat o
bokach:

a) 5, 7,8 b) 10, 11, 12
jest prostokatny?

2. Uczen rozumuje:

Liczby 2, 3, 4 mie sq diugoSciami bokow tréjkgta prostokgtnego. Wynika to
z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa: jezeli suma kwadratow
dwoch liczb jest rowna kwadratow: trzeciej liczby, to liczby te sq dlugosciami
bokow trogkata prostokgtnego. W naszym przypadku zalozenie tego ostatniego
tunerdzenia nie jest spelnione, a wiec takze i teza nie jest spetniona.

Czy rozumowanie ucznia jest poprawne?

3. Uczen pisze:

Tréjkat o bokach 3, 4, 5 jest prostokqtny, bo 3% +4% = 52, a jezeli tréjkqt jest
prostokgtny, to suma kwadratow przyprostokgtnych jest réwna kwadratow:
przeciwprostokgtney.

Czy wnioskowanie to jest poprawne?

4. Uczen pisze:

Trégkgt o bokach 3, 4, 6 nie jest prostokgtny, bo 3% + 42 # 62, a jezeli tréjkgt
jest prostokgtny, to suma kwadratow przyprostokgtnych jest rowna kwadrato-
wi przeciwprostokgtner.

Czy wnioskowanie to jest poprawne?

5. lle jest trojkatow prostokatnych, ktérych boki sa kolejnymi liczbami na-
turalnymi?

6. Ile jest trojkatow prostokatnych, ktorych boki sa kolejnymi liczbami pa-
rzystymi?

20



7. lle jest trojkatow prostokatnych, ktorych boki sa kolejnymi liczbami nie-
parzystymi?

8. Dowies¢, ze w rombie suma kwadratéw przekatnych jest cztery razy wiek-
sza od kwadratu boku.

9. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, udowodni¢, ze suma pol trojkatow
rownobocznych zbudowanych na przyprostokatnych tréjkata prostokatnego
jest réwna polu trojkata rownobocznego zbudowanego na przeciwprostokat-
nej.

*10. Udowodnié, ze w twierdzeniu Pitagorasa kwadraty na bokach tréjkata
mozna zastapi¢ dowolnymi n-katami foremnymi: suma poél n-katéw forem-
nych zbudowanych na przyprostokatnych jest rowna polu n-kata foremnego
zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

*11. Dany jest dowolny tréjkat prostokatny. Rysujemy okrag, ktérego srednicg
jest przeciwprostokatna i dwa potokregi, ktérych srednicami sg przyprosto-
katne. W ten sposéb tworza sie tzw. ksiezyce Hipokratesa:

Dowies¢, ze suma pol ksiezycow Hipokratesa jest réwna polu tréjkata.

Przypominam, zZe w zadaniach dotyczqcych ekierek nie postugujemy sie funk-
cjami trygonometrycznymai!

12. Jeden z katow tréjkata prostokatnego wynosi 30° lub 45°, a jeden z bo-
kow jest rowny a. Znalez¢ dwa pozostate boki, rozwazajac wszystkie mozliwe
przypadki.
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*13. Przekatne réwnolegtoboku tworzg kat 60°, a ich dlugosci sg rowne 4 1 8.
Obliczy¢ obwdd rownlegtoboku.

*14. Dwa boki trojkata sa réwne 4 i 6 1 tworza kat 45°. Obliczy¢ pole tego
trojkata.

*15. Dwa boki trojkata maja sq rowne 4 1 5 1 tworzg kat 30°. Obliczy¢ pole
tego trojkata.

16. Obliczy¢ pole trapezu réwnoramiennego, ktorego krotsza podstawa wy-
nosi 5, ramie wynosi 4, a kat ostry ma 60°.

17. W trojkacie rownoramiennym jest kat 120°, a wysokosc poprowadzona
z wierzcholka tego kata wynosi /5. Obliczy¢ boki tréjkata.
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4 Twierdzenie Talesa

4.1 Twierdzenie Talesa 1 odwrotne

Twierdzenie Talesa ma wiele réwnowaznych sformutowan. Oto jedno z nich,
pochodzace z ,Elementow” Euklidesa.

Odcinek tgczqgey dwa boki trojkgta i rownoleglty do trzeciego boku dzieli boki
tego trojkgta w jednakowym stosunku:

jezeli KL||RQ, to

a_ ¢
L =3
Prosty dowdd tego twierdzenia, w ktérym pordéwnuje sie pola pewnych troj-
katow, mozna rowniez znalezé w , Elementach”.

Zauwazmy, ze z twierdzenia Talesa natychmiast wynika twierdzenie do niego
odwrotne. Istotnie, zalézmy nie wprost, ze réwnosé (1) jest speliona, a od-
cinek K L nie jest réwnolegly do boku RQ. Istnieje wtedy taki punkt K’ na
boku PR, ze K'L||RQ:




Wtedy na mocy twierdzenia Talesa otrzymujemy

a |PK'|

b~ |K'R|’

co jest sprzeczne z (1).

4.2 Rownowaznosé kilku proporcji

Zauwazmy, ze réwnosé (1) jest réwnowazna kazdej z dwdch réwnosci

a ¢
(2) a+b c+d
b

_d
(3) a+b c+d

co mozna ltatwo sprawdzi¢ ,mnozeniem na krzyz”.

Mamy zatem rézne mozliwosci sformutowania tezy twierdzenia Talesa.

Ponadto stosujac twierdzenie Talesa do odcinka LM rownolegltego do boku

PR

i formutujac teze w postaci réwnosci typu (3), otrzymamy

a €

a+b e+ f°

Stad i z (2) wynika, ze

a _ ¢ _ e
a+b c+d e+ [’

Oznacza to, ze boki trojkata PLK sa proporcjonalne do bokéw tréjkata
PQR:
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Mamy wiec jeszcze jedng postaé tezy twierdzenia Talesa.

4.3 Cechy podobienstwa tréjkatéw

Takze zatozenie twierdzenia mozna sformutowac inaczej, rozwazajac trojkaty
o réwnych katach. Jezeli bowiem dwa trojkaty maja rowne katy

to istnieje izometria przeprowadzajaca mniejszy trojkat w wiekszy tak, aby
byly potozone jak na rysunku:

Zatem twierdzenie Talesa mozna w sposéb rownowazny sformutowaé tak:
jezeli dwa trojkaty majg rowne kqty, to ich boki sq proporcjonalne.

Twierdzenie odwrotne ma wtedy postac:
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jezeli dwa trojkaty majg boki proporcjonalne, to majg rowne kqty.

7 tych dwoch twierdzen wynika, ze do podobienstwa trojkatoéw wystarcza
rowno$¢ ich katéw lub proporcjonalnosé¢ bokéw. Sa to dwie sposréd trzech
cech podobienstwa trojkatow.

Trzecia cecha podobienstwa jest nastepujaca:

jezeli dwa tréjkaty majq taki sam kqt, a boki ten kgt tworzgce w jednym i w
drugim tréjkgcie sq proporcjonalne, to te trojkqgty sq podobne.

Istotnie, zatézmy, ze boki trojkatow

C ., a b
spelniaja réwnosé AR

Przeksztalémy mniejszy trojkat w wiekszy przez izometrie — tak jak na ry-
sunku:

Wtedy AB||C'D. W konsekwencji katy mniejszego tréjkata sa réwne katom
wiekszego.
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7 pierwszej cechy podobienstwa trojkatow wynika, ze
jezeli trojkaty prostokgtne magjq taki sam kqt ostry, to sq podobne.

Wyprowadzimy stad pewien wniosek dotyczacy jednej z wysokosci trojkata
prostokatnego — tej, ktora jest opuszczona na przeciwprostokatna. Wysokosé
ta dzieli trojkat na dwa trojkaty prostokatne:

Poniewaz o + 3 = 90°, wiec pozostate katy sa takie jak na rysunku:

Zatem trojkaty te sg podobne. Z proporcjonalnosci odpowiednich bokoéw wy-

. . h_y
nika, ze T skad

h =\/zy.
Oznacza to, ze

wysokos¢ trojkqta prostokgtnego opuszczona na przeciwprostokgtng jest Sred-
niq proporcjonalng (inaczej: geometryczng) dwdch odcinkéw, na ktore jg dzie-

li.

4.4 Zadania

1. Udowodni¢, ze odcinki réwnolegte do podstaw trapezu i taczace punkt
przecigcia jego przekatnych z bokami trapezu sg réwne.
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2. Gimnazjalista rozwigzuje zadanie:
Czy trégkaty o bokach:

a)3,4,5 i 15,20, 25

b)3,4,6 1 9,12, 17

majqg rowne kqty?

Pisze odpowiedz:

a) Tak, bo boki sq proporcjonalne, a wiadomo, Ze jezeli kqty sq réwne, to boki
sq proporcjonalne.

b) Nie, bo boki nie sq proporcjonalne, a jezeli kqty sq réwne, to boki sq pro-
porcjonalne.

Czy odpowiedz jest poprawna?

3. Podstawy trapezu maja dtugosci 31 7, a jego pole wynosi 25. Obliczy¢:
a) odlegtos¢ punktu przecigcia przekatnych od krétszej podstawy,

b) dlugo$¢ odcinka przechodzacego przez punkt przeciecia przekatnych i
rownolegtego do podstaw trapezu.

4. W trojkacie rownobocznym o boku a umieszczono kwadrat tak, ze dwa
wierzchotki kwadratu lezg na jednym boku trojkata, a pozostale dwa na
roznych. Obliczy¢ pole tego kwadratu.

5. Udowodni¢, ze jezeli odcinek taczacy dwa boki trojkata jest rownolegty do
trzeciego boku i jeden koniec odcinka pokrywa si¢ ze srodkiem odpowiedniego
boku, to drugi koniec tez.

6. Udowodni¢, ze odcinek taczacy srodki dwoch bokow tréjkata jest réwno-
legty do trzeciego boku i réwny jego potowie.

7. W trojkacie ABC wysoko$¢ C'D wynosi b, |AD| = 41 |DB| = 8. Obliczy¢
dhugo$¢ odcinka réwnolegtego do C'D, ktorego konice leza na bokach trojkata
i ktory dzieli trojkat ABC' na dwie figury o réwnych polach.

*8. Udowodnié, ze srodki bokéw dowolnego czworokata sg wierzchotkami row-
nolegtoboku.

*9. Dowies$é, ze odcinek laczacy $rodki ramion trapezu jest rownolegly do
jego podstaw i rowny ich Sredniej arytmetyczne;j.
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5 Okrag i kolo

5.1 Katy wpisane i sSrodkowe

Niech bedzie dane dowolne koto. Wedtug definicji

kaqt wpisany jest to kgt miedzy cieciwami wychodzgcymsi z tego samego punktu,
kaqt srodkowy jest to kgt miedzy promieniami.

Wiemy, ze

kgt wpisany jest dwa razy mniejszy od kgta srodkowego opartego na tym sa-
mym tuku.

Przypomnijmy dowdd tego twierdzenia, rozwazajac trzy roézne potozenia kata
wpisanego wzgledem S$rodka kota:

- srodek kota lezy na ramieniu kata wpisanego,
- srodek kota lezy wewnatrz kata wpisanego,
- srodek kota lezy na zewnatrz kata wpisanego.

W pierszym przypadku mamy

x4 B =180°, 2a+ 3= 180°,

skad
T = 2.
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Dwa pozostate przypadki sprowadzimy do pierwszego, prowadzac z wierz-
chotka kata wpisanego srednice kota. Przyjmujac oznaczenia jak na rysun-
kach, widzimy, ze:

- w drugim przypadku

kat wpisany jest rowny « + 3, a odpowiadajacy mu kat srodkowy jest réwny
2a0 + 203,

- w trzecim przypadku

kat wpisany jest rowny a — (3, a odpowiadajacy mu kat Srodkowy jest rowny
200 — 200.
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7 udowodnionego twierdzenia wynika natychmiast, ze

katy wpisane oparte na tym samym tuku sqg réwne.

Wtasnos¢ t¢ mozna uogdélnic:

katy sq rowne wtedy i tylko wtedy, kiedy sq oparte na rownych tukach.

Istotnie, rownos¢ katow wpisanych jest rownowazna réwnosci odpowiadaja-
cych im katow érodkowych, a katy srodkowe sg réwne wtedy i tylko wtedy,
kiedy sa oparte na réwnych tukach.

7 twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym wynika tez, ze
kgt wpisany oparty na potokregu jest prosty.

Wtasnos¢ t¢ mozna udowodni¢ takze bezposrednio, korzystajac z twierdzenia
o sumie katéw trojkata:

200 + 203 = 180°, skad o+ (= 90°.

5.2 Styczna do okregu

W wielu zadaniach korzystamy z wtasnosci, ze

styczna do okregu jest prostopadta do promienia wychodzgcego z punktu stycz-
nosci.

Wynika to z symetrii osiowej figury zlozonej z okregu i stycznej do niego.

Istotnie, niech k bedzie prosta styczna do okregu w punkcie P, a [ prosta
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prostopadta do k i przechodzaca przez srodek okregu. Symetria wzgledem
[ przeprowadza okrag na siebie, a prosta k tez na siebie. Stad wynika, ze
punkt wspélny prostej £ i okregu przechodzi na punkt wspélny prostej k i
okregu, a poniewaz P jest jedynym punktem wspolnym prostej k z okregiem,
wigc jest on punktem stalym symetrii. Zatem P lezy on na osi symetrii,
co oznacza, ze prosta [ przechodzi przez punkt stycznosci. W konsekwencji
promien wychodzacy z punktu stycznosci jest zawarty w [, co konczy dowod.

Czesto tez korzystamy z wtasnosci, ze

jezeli A jest punktem wspolnym dwdoch stycznych do tego samego okregu, a B
i C' sq punktami stycznosci, to |AB| = |AC].

Jest to natychmiastowa konsekwencja tego, ze

A B

trojkaty ABO 1 ACO sa prostokatne i maja po dwa boki réwne (w tym jeden
wspolny), a wiec sa przystajace.

5.3 Zadania

1. Czy przez kazde trzy punkty przechodzi okrag? Czy ustalone trzy punkty
moga leze¢ na wigcej niz jednym okregu?

2. Wykaza¢, ze kat miedzy styczna i cieciwa okregu poprowadzona z punktu
stycznosci jest rowny potowie kata srodkowego opartego na tuku wyznaczo-

nym przez cieciwe — tym, ktéry lezy miedzy cieciwg a styczna.
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3. Udowodni¢, ze srednica kota potowi cieciwe wtedy i tylko wtedy, kiedy
jest do niej prostopadta.

4. Przez punkt stycznosci dwoéch okregow prowadzimy prosta przecinajaca
jeden okrag w punkcie P, a drugi w punkcie (). Udowodnié¢, ze styczne do
okregéw w punktach P i ) sg réwnolegte.

*5. Udowodnié, ze dla dowolnego trojkata ABC' okrag o $rednicy AB prze-
cina okrag o srednicy AC' w punkcie lezacym na prostej BC.

*6. Zbadac¢, w jakich trojkatach symetralne bokéw przecinaja sie w punkcie
lezacym:
a) na zewnatrz trojkata,
b) na boku tréjkata,
¢) wewnatrz trojkata.

7. W koto wpisano dwa trapezy o bokach odpowiednio réwnolegtych. Udo-
wodni¢, ze przekatne jednego trapezu sg rowne przekatnym drugiego trapezu.

*8. Z punktu O lezacego na zewnatrz kota poprowadzono dwie sieczne. Jedna
sieczna przecina okrag w punktach A i A’, a druga w punktach B i B/,
przy czym A lezy miedzy A" i O, a B lezy miedzy B’ i O. Dowie$é, ze
|OA|-|OA"| = |OB|-|OB|.
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6 Wielokaty wpisane w okrag

Uwaga. Okredlenie ,wielokat wpisany w okrag” mozemy zastapi¢ okresle-
niem ,wielokat wpisany w koto”. Zamiast méwic, ze ,wielokat jest wpisany
w okrag (w koto)” mozemy powiedzie¢, ze ,okrag (koto) jest opisany (opisa-
ne) na wielokacie”.

6.1 Srodek okregu opisanego na danym wielokacie

Zgodnie z definicja,

wielokqt nazywamy wpisanym w okrgg (w kolo), jezeli wszystkie jego wierz-
chotki lezg na pewnym okregu.

Jezeli zatem wielokat jest wpisany w okrag, to srodek okregu jest punk-
tem réwno oddalonym od wszystkich jego wierzchotkéw - jest wiec punktem
wspoOlnym symetralnych wszystkich bokéw wielokata.

Stad wynika, ze

wielokqt jest wpisany w okrgg wtedy 1 tylko wtedy, kiedy symetralne wszystkich
jego bokow majqg punkt wspdlny.

W szczegdlnosci (zob. s. 11)

kazdy trojkqgt jest wpisany w okrgg.

6.2 Czworokaty wpisane w okrag

Do rozstrzygniecia, czy dany czworokat jest czy nie jest wpisany w okrag,
stuzy znane kryterium dotyczace katéw czworokata. Jak wiadomo,

czworokqt jest wpisany w okrgg wtedy i tylko wtedy, kiedy suma przeciwlegtych
kgtow jest réowna 180°.

Implikacja w jedna strong jest konsekwencjg twierdzenia o kacie wpisanym i
srodkowym. Jezeli bowiem czworokat jest wpisany w okrag o$rodku S, to
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2a0 + 23 = 360°, skad o+ B = 180°.

Roéwnosé ta jest prawdziwa takze w przypadku, kiedy srodek okregu lezy na
zewnatrz wielokata lub na jego brzegu — sporzadzenie odpowiednich rysunkow
zostawiam Czytelnikowi.

Zauwazmy, ze implikacji tej mozna tez dowies¢ inaczej, nie korzystajac z
twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym. Wystarczy zauwazy¢, ze tréj-
katy powstate przez potaczenie $rodka okregu z wierzchotkami wielokata sa
rOwnoramienne i skorzystac¢ z tego, ze suma katéw czworokata jest rowna
360°. W przypadku, kiedy srodek okregu lezy wewnatrz czworokata mamy
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200+ 28+ 27+ 26 = 360°, skad a4+ B+~ + 3= 180°.

Pozostate przypadki pozostawiam do rozpatrzenia Czytelnikowi.

Aby dowies¢ implikacji odwrotnej, zalézmy, ze suma katow przeciwlegtych
czworokata ABC'D wynosi 180° i rozwazmy okrag przechodzacy przez trzy
jego wierzchotki:

Oznaczajac przez ¢ kat czworokata przy wierzchotku D, mamy z zalozenia
réwnosé 49 = 180°. Stad 20+2 = 360°, wiec 20 jest miara kata sSrodkowego
przedstawionego na rysunku:
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W konsekwencji § jest katem wpisanym opartym na tuku ABC. Zatem wierz-
chotek D lezy na tym samym okregu, co wierzchotki A, B, C.

Na zakonczenie wspomne jeszcze o jednym kryterium opisywalnosci okregu
na czworokacie, mianowicie o twierdzeniu Ptolemeusza. Méwi ono, ze

czworokgt jest wpisany w okrgg wtedy 1 tylko wtedy, kiedy iloczyn jego prze-
kgtnych jest rowny sumie iloczynow przeciwlegtych bokow:

D

|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |AD| - |BC|.

6.3 Zadania

1. Dowies¢, ze jezeli symetralne n — 1 bokéw n-kata maja punkt wspolny,
to jest on punktem wspélnym symetralnych wszystkich bokéw tego n-kata.

*2. Dowiesé, ze kazdy wielokat foremny jest wpisany w okrag.

3. Dowies¢, ze réwnolegtobok jest wpisany w okrag wtedy i tylko wtedy, kie-
dy jest prostokatem, nie korzystajac z kryterium wpisywalnosci czworokata
w okrag.

4. Dowiesc¢, ze réwnolegtobok jest wpisany w okrag wtedy i tylko wtedy,
kiedy jest prostokatem, korzystajac z kryterium wpisywalnosci czworokata w
okrag.
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*5. Dowiesé, ze trapez jest wpisany w okrag wtedy i tylko wtedy, kiedy jest
rOwnoramienny, nie korzystajac z kryterium wpisywalnosci czworokata w
okrag.

6. Dowies¢, ze trapez jest wpisany w okrag wtedy i tylko wtedy, kiedy jest
roOwnoramienny, korzystajac z kryterium wpisywalnosci czworokata w okrag.

7. Dowies¢, ze krawedzie boczne ostrostupa sa rowne wtedy i tylko wtedy,
kiedy jego wysokos¢ przecina podstawe w srodku okregu na niej opisanego.

*8. Na tréjkacie, ktorego dwa katy sa rowne 37° 1 86°, opisano okrag, a na-
stepnie poprowadzono styczne do okregu w wierzchotkach trojkata. Obliczy¢
katy trojkata utworzonego przez te styczne.

9. Uczen ma udowodni¢, ze kazdy réwnolegtobok wpisany w okrag jest pro-
stokatem. Pisze tak:

W kazdym czworokgcie wpisanym w okrgg sumy przeciwlegtych kgtow sq row-
ne. Jezeli rownolegltobok nie jest prostokgtem, to ma dwa kqty przeciwlegle
ostre, pozostate dwa rozwarte. Zatem ich sumy nie sq rowne i taki rownole-
gtobok nie jest wpisany w okrgg.

Czy rozumowanie ucznia jest poprawne?
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7 Wielokaty opisane na okregach

Uwaga. Okreslenie ,wielokat opisany na okregu” mozemy zastgpi¢ okresle-
niem ,wielokat opisany na kole”. Zamiast mowic, ze ,wielokat jest opisany
na okregu (na kole)” mozemy powiedzie¢, ze ,okrag (kolo) jest wpisany (wpi-
sane) w wielokat”.

7.1 Srodek okregu wpisanego w dany wielokat

Na mocy znanej definicji

wielokqt nazywamy opisanym na okrequ, jezeli wszystkie jego boki sq styczne
do tego okregu.

Jezeli zatem wielokat jest opisany na okregu, to srodek okregu jest punktem
rowno oddalonym od wszystkich jego bokéw - jest wiec punktem wspolnym
dwusiecznych wszystkich katow wielokata.

Stad wynika, ze

wielokqt jest opisany na okrequ wtedy @ tylko wtedy, kiedy dwusieczne wszyst-
kich jego kqtow majqg punkt wspdlny.

W szczegdlnosci

kazdy trojkqt jest opisany na okregu.

Wtasnos¢ t¢ mozna uogdélni¢. Zauwazmy mianowicie, ze

trzy kolejne boki kazdego wielokqgta sq styczne do pewnego okregu.

Jest to konsekwencja tego, ze dwusieczne dwoch sasiednich katéow wielokata
maja punkt wspoélny.

7.2 Czworokaty opisane na okregach

Jak wiadomo

czworokgt jest opisany na okrequ wtedy 1 tylko wtedy, kiedy sumy przeciwle-
gtych jego bokow sg rowne.

Istotnie, jezeli czworokat ABC'D jest opisany na okregu, to
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|AB|+|CD|=a+b+c+d=|BC|+|AD|.

Zatozmy teraz, ze sumy przeciwlegltych bokéw wielokata ABC'D sa rowne
i rozwazmy okrag styczny do trzech jego bokéw, przyjmujac oznaczenia jak
na rysunku:
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Poniewaz
|AB| +|CD| = |BC| + |AD|, wiec a+b+c+d=0b+c+|AD|,
skad
|AD| = a +d.
Stad wynika, ze bok AD jest takze styczny do okregu, co konczy dowdd.

7.3 Zadania

1. Dowies¢, ze jezeli dwusieczne n — 1 katow n-kata maja punkt wspolny,
to jest on punktem wspélnym dwusiecznych wszystkich katow tego n-kata.

*2. Dowiesé, ze kazdy wielokat foremny jest opisany na okregu, przy czym
srodek tego okregu pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na wielokacie.

3. Dowies¢, ze jezeli w réwnolegtobok mozna wpisa¢ okrag, to jest on rom-
bem.

4. Uczen uzasadnia, ze jezeli kolejne boki czworokata sa réwne 3, 4, 5 i 6,
to nie istnieje okrag na nim opisany. Pisze:

Wynika to stqd, zZe w kazdym czworokgcie opisanym na okregu sumy par
przeciwlegtych bokow sq rowne, a tutaj tak nie jest, bo: 3+ 5 # 4 + 6.

Czy rozumowanie ucznia jest poprawne?

5. Uczen uzasadnia, ze jezeli kolejne boki czworokata sa réwne 3, 4, 5 1 4,
to istnieje okrag na nim opisany. Pisze:

Wynika to sted, ze w kazdym czworokgcie opisanym na okregu sumy par
przeciwlegltych bokow sq réwne, a tutaj tak jest, bo: 3+ 5 =4+ 4.

Czy rozumowanie ucznia jest poprawne?

6. Uczen ma udowodnié¢, ze kazdy réwnoleglobok opisany na okregu jest
rombem. Pisze tak:

W kazdym czworokgcie opisanym na okregu sumy przeciwlegtych bokéw sg
rowne. Zatem dla rownolegloboku o bokach a 1 b jest spelniony warunek
a+a=b+0b. Jezeli réwnolegltobok jest rombem, to a =b 1 ten warunek jest
spetniony, co nalezato udowodnic.

Czy rozumowanie ucznia jest poprawne?
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7. Dluzsza przekatna rombu ma dhugosc 14, a kat ostry wynosi 60°. Obliczy¢
stosunek pola kota wpisanego w ten romb do pola rombu.

*8. Na okregu o $rednicy 7 opisano trapez réwnoramienny. Ramie trapezu
jest rowne 9. Obliczy¢ pole tego trapezu.

9. Cgy istnieje trapez nierdbwnoramienny opisany na okregu?

10. Trapez réwnoramienny o polu 45 i wysokosci 3 jest opisany na okregu.
Oblicz ramig tego trapezu.

11. Kat ostry trapezu prostokatnego opisanego na kole o promieniu 2.5 wy-
nosi 60°. Obliczy¢ pole trapezu.

*12. W tréjkacie prostokatnym jedna przyprostokatna jest dwa razy krétsza od

przeciwprostokatnej. Obliczy¢ stosunek pola kota opisanego na tym trojkacie
do pola kota wpisanego w ten tréjkat.
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8 Konstrukcje

8.1 Konstrukcje wykonalne i niewykonalne

W programach szkolnych wystepuja konstrukcje za pomoca cyrkla i linijki,
czyli tzw. konstrukcje klasyczne. Konstruuje si¢ m. in. symetralng odcinka,
dwusieczng kata, proste réwnolegte i prostopadte. Mozna konstrukcyjnie po-
dzieli¢ odcinek na dowolnie wiele rownych odcinkéw, a kat na dwa réwne
katy. Jak wiadomo sa takze konstrukcje niewykonalne za pomocsy cyrkla i li-
nijki. Na przyktad nie mozna podzieli¢ dowolnego kata na trzy rowne czesci
(trysekcja kata), nie mozna wyznaczy¢ boku kwadratu o polu réwnym polu
danego kota (kwadratura kota), nie mozna znalezé krawedzi szeScianu, kto-
rego objetos¢ jest dwa razy wigksza od objetosci szescianu o danym boku
(podwojenie szescianu).

Za pomocy cyrkla i linijki mozna skonstruowac¢ tréjkat rownoboczny, kwa-
drat, pieciokat foremny i szesciokat foremny, ale nie mozna skonstruowac
siedmiokata foremnego. Znane jest kryterium konstruowalnosci wielokatéw
foremnych — jest to twiedzenie Gaussa. Aby sprawdzi¢, czy n-kat foremny
jest konstruowalny, rozktadamy liczbe n na czynniki pierwsze. Wielokat jest
konstruowalny wtedy i tylko wtedy, kiedy w tym rozktadzie nie ma w ogdle
czynnikow nieparzystych (tzn. rozklad ma posta¢ 2™) lub wszystkie czyn-
niki nieparzyste sa rézne i kazdy z nich jest postaci 22° 41 dla pewnego

ke{0,1,2,...}.

Zauwazmy, ze liczby postaci 22" 11 (zwane liczbami Fermata) bardzo szybko
rosng wraz z k. Istotnie,

- dla £ = 0 otrzymujemy liczbe¢ 3,
- dla k£ =1 mamy 5,

-dla kK =2 mamy 17,

- dla £ = 3 mamy juz 257,

- dla k£ =4 mamy az 65537.

Te liczby Fermata sa pierwsze, nastepna jest ztozona. Nie wiadomo, czy w
ciaggu liczb Fermata sa jeszcze liczby pierwsze.
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8.2 Zadania

1. Sprawdzi¢, ktore z n-katow foremnych sa konstruowalne dla 8 < n < 20.

2. Skonstruowac trojkat, majac jeden bok, jeden kat przy danym boku i wy-
sokos¢ opuszczong na dany bok.

3. Skonstruowaé tréjkat, majac dane $rodki jego bokdw.

*4. Dane sg trzy odcinki o dtugosciach a, b i ¢. Skonstruowaé odcinki o dtu-
gosciach:
ab @ @ a2+l

c’ b’y a+b’

*5. Dane sg odcinki o dlugosciach x i y. Skonstruowaé¢ odcinek ,/zy.

6. Wyznaczy¢ konstrukeyjnie zbiér punktow, z ktérych dany odcinek widaé
pod danym katem.

7. Opisa¢ konstrukcje stycznej do kota przechodzacej przez:
a) dany punkt na okregu,
b) dany punkt lezacy na zewnatrz kola.

8. Na prostej p wybrano punkt A. Skonstruowaé¢ zbior punktow, ktorych
odlegtos¢ od punktu A jest trzy razy wieksza od odlegtosci od prostej p.
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9 Obwbd i pole

9.1 Dtugosé krzywej

Pojecie obwodu figury jest szczegdlnym przypadkiem pojecia dtugosci krzy-
wej. Jezeli krzywa jest tamana, tzn. sumg skonczenie wielu odcinkéw maja-
cych co najwyzej wspolne konce, to jej dhugos¢ w naturalny sposéb okreslamy
jako sume dtugosci tych odcinkéw. W przypadku krzywych nie bedacych ta-
manymi $ciste okreslenie dhugosci wymaga przejscia do granicy lub postuze-
nia si¢ pojeciem kresu. Rozpatrujemy mianowicie wszystkie tamane, ktérych
wierzchotki lezg na danej krzywej — nazwijmy je wpisanymi w krzywa.

Kres gorny zbioru dlugosci tamanych wpisanych w krzywq, o ile istnieje,
nazywamy diugosciq krzywe;.

W przypadku okregu zbiér dhugosci takich tamanych jest ograniczony z gory —
na przyktad przez obwod kwadratu opisanego na okregu. Wobec tego istnieje

kres goérny tego zbioru. Jak wiadomo jest on réowny 27r, gdzie r oznacza
promien okregu.

Sa jednak krzywe, dla ktérych zbioér dtugosci tamanych wpisanych w krzywa
nie jest ograniczony. Krzywym takim nie mozna zatem przypisa¢ dtugosci.
Mowimy, ze sa one nieprostowalne. Krzywa nieprostowalng jest na przyktad
krzywa opisana wzorem:

sinl dla 0 < x < 2,
y= x
—-1<y<1 dlaz=0.

Wyglada ona mniej wigcej tak:
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9.2 Pole figury

Definiujac pola figur ptaskich, zaczynamy od zdefiniowania pola prostokata.
Rozumiejac je jako liczbe kwadratow jednostkowych wypeliajacych prosto-
kat, okreslamy pole jako iloczyn dtugosci bokéw prostokata.

Pole prostokata (ogélnie figury geometrycznej) mozna takze wprowadzi¢ ak-
sjomatycznie. Mianowicie polem prostokata nazwiemy dowolng funkcje f
przyporzadkowujaca prostokatom liczby nieujemne, spetniajgca warunki:

- jezeli prostokaty Py i P, sa przystajace, to f(Py) = f(P,)

- jezeli prostokat P jest sumg prostokatow P; i P, ktorych wnetrza sa roz-
taczne, to f(P) = f(P1) + f(F).

Latwo sprawdzi¢, ze kazda funkcja przyporzadkowujaca prostokatowi o bo-
kach a, b liczbe aab, gdzie a > 0 (w szczegblnosci o = 1), jest polem w sensie
aksjomatycznym. Ponadto okazuje sie, ze jedynie funkcje tej postaci spetniaja
warunki pola.

Przyjmujac postulat, aby pole kwadratu jednostkowego byto réwne 1, otrzy-
mamy, ze o = 1.

Majac pole prostokata, mozemy okresli¢ pola figur geometrycznych, identy-
fikujac je z tzw. miarg Jordana. Oto szkic postepowania.

Rozwazamy dowolny prostokat zawierajacy dang figure geometryczna i dzie-
limy go liniami prostopadtymi na mniejsze prostokaty. Tworzymy sume s poél
prostokatow zawartych w figurze i sume S pol prostokatéw majacych punkty
wspolne z figura. Oczywiscie s < S. Kres gorny wszystkich sum s nazywamy
miarg wewnetrzng figury, a kres dolny wszystkich sum S nazywamy jej miarg
zewnetrzng. Obie te miary istnieja, jezeli tylko figura jest ograniczona.

Figure nazywamy mierzalng, jezeli je) miara wewnetrzna jest rowna zewnetrz-
nej. Wtedy wspolng wartosé tych miar nazywamy miarg Jordana danej figury.

Wiadomo, ze nie kazdy podzbiér ptaszczyzny ma miare Jordana — sg zbiory
niemierzalne. Na przykltad niemierzalny jest zbior punktéw dowolnego kwa-
dratu K, ktorych obie wspotrzedne sa wymierne. Kazda suma s jest réwna
0, bo zbiér nie zawiera zadnego prostokata; natomiast kazda suma S jest
rowna polu kwadratu K. Zatem zbiér ma miar¢ wewnetrzng 0, a jego miara
zewnetrzna jest taka jak pole kwadratu K.
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Zarowno wielokaty, jak i koto, sa mierzalne. Ich pole mozna takze okresli¢
inaczej, w sposob rownowazny okresleniu miary Jordana. Pole trojkata jest
rowne potowie pola odpowiedniego prostokata:

Kazdy wielokat mozna podzieli¢ na trojkaty o roztacznych wnetrzach, a jego
pole jest suma pol tych trojkatéow, przy czym suma ta jest taka sama przy
kazdym podziale.

Pole kota jest kresem goérnym pol wielokatéw wpisanych w koto.

Na zakonczenie przytocze pewng ciekawg wtasnosé wielokatéw majacych row-
ne pola. Okazuje si¢ (twierdzenie Bolyai’a i Gerwiena), ze kazdy z nich ma
taki sam rozktad na wielokaty. Mowiac $cisle, jezeli W i V' sg wielokatami o
rownych polach, to istniejg wielokaty Wy, Ws, ..., W), 1 wielokaty Vi, Vs, ..., V,,,
wszystkie o roztacznych wnetrzach i takie, ze W = Wy U Wy U ... U W,
V =V1uUWU..UYV, oraz wiclokaty Wy i V) sa przystajace dla kazdego
k=1,2,....,n.

Stad w szczegblnosci wynika, ze dowolny wielokat mozna rozciaé na skoncze-

nie wiele czesci (wielokatow), z ktorych mozna ztozyé kwadrat o tym samym
polu.

9.3 W2z6r Herona

Jest to wzor pozwalajacy obliczyé¢ pole trojkata o danych bokach. Wyprowa-
dzimy go, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa. Przyjmijmy oznaczenia jak
na rysunku:
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Z twierdzenia Pigarosa mamy:
A =hn+2* b =h*+(a—1)
Odejmujac rownosci stronami, otrzymujemy po redukeji

2 —b? = 2ax — d?,

skad
A=+
=
Obliczmy teraz wysokos¢ h:
a> — b+ a —b* + 2 a’ —b* + 2
W=cat=c = (T V=l Ty e ) =
_20c—ad* 4+ - 2ac+al -V 4+ _ VP —(a—c) (a+c)? -0
N 2a 2a - 2a 2a -
_(b—a+c)b+a—c)la+c—Db)(a+c+Db)
n 4a* '
Przyjmujac standardowe oznaczenie

a+b+c=2p,
otrzymamy
b—a+c=2p—2a, b+a—c=2p—2c, a+c—b=2p—2D,
skad

B2 2p(2p = 2a)(2p — 2¢)(2p — 2b)
4a? ’

Zatem

h=2\/p(p—a)p—b)b—0).

W konsekwencji pole trojkata, réwne %ah, wynosi

Voo —a)(p—b)(b—c).
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9.4 Zadania

*1. Dowie$é w sposob geometryczny, ze wsrdd prostokatéw o danym obwodzie
najwicksze pole ma kwadrat.

2. Kwadrat i trojkat rownoboczny maja ten sam obwdd. Ktéra z figur ma
wieksze pole?

*3. Wyprowadzi¢ wzér na pole trapezu.

*4. Udowodni¢, ze stosunek pél wielokatow podobnych jest réwny kwadrato-
wi skali podobienstwa.

5. Wykaza¢, ze pole wielokata opisanego na okregu jest réwne iloczynowi
potowy jego obwodu i promienia kota.

6. Przwciwprostokatna trojkata prostokatnego réwnoramiennego jest row-
na 5. Obliczy¢ pole tego trojkata.

7. Wykazaé¢, ze pole kazdego trojkata jest niewigksze od potowy iloczynu
dhugosci dowolnych dwoch jego bokow.

*8. Wykazaé, ze jezeli a, b, ¢, gdzie a > b > ¢, sa bokami trojkata o polu 1,
to b > V2.

*9. Wykazaé, ze pole P dowolnego trojkata spetnia nier6wnosé
y g J

a’ + b?

pP< T

gdzie a i b sa dowolnymi bokami tego tréjkata.

10. Trzy jednakowe okregi o promieniu r, parami styczne zewnetrznie, wy-
cinaja z plaszczyzny cztery ograniczone obszary, z ktorych trzy sa kotami.
Obliczy¢ pole czwartego obszaru.

*11. Laczymy odcinkami Srodki bokéw dowolnego czworokata. Wykazaé, ze
pole powstatego w ten sposdb czworokata jest rowne potowie pola czworokata
wyjsciowego.

*12. Udowodnié, ze jezeli dwa czworokaty maja te same srodki bokéw, to maja
rowne pola.

*13. Jak obliczy¢ pole tréjkata prostokatnego, jezeli dana jest jego przeciw-
prostokatna i promien kota wpisanego?
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10 Zadania rozne

*1. Nie korzystajac z twierdzenia o srodkowych trojkata, dowiesé, ze wysoko-
sci trojkata rownobocznego przecinaja si¢ w punkcie dzielacym kazda z nich
w stosunku 1 : 2.

2. Wymieni¢ izometrie wtasne n-kata foremnego.
Rozwazy¢ przypadki: n parzyste, n nieparzyste.

3. Udowodni¢, ze w tréjkacie prostokatnym suma przyprostokatnych jest
rowna sumie Srednic okregu wpisanego i okregu opisanego.

*4. W trojkacie réwnobocznym znalezé punkt, dla ktérego suma odleglosci
od trzech bokéw jest najwicksza.

*5.  Obliczy¢ pole trapezu réwnoramiennego, ktérego przekatne sg prostopa-
dte, a wysoko$¢ wynosi a.

6. Dane sa podstawy trapezu a i b oraz jego wysokos¢ h. Obliczy¢:

a) odlegto$¢ punktu przeciecia przekatnych od obu podstaw,

b) dtugoéé¢ odcinka przechodzacego przez punkt przeciecia przekatnych i
rownolegtego do podstaw.

7. W trojkat réwnoboczny wpisano kwadrat o polu 3 w ten sposéb, ze dwa

wierzchotki kwadratu leza na jednym boku trojkata, a dwa na pozostatych
bokach. Obliczy¢ bok trojkata.

8. Uczen uzasadnia, ze kazdy réwnoleglobok, w ktéry mozna wpisaé okrag,
jest rombem. Pisze:

Wynika to sted, ze w kazdym czworokgcie opisanym na okregu sumy par
przeciwlegtych bokow sqg rowne, a w rombie tak jest.

Ocenié¢ rozumowanie ucznia.

9. Udowodni¢, ze wielokat jest foremny wtedy i tylko wtedy, kiedy istnieje
okrag wpisany w wielokat i okrag opisany na wielokacie, przy czym okregi te
maja wspolny srodek.

*10. Obliczy¢ pole tréjkata prostokatnego wpisanego w koto o promieniu r,
jezeli wiadomo, ze odlegtosé stycznej do okregu poprowadzonej z wierzchotka
kata prostego od jednego z pozostatych wierzchotkow tego trojkata jest rowna
d, gdzie d > r.
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11. Udowodnié¢, ze tréjkat jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy, kiedy suma
kwadratow dwoch kréotszych bokéw jest wieksza od kwadratu najdiuzszego

boku.

12. Udowodnié, ze trojkat jest rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, kiedy suma
kwadratow dwoch krotszych bokow jest mniejsza od kwadratu najdtuzszego
boku.

*13. Obliczy¢ katy tdjkata, w ktérym srodkowa i wysoko$é poprowadzone z te-
go samego wierzchotka dzielg kat przy tym wierzchotku na trzy réwne czesci.

14. W trapez réwnoramienny o polu .S wpisano okrag. Obliczy¢ promien tego
okregu, jezeli wysoko$¢ trapezu jest dwa razy mniejsza od ramienia.

*15. Na okregu o promieniu 7 opisano trapez rownoramienny. Odcinek taczacy
punkty stycznos$ci ramion trapezu z okregiem ma dtugo$¢ d. Obliczy¢ pole
trapezu.
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11 Podpowiedzi do niektérych zadan

s. 10, zad. 7. Niech S'i S’ beda dwoma réznymi srodkami symetrii dowolnej
figury. Rozwazy¢ nastepujacy ciag punktow:

A; — obraz punktu S wzgledem érodka S,

As — obraz punktu A; wzgledem srodka S,
Az — obraz punktu A, wzgledem $rodka S,
itd.

A3 A1 S S As

Wykazaé, ze zbiér ztozony z punktéw Ay, Ay, As, ...jest nieograniczony.

s. 10, zad. 10. Rozwazy¢ najpierw przypadek, kiedy punkty sa po tej sa-
mej stronie prostej. Przypadek, kiedy sa one po réznych stronach prostej,
sprowadzi¢ do poprzedniego, odbijajac wzgledem prostej jeden z punktow.

s. 17, zad. 4. Wyrazi¢ pole trojkata za pomoca poszczegdlnych wysokosci
i odpowiadajacych im podstaw. Porownujac odpowiednie wyrazenia, otrzy-
mamy zwigzek miedzy bokami trojkata sprzeczny z warunkiem tréjkata.

s. 17, zad. 11. Przypusémy, ze uczen ma racje:
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Poniewaz dwusieczna kata w trojkacie ABD dzieli przeciwlegly bok na odcin-
ki proporcjonalne do pozostatych bokéw tréjkata (zob. s. 13), wiec odcinek
AD tez ma dlugosé a:

Stad wynika, ze okrag o $srodku A i promieniu a przechodzi przez punkty
B, D, FE, co jest sprzeczne z ich wspotliniowoscia.

s. 21, zad. 10. Wystarczy zauwazy¢, ze wszystkie n-katy foremne sg podobne
i skorzysta¢ z uogélnienia twierdzenia Pitagorasa (zob. s 18)

s. 21, zad. 11. Skorzysta¢ z tego, ze suma pol potkoli zbudowanych na przy-
prostokatnych jest rowna polu poétkola zbudowanego na przeciwprostokatne;j.

s. 22, zad. 13. Skorzysta¢ z wlasnosci, ze jezeli dwa boki trojkata, z ktérych
jeden jest dwa razy dtuzszy niz drugi, tworzg kat 60°, to trojkat ten jest
prostokatny. Zastosowaé te wtasnos¢ do trojkata utworzonego przez potowy
przekatnych tworzacych kat 60° i bok réwnolegtoboku.

s. 22, zad. 14 i 15. Obliczy¢ wysokos¢ trojkata opuszezong na jeden z dwoch
danych bokow.

s. 28, zad. 8. Wykaza¢, ze boki otrzymanego czworokata sa réwnolegte do
przekatnych wyjsciowego czworokata.
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s. 28, zad. 9. Przedtuzy¢ ramiona trapezu, aby utworzy¢ tréjkat:

Ul

Poniewaz podstawy trapezu sa réwnolegle, wiec 2% = 2—{1, skad % =

)

—.

W konsekwencji odcinek PQ jest réwnolegty do gérnej (a wigc i do dolne
podstawy trapezu.

Aby dowie$¢, ze jest ich érednig arytmetyczng, podzielmy trapez na dwa
trojkaty, rysujac przekatna:

Otrzymujemy: y = b z=2

a+b
5

skad x =y + 2z =

2’ 2’

s. 33, zad. 5. Rozwazy¢ katy wpisane o wierzchotku w punkcie przeciecia
obu okregdéw i oparte na Srednicach tych okregdw.

s. 33, zad. 6. Skorzystac z tego, ze punkt przeciecia symetralnych jest $rod-
kiem okregu przechodzacego przez wierzchotki trojkata.

o4



s. 33, zad. 8. Skorzystaé¢ z podobienstwa trojkatow OAB' i OBA’:

@)

s. 37, zad. 2. Wykaza¢, rozwazajac odpowiednie trojkaty, ze punkt prze-
ciecia symetralnych dwéch kolejnych bokoéw lezy na symetralnej nastepnego
boku.

s. 38, zad. 5. Wynika to z tego, ze podstawy maja ta sama symetralng i
jest ona osig symetrii trapezu.

s. 38, zad. 8. Rozwazy¢ rozne potozenia srodka okregu wzgledem tréjkata.

s. 41, zad. 2. Wykaza¢, rozwazajac odpowiednie trojkaty, ze punkt prze-
ciecia dwusiecznych dwéch kolejnych katow lezy na dwusiecznej nastepnego
kata oraz na symetralnych bokow.

s. 42, zad. 8. Obliczy¢ sume podstaw.

s. 42, zad. 12. Oznaczmy krétsza przyprostokatna litera a. Wtedy prze-
ciwprostokatna jest réwna 2a, a druga przyprostokatna ay/3. Mamy wiec
sytuacje jak na rysunku:

aV3-r
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a(v/3 —1)

Zatem 2a = a —r+av/3 —r, skad r = 5

pola kota opisanego na trojkacie do pola kota wpisanego w trojkat jest rowny

. W konsekwencji stosunek

czyli 2(2 + \/g)
s. 44, zad. 4. Skorzysta¢ z proporcji z twierdzenia Talesa.

s. 44, zad. 5. Skorzysta¢ z wisnosci trojkata prostokatnego, o ktérej mowa
na s. 27, i skonstruowac tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej x + y.

s. 49, zad. 1. Narysowa¢ kwadrat o danym obwodzie, zwickszy¢ dwa row-
noleglte boki i jednoczesnie zmniejszy¢ dwa pozostate — o tyle samo, aby
otrzymaé prostokat o tym samym obwodzie; sprawdzi¢, ze pole dodane do
pola kwadratu jest wicksze niz pole od niego odjete.

s. 49, zad. 3. Najprosciej podzieli¢ trapez na dwa trojkaty.

s. 49, zad. 4. Zaczaé od tréjkatow.

s. 49, zad. 8. Skorzysta¢ z zadania 7.

s. 49, zad. 9. Zauwazy¢, ze a® + b* > 2ab i skorzystaé z zad. 7.

s. 49, zad. 11. Powstaly czworokat jest réwnoleglobokiem (zob. zad 8 na
s. 28). Poprowadzié przekatna w wyjsciowym czworokacie. Pole kazdego z
dwoch powstalych w ten sposob trojkatow jest dwa razy wicksze od pola
zawartej w nim czesci rownolegtoboku.

s. 49, zad. 12. Skorzysta¢ z zad. 11.

s. 49, zad. 13. Niech a, b beda przyprostokatnymi trojkata o przeciwprosto-
katnej ¢, a r niech bedzie promieniem okregu wpisanego w ten trojkat:

a-r
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Wtedy a —r+b—1r =c, skad a + b = 2r + ¢. W konsekwencji
(2r +¢)* = (a +b)* = a® + b* + 2ab = ¢* + 2ab.

Stad ab = 2r(r + ¢), wiec pole trojkata jest réwne r(r + c).

s. 50, zad. 1. Ekierki!

s. 50, zad. 4. Odlegto$¢ jest taka sama dla kazdego punktu trojkata. Jezeli
bowiem z,y, z sa odlegtosciami dowolnego punktu trojkata od jego bokéw,
bok trojkata jest réwny a, a wysokos$¢ h, to

1 1 1 1
§ax—|—§ay—|—§a2— 2ah,
skad
r+y+z=h.

s. 50, zad. 5. Z réwnoramiennosci trapezu wynika, ze katy zaznaczone na
rysunku sg rowne, a poniewaz przekatne sa prostopadle, wiec katy te maja
po 45°:

45° 45°

Zatem trojkat ABC
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45°

jest réwnoramienny. Stad |BC| = a i trapez mozna przeksztatcié¢ w kwadrat
o tym samym polu:

Pole jest réwne a?.

s. 50, zad. 10. Przedstawmy sytuacje na rysunku, zaznaczajac réwne katy:
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Zatem

trojkaty ABC i1 BDC' sa podobne. W konsekwencji

skad a? = 2dr.

Poniewaz z twierdzenia Pitagorasa
2dr + b = (2r)?,
wiec b = 2r(2r — d).

, , 1 .
Pole tréjkata, rowne gab, wynosi zatem r/d(2r — d).

s. 51, zad.13. Przedstawmy sytuacje na rysunku:

A

Poniewaz AC' jest dwusieczng kata przy wierzchotku A trojkata ABD
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wiec C'E = a. Stad wynika, ze w trojkacie CDFE kat przy wierzchotku C'
wynosi 60°, a trojkaty ABC i ACFE sa przystajace. Zatem ich katy przy
wierzchotku C' maja réwniez po 60°. W konsekwencji av = 30°. Wynika stad,
ze wyjsciowy trojkat ma katy: 90°, 60° i 30°.

s. 51, zad. 15. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

Z podobienstwa trojkatow ABC i ADFE wynika, ze H = aL—i—b’ skad po
przeksztatceniu otrzymujemy réwnanie

d(a + b) = 2ab.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymamy (2r)? + (b — a)? = (a + b)?, skad

r? = ab.

6.2 _2r . 23
Zatem d(a + b) = 2r*. Stad a + b = = wige pole trapezu wynosi R
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