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Preliminaria

Zadanie 1. (A) Sprawdz, czy podana funkcja jest rozwiazaniem podanego réwnania rézniczkowego:
a) z(t) =tgt, o' =1+a%b)alt)=="t ta'+x=cost.
Zadanie 2. (A) ZnajdZ rozwiazania stacjonarne ponizszych réwnan. Jesli to mozliwe, zbadaj ich

charakter: a) y'(t) = ye'; b) 9/(t) = (t — 1)(y* — 1); ¢) /'(t) = log(y* + 1); d) ¥/'(t) = ¥* + y* — 2y.

Rownania o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 3. (A) Znajdz rozwiazania ogdlne nastepujacych réwnan rézniczkowych o rozdzielonych

zmiennych: a) y' = "™V, b) v = /x/y; ¢) y = M

Zadanie 4. (A) ZnajdZ rozwiazania ogélne nastepujacych réwnan i naszkicuj ich wykresy dla

roznych stalych C. Nastepnie znajdz rozwiazanie rownania spelniajace podany warunek poczatkowy:
a)y' =2, y(0) =2;b) y =y/z, y(1) =5 ) y = —y’e”, y(0) = 1/2.

Zadanle 5. (A) Rozwiaz réwnania nie rozdzielajac rézniczek dy i dt (czyli catkujac metoda "klasyczna” ):
2) o = (14 6)(1+y); b) 5 = %5, ) tyy/ = nt, y(1) = 1.

Zadanie 6. (A) Réwnania postaci dy /dt = f(y/t), gdzie f jest dana funkcja, nazywamy réwnaniem

jednorodnym. Udowodnij, jezeli y jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego, to funkcja v(t) = y(t)/t

spehia réwnanie o zmiennych rozdzielonych t(dv/dt) +v = f(v).

Zadanie 7. (A) Rozwiaz réwnania jednorodne: a) 2z + ¢ — ta’ = 0; b) to’ = x — te™*; ¢) ta' =

x Cos (log %) :

Zadanie 8. (B) Dla danej rodziny krzywych znajd# trajektorie ortogonalne: a) y = Cx?%; b) y =

Csinz; c) y=Ce%; d) 2 +y? = Cx.

Rownania lintowe pierwszego rzedu

Zadanie 9. (A) Znajdz calke ogélna, (tzn. rozwiazanie ogdlne) réwnaﬁ liniowych mnoZac je przez
odpowiedni czynnik calkujacy: a) ' +x cost = 0; b) 2’/ +t2x = t?; ¢) 2+ th:c = HtQ, d) o'+ = te'.
Zadanie 10. (A) Rozwiaz nastepujace zagadnienia poczatkowe bez znajdowania rozwiazania ogélnego:
a) y +VI+82y =0, y0)=v5b)y +ty=1+t y(3/2)=0.

Zadanie 11. (B) Udowodnij, ze dla réwnania 2’ + a(t)z = f(t), gdzie a i f sa funkcjami ciaglymi,
a(t) = ¢ >0, oraz lim;_., f(t) = 0, zachodzi relacja lim; ., x(t) = 0.

Zadanie 12. (A) Udowodnij, ze réwnanie Bernoulliego, tzn. réwnanie postaci: 2’ + a(t)x = b(t)xz™,
m € IR, sprowadza sie przez zamiane zmiennych z(t) = x(¢)'™™ do réwnania liniowego.

Zadanie 13. (A) Rozwiaz réwnania: a) tx’ +x = x?logt; b) 2/ = tx + 322

Zadanie 14. (A) Réwnanie postaci @’ + a(t)x = b(t)z* + f(t), gdzie a,b, f sa danymi funkcjami,
nazywa sie rownaniem Riccatiego. Nie istnieje ogdlny sposéb catkowania tego rownania. Udowodnij,
ze jezeli znamy jedno rozwiazanie 1 (t), to funkcja u(t) = x(t) —x1(t) spelnia réwnanie Bernoulliego.
Zadanie 15. (A) ZnajdZ rozwiazania szczegélne nastepujacych réwnan Riccatiego, zredukuj je do
réwnari typu Bernoulliego i scatkuj: a) t22’ + to + t?2? = 4; b) 2’/ + 2ze! — 22 = €* + €.

Rownania zupetne

Zadanie 16. (A) W podanych réwnaniach dobierz stala, a tak, aby bylo ono zupelne, a nastepnie
rozwiaz je: a) ¢ + ye?™ + ate*¥y’ = 0; b) % + L4+ (at“) y = 0.
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Zadanie 17. (B) Znajdz wszystkie funkcje f(t), dla ktérych réwnanie y?sint + yf(¢)(dy/dt) = 0
jest zupelne. Rozwiaz réwnanie dla tych funkcji f.

Zadanie 18. (A) Znajdz wspélezynnik f = f(¢) w réwnaniu f(t)z’' + t* +z = 0, jezeli wiadomo,
ze ma ono czynnik caltkujacy postaci u(t) = t.

Zadanie 19. (B) Réwnanie liniowe niejednorodne (dy/dt) + a(t)y = b(t) nie jest zupete. Znajdz
czynnik catkujacy.

Zadanie 20. (A) Rozwiaz réwnania w postaci rézniczek zupelych: a) 2tx dt + (t* — z*) dz = 0;
b) e dt — (2x + te™*) dx = 0.

Zadanie 21. (A) Sprawdz, ze podana funkcja pu(x,y) jest czynnikiem catkujacym danego réwna-
nia i rozwiaz réwnanie: a) 6zydr + (4y + 92%)dy = 0, p(x,y) = vy b) —y*dr + (2% + x2y)dy =
0, wlz,y)=1/(2%);c)y(x+y+1)de+ (z+2y)dy =0, plz,y)=-e"

Zadanie 22. (A) Réwnanie rézniczkowe moze mie¢ wiecej niz jeden czynnik catkujacy. Udowodnij,
ze pi(x,y) = 1/(zy), polz,y) = 1/y% ps(x,y) = 1/(x* + y?) sa czynnikami catkujacymi réwnania
ydx — x dy = 0. Uzasadnij, ze otrzymane przy pomocy tych czynnikéw calkujacych rozwiazania sa
rownowazne.

Zadanie 23. (A) Scalkuj réwnania metoda, czynnika catkujacego: a) (% + 1) dr + (§ - 1) dy = 0;
b) (22 + y)dx — xdy = 0; ¢) (y + 2?)dy + (v — xy)dx = 0.

Zadanie 24. (A) Uzasadnij, ze réwnanie o zmiennych rozdzielonych M (t) + N(y)(dy/dt) = 0 jest
rownaniem zupelnym.

Zadanie 25. (B) Uzasadnij, ze jezeli OM /0y = ON/0t, to wyrazenie M(t,y) — [(ON(t,y)/0t)dy
nie zalezy od od y (tzn. zalezy tylko od t).
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