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18 lutego 2024 r.

Preliminaria
Zadanie 1. (A) Sprawdź, czy podana funkcja jest rozwia

‘
zaniem podanego równania różniczkowego:

a) x(t) = tg t, x′ = 1 + x2; b) x(t) = sin t
t

, tx′ + x = cos t.
Zadanie 2. (A) Znajdź rozwia

‘
zania stacjonarne poniższych równań. Jeśli to możliwe, zbadaj ich

charakter: a) y′(t) = yet; b) y′(t) = (t− 1)(y2 − 1); c) y′(t) = log(y2 + 1); d) y′(t) = y3 + y2 − 2y.

Równania o zmiennych rozdzielonych
Zadanie 3. (A) Znajdź rozwia

‘
zania ogólne naste

‘
puja

‘
cych równań różniczkowych o rozdzielonych

zmiennych: a) y′ = ex+y; b) y′ =
√
x/y; c) y′ =

√
y/x.

Zadanie 4. (A) Znajdź rozwia
‘
zania ogólne naste

‘
puja

‘
cych równań i naszkicuj ich wykresy dla

różnych sta lych C. Naste
‘
pnie znajdź rozwia

‘
zanie równania spe lniaja

‘
ce podany warunek pocza

‘
tkowy:

a) y′ = 2, y(0) = 2; b) y′ = y/x, y(1) = 5; c) y′ = −y2ex, y(0) = 1/2.
Zadanie 5. (A) Rozwia

‘
ż równania nie rozdzielaja

‘
c różniczek dy i dt (czyli ca lkuja

‘
c metoda

‘
”klasyczna

‘
”):

a) y′ = (1 + t)(1 + y); b) y′ = et+y+3; c) tyy′ = ln t, y(1) = 1.
Zadanie 6. (A) Równania postaci dy/dt = f(y/t), gdzie f jest dana

‘
funkcja

‘
, nazywamy równaniem

jednorodnym. Udowodnij, jeżeli y jest rozwia
‘
zaniem równania jednorodnego, to funkcja v(t) = y(t)/t

spe lnia równanie o zmiennych rozdzielonych t(dv/dt) + v = f(v).
Zadanie 7. (A) Rozwia

‘
ż równania jednorodne: a) 2x + t − tx′ = 0; b) tx′ = x − tex/t; c) tx′ =

x cos
(
log x

t

)
.

Zadanie 8. (B) Dla danej rodziny krzywych znajdź trajektorie ortogonalne: a) y = Cx2; b) y =
C sinx; c) y = Cex; d) x2 + y2 = Cx.

Równania liniowe pierwszego rze
‘
du

Zadanie 9. (A) Znajdź ca lke
‘

ogólna
‘
(tzn. rozwia

‘
zanie ogólne) równań liniowych mnoża

‘
c je przez

odpowiedni czynnik ca lkuja
‘
cy: a) x′+x cos t = 0; b) x′+t2x = t2; c) x′+ 2t

1+t2x = 1
1+t2 ; d) x′+x = tet.

Zadanie 10. (A) Rozwia
‘
ż naste

‘
puja

‘
ce zagadnienia pocza

‘
tkowe bez znajdowania rozwia

‘
zania ogólnego:

a) y′ +
√

1 + t2y = 0, y(0) =
√

5; b) y′ + ty = 1 + t, y(3/2) = 0.
Zadanie 11. (B) Udowodnij, że dla równania x′ + a(t)x = f(t), gdzie a i f sa

‘
funkcjami cia

‘
g lymi,

a(t)  c > 0, oraz limt→∞ f(t) = 0, zachodzi relacja limt→∞ x(t) = 0.
Zadanie 12. (A) Udowodnij, że równanie Bernoulliego, tzn. równanie postaci: x′+ a(t)x = b(t)xm,
m ∈ IR, sprowadza sie

‘
przez zamiane

‘
zmiennych z(t) = x(t)1−m do równania liniowego.

Zadanie 13. (A) Rozwia
‘
ż równania: a) tx′ + x = x2 log t; b) x′ = tx+ t3x2.

Zadanie 14. (A) Równanie postaci x′ + a(t)x = b(t)x2 + f(t), gdzie a, b, f sa
‘

danymi funkcjami,
nazywa sie

‘
równaniem Riccatiego. Nie istnieje ogólny sposób ca lkowania tego równania. Udowodnij,

że jeżeli znamy jedno rozwia
‘
zanie x1(t), to funkcja u(t) = x(t)−x1(t) spe lnia równanie Bernoulliego.

Zadanie 15. (A) Znajdź rozwia
‘
zania szczególne naste

‘
puja

‘
cych równań Riccatiego, zredukuj je do

równań typu Bernoulliego i sca lkuj: a) t2x′ + tx+ t2x2 = 4; b) x′ + 2xet − x2 = e2t + et.

Równania zupe lne
Zadanie 16. (A) W podanych równaniach dobierz sta la

‘
a tak, aby by lo ono zupe lne, a naste

‘
pnie

rozwia
‘
ż je: a) t+ ye2ty + ate2tyy′ = 0; b) 1

t2
+ 1
y2

+ (at+1)
y3

y′ = 0.
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Zadanie 17. (B) Znajdź wszystkie funkcje f(t), dla których równanie y2 sin t + yf(t)(dy/dt) = 0
jest zupe lne. Rozwia

‘
ż równanie dla tych funkcji f .

Zadanie 18. (A) Znajdź wspó lczynnik f = f(t) w równaniu f(t)x′ + t2 + x = 0, jeżeli wiadomo,
że ma ono czynnik ca lkuja

‘
cy postaci u(t) = t.

Zadanie 19. (B) Równanie liniowe niejednorodne (dy/dt) + a(t)y = b(t) nie jest zupe lne. Znajdź
czynnik ca lkuja

‘
cy.

Zadanie 20. (A) Rozwia
‘
ż równania w postaci różniczek zupe lnych: a) 2tx dt + (t2 − x2) dx = 0;

b) e−x dt− (2x+ te−x) dx = 0.
Zadanie 21. (A) Sprawdź, że podana funkcja µ(x, y) jest czynnikiem ca lkuja

‘
cym danego równa-

nia i rozwia
‘
ż równanie: a) 6xy dx + (4y + 9x2) dy = 0, µ(x, y) = y2; b) −y2 dx + (x2 + xy) dy =

0, µ(x, y) = 1/(x2y); c) y(x+ y + 1) dx+ (x+ 2y) dy = 0, µ(x, y) = ex.
Zadanie 22. (A) Równanie różniczkowe może mieć wie

‘
cej niż jeden czynnik ca lkuja

‘
cy. Udowodnij,

że µ1(x, y) = 1/(xy), µ2(x, y) = 1/y2, µ3(x, y) = 1/(x2 + y2) sa
‘

czynnikami ca lkuja
‘
cymi równania

y dx − x dy = 0. Uzasadnij, że otrzymane przy pomocy tych czynników ca lkuja
‘
cych rozwia

‘
zania sa

‘
równoważne.
Zadanie 23. (A) Sca lkuj równania metoda

‘
czynnika ca lkuja

‘
cego: a)

(
x
y

+ 1
)
dx +

(
x
y
− 1

)
dy = 0;

b) (x2 + y)dx− xdy = 0; c) (y + x2)dy + (x− xy)dx = 0.
Zadanie 24. (A) Uzasadnij, że równanie o zmiennych rozdzielonych M(t) + N(y)(dy/dt) = 0 jest
równaniem zupe lnym.
Zadanie 25. (B) Uzasadnij, że jeżeli ∂M/∂y = ∂N/∂t, to wyrażenie M(t, y) −

∫
(∂N(t, y)/∂t)dy

nie zależy od od y (tzn. zależy tylko od t).

Andrzej Raczyński
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