Rozdzial 11

Rozniczkowanie funkcji wielu zmiennych.

1. Pochodne czastkowe pierwszego rzedu.
Niech (a,b) € IR? bedzie ustalonym punktem i niech f(z,y) bedzie funkcja dwdéch
zmiennych okreslona, dla

(1) |z —al <, ly — bl <n (n>0).
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lloraz réznicowy (por. rys. 6)

fla+ h,b) — f(a,b)
h

jet funkcja, zmiennej h okreslona, dla 0 # |h| < 7. Jezeli ma ona skonficzong granice przy
h — 0, to granice ta nazywamy pochodng czqstkowq funkcji f wzgledem x w punkcie (a,b).
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Oznaczamy

lim f(a+h7b) _f(a'ab)
h—0 h

= fz(a,b).
Zamieniajac role zmiennych x,y mozemy podobnie utworzy¢ iloraz réznicowy

fla,b+ k) — f(a,b)
k

okreslony dla 0 # |k| < n. Jego granice przy k — 0 (o ile istnieje i jest skoriczona)
nazywamy pochodng czastkowa funkcji f wzgledem y w punkcie (a,b). Oznaczamy

lim f(a'ab+k) - f(a7b)
k—0 k

= fy(a,b).

Dla zdefiniowanych w ten sposéb pochodnych czastkowych funkcji f uzywane sg réwniez
oznaczenia
of of

fz(a';b): %(aﬂb)a fy(a’ab): 8_y(a’ab)
lub krécej
of . of
f:m %a fy7 ay
(czytamy: df po dx, df po dy) lub tez
0 0
% f7 a_y .

Skrécony zapis nie uwidacznia, w jakim punkcie obliczamy pochodne czastkowe.
7 definicji pochodnych czastkowych wida¢, ze przyjmujac oznaczenia

g($) = f($7b)’ h’(y) = f(a'7y)

mamy
fz(a,b) = g'(a), fy(a,b) = h' (D).

Wynika stad, ze pochodne czastkowe funkcji f sa pochodnymi w zwyklym sensie (tj.
pochodnymi funkcji jednej zmiennej) przy zalozeniu, ze druga zmienna zostala ustalona.
Wobec tego przy obliczaniu pochodnych czastkowych mozemy stosowac regulty rachunkowe
znane Czytelnikowi w przypadku funkcji jednej zmienne;j.

Przykiad 1. Niech
(2) f(z,y) =2 + 2y + 2y +y +5.

Funkcja f jest okreslona w calej plaszczyznie IR2. Aby obliczyé jej pochodna czastkows,
fz w dowolnie ustalonym punkcie (z,y) rézniczkujemy (2) traktujac y jako stala. Otrzy-
mujemy

fo(z,y) =22+ y.
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Podobnie, w celu obliczenia pochodnej czastkowej f, w punkcie (z,y) rézniczkujemy (2)
traktujac x jako stala, co daje

Jy(z,y) =4y +z+ 1.

Przyklad 2. Obliczymy pochodne czastkowe funkcji
(3) fl@y)=="  (z>0).

Funkcja f jest okreslona w prawej péiplaszczyznie x > 0. Aby obliczy¢ jej pochodng
czastkows, f, rézniczkujemy (3) traktujac y jako stala, co daje

fm(xa y) = yxy_l-

Pochodna, czastkowa, f, obliczamy przez rézniczkowanie (3) traktujac przy tym z jako
stala. Otrzymujemy

fy(z,y) = 2¥]ogx.

Przykilad 3. Niech

f(m,y>=xf—fy2 dla (z,y) # (0,0), £(0,0) = 0.

Obliczymy pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0, 0) korzystajac z ich definicji. Mamy
f(h,0)= f(0,k)=0
dla dowolnych h, k i wobec tego

f(h, 0) — f(0,0)

100 = i SIS o
i podobnie
fy(OaO)—’ll_I)% i =0.

Funkcja f byla rozwazana w Przykladzie 6 i w Przyktadzie 10 rozdz.I, gdzie wykazali$my,
ze nie ma ona granicy w poczatku ukladu a wiec nie jest ciagta w tym punkcie. Pomimo
tego funkcja f ma w punkcie (0,0) obie pochodne czastkowe - sytuacja odmienna, niz w
przypadku funkcji jednej zmiennej, gdzie z istnienia pochodnej wynika ciaglosé.

W podobny sposéb wprowadzamy pochodne czastkowe funkcji trzech zmiennych
f(x,y, z). Zaktadajac, ze funkcja f jest okreslona dla

(4) T —al <n, ly —b] <, lz—c| <n (n>0)
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utwérzmy iloraz réznicowy
fla+ h,b,c) — f(a,b,c)
h )
ktéry jest funkcja zmiennej h okreslona dla 0 # |h| < 7. Jezeli funkcja ta ma skoriczong,
granice przy h — 0, to granice ta nazywamy pochodng czqstkowq funkcji f wzgledem x w
punkcie (a, b, c). Oznaczamy

lim f(a+h,b,C) B f(a,b,C)
h—0 h

= fz(a,b,c).

Zamieniajac role zmiennych okreslamy pochodna czastkowa funkcji f wzgledem y w punkcie
(a,b,c) jako
lim f(a7b+k7c) — f(a,b,c)
k—0 k

= fy (a7 b, C)
oraz pochodng czgstkowaq funkcji f wzgledem z w punkcie (a, b, c) jako
f(aabac+l) B f(a,b,c)

lh_r)% l = f.(a,b,c).
Analogicznie, jak dla funkcji dwéch zmiennych, oznaczamy
_of _of _of
fm(aabac)_ ax(aabac)a fy(aabac)_ 8y(aabac)a fz(a,b,c)— 8Z(a’b’)
lub krécej
of of of
fa:a 8213’ fy7 8y7 fza 82’

bez uwidaczniania, w jakim punkcie obliczamy pochodne czastkowe.
Przyjmujac

g('r) :f(ac,b,c), h(y) :f(a’yac)a J(z) :f<a7bvz)
mamy
fz(a,b,¢) = ¢'(a), fy(a,b,c) = h'(b), f2(a,b,c) =7 (c).
Zatem rowniez w przypadku funkcji trzech zmiennych pochodne czastkowe sa, pochodnymi

funkcji jednej zmiennej przy zalozeniu, ze pozostale zmienne zostaly ustalone. Mozemy
wobec tego przy obliczaniu ich stosowa¢ znane Czytelnikowi reguty rézniczkowania.

Przyklad 4. Obliczymy pochodne czastkowe funkcji
(5) fl@y,2) =2 (2>0).
Aby obliczyé pochodna, czastkows, f, rézniczkujemy (5) traktujac y, z jako stale, co daje
fz = yz"Ylog 2,
za$ zamieniajac role zmiennych z,y otrzymujemy stad
[y = x2"Ylog 2.
Aby obliczyé¢ pochodna, f, rézniczkujemy (5) traktujac x,y jako stale, co daje

f, = zyz® L
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2. Roézniczkowalno$é funkcji.
Zacznijmy od funkcji jednej zmiennej f(z) zakladajac, ze jest ona okreslona dla x
speliajacych warunek
lz—al<n  (n>0)

czyli w pewnym otoczeniu punktu a € IR. Moéwimy, ze f jest rdzniczkowalna w punkcie a,
jezeli istniejg stala A i funkcja r(h) takie, ze dla dostatecznie matych |h|

(6) fla+h) — f(a) = Ah+r(h)
przy czym

(b _
(7) i =0

Réwnosé (6) oznacza, ze przyrost funkcji rézniczkowalnej mozna w przyblizeniu zastapié
przez funkcje liniowa, przyrostu h argumentu, przy czym zgodnie z (7) blad r(h) szybko
dazy do zera przy h — 0.

Podana definicja rézniczkowalnosci przenosi sie fatwo na przypadek funkcji wielu zmien-
nych. Oméwimy ja szczegdtowo dla funkcji dwéch zmiennych.

Niech f(z,y) bedzie funkcja okreslona dla x, y speliajacych (1) (por. rys. 6). Méwimy,
ze f jest rézniczkowalna w punkcie (a,b) € IR?, jezeli istnieja state A, B oraz funkcja r(h, k)
takie, ze dla dostatecznie maltych |h|, |k|

(8) fla+h,b+k)— f(a,b) = Ah + Bk + r(h, k)
przy czym
(9) im  TE)

(h,k)—(0,0) |(h, k)|

(przypominamy, ze wyrazenie
|(h, k)| = Vh2 + k2

jest norma, punktu (h, k) - por. rozdz.I punkt 3).

Warunki (8), (9) oznaczaja, ze przyrost funkcji rézniczkowalnej mozna dobrze aproksy-
mowa¢ przez funkcje liniowa, przyrostéw zmiennych niezaleznych h, k tzn. z bledem r(h, k),
ktory szybko dazy do zera przy h — 0,k — 0.

Z warunkéw (8), (9) wynika tatwo

Twierdzenie 1. Jezeli f jest rézniczkowalna w punkcie (a,b), to ma ona w tym punkcie
obie pochodne czastkowe f, f, 1 przy tym

(10) fz(a,b) = A, fy(a’b) = B.



24

DOWOD. Przyjmujac k = 0 w (8) dostajemy
r(h,0)

f(a-l—h,b)—f(a,b) _
- = A+ =

skad, przechodzac do granicy przy h — 0 i korzystajac z (9) dostajemy pierwsza z réwnosci
(10). Dow6d drugiej réwnosci jest podobny i pozostawiamy go Czytelnikowi. 0

Funkcje liniowg zmiennych h, k
df(a,b;h, k) = h fz(a,b) + k fy(a,b)

nazywamy rdézniczkq funkcji f w punkcie (a,b). Roézniczkowalno$é funkcji oznacza wiec,
ze jej przyrost mozna aproksymowaé przez rézniczke z bledem, ktéry szybko dazy do zera
przy h,k — 0.

Przykiad 5. Funkcja

@y =g dla (5y)#(0,0), £(0,0) =0

rozwazana w Przykladzie 3 ma obie pochodne czastkowe f;, f, w punkcie (0,0) ale nie
jest rézniczkowalna w tym punkcie. Istotnie, w przypadku rézniczkowalnos$ci mieliby$my
zgodnie z réwnoscig, (8) i twierdzeniem 1

r(h, k) = f(h, k)
i wobec tego dla (h, k) # (0,0)

r(h, k) _ hk
VhZ + k2 - (h2+k2)v/h2+k2'

Przyjmujac h = k w (11) dostajemy

(11) t(h, k) =

1
©2V2|h)

skad widaé, ze warunek (9) nie jest spehiony.

Podany przyklad wskazuje, ze funkcja dwoéch zmiennych moze mieé¢ obie pochodne
czastkowe ale nie by¢ rézniczkowalna. Jest to sytuacja odmienna, niz w przypadku funkeji
jednej zmiennej, gdzie rézniczkowalnosé¢ jest rownowazna istnieniu pochodne;j.

t(h, h)

Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, zachodzi twierdzenie

Twierdzenie 2. JeZeli funkcja f(x,y) jest rézniczkowalna w punkcie (a,b), to jest ciagta
w tym punkcie.

DOWOD. Dla dowodu oszacujemy przyrost funkcji f odpowiadajacy przyrostom h, k
zmiennych niezaleznych. Wobec (8) mamy

(12) [f(a+h,b+ k) — f(a,b)| < [A[[h| + |B||k| + [r(h, k).
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Z warunku (9) wynika, ze do dowolnie ustalonego € > 0 mozna dobraé liczbe 6 > 0 tak,
by dla (h, k) # (0,0) speliajacych warunek

(13) |h| <0, k| < ¢
zachodzila nieré6wnosé

1 1
(14) r(hok)| < 5 el (h B < 5 €

(nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze |(h, k)| < 1 dla (h, k) speliajacych (13)).
Jezeli A= B =0, toz (12) i (14) wynika nieréwnos¢

(15) \fla+h,b+Fk)— fa,b)| <e

dla h, k spehiajacych (13). Jezeli za$ stale A, B nie sa réwne zeru, to oprécz (13) nalezy
przyja¢ dodatkowo, ze przyrosty h, k spelniaja warunki (lub jeden z nich)

9 9

< 5

i wéwczas réwniez otrzymujemy (15). Zgodnie z twierdzeniem 7 rozdz.I oznacza to ciaglosé
funkcji f w punkcie (a,b). O

Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, twierdzenie odwrotne nie jst prawdziwe.
Funkcja ciggla moze nie by¢ rézniczkowalna, jak wskazuje nastepujacy przykiad.

Przyklad 6. Rozwazmy funkcje

f(x,y) = |zyl.

Latwo pokazaé opierajac sie na twierdzeniu 6 rozdz.l, ze jest ona ciagla w punkcie (0,0).
Istotnie, jezeli (zy,yn) — (0,0), to |2,y,| — 0 a zatem z ciaglodci pierwiastka wynika, ze
réwniez f(z,,yn) — 0= f(0,0). Okazemy, ze funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie
(0,0). Poniewaz f(h,0) = f(0,k) = f(0,0) = 0, mamy

f2(0,0) = fy(0,0) =0,
w przypadku rézniczkowalnosci zgodnie z (8) i twierdzeniem 1 zachodzitaby wiec réwnosé
(16) f(h k) =7r(h,k).
Przyjmujac h = k w (16) otrzymujemy

r(h,h) b
V2r? V2

to jednak oznacza, ze warunek (9) nie jest speliony.
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Twierdzenie 3. Zaliimy, zZe
(i) funkcja f jest okreslona i ma pochodne czastkowe fy, f, w kazdym punkcie (x,y)
spetniajagcym (1),
(ii) pochodne fg, fy sa funkcjami ciggtymi w punkcie (a,b).

Wéwczas funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie (a,b).

DOWOD. Przyrost funkcji f wystepujacy po lewej stronie (8) mozemy zapisa¢ w postaci
Fla+hb+k) — fa,b) = [f(a+ hob+k) — fla+ h,b)} ++[f(a+h,b) _ f(a,b)]

czyli
Fla+hb+ k)~ f(a,8) = [p+ k) p®)] + [ata+h) — a(a)].

gdzie
p(y):f(a+hay)a Q(m):f(x’b)

7. zalozen twierdzenia wynika, ze funkcje jednej zmiennej p, ¢ maja pierwsza pochodna,
mozemy wiec zastosowaé do nich twierdzenie Lagrange’a, co daje

fla+h,b+k)— f(a,b) =kp' (b+ ©1k) + hq'(a + O2h)

czyli po obliczeniu pochodnych
(17) fla+h,b+k)— f(a,b) = hfz(a+ O2h,b) + kfy(a+ h,b+ O1k),
gdzie liczby ©1, ©9 naleza do przedzialu (0,1). Oznaczajac

A=fu(ab),  B=fylab)
mozemy (17) zapisa¢ w postaci
(18) fla+h,b+ k) — f(a,b) = Ah + Bk + ha(h, k) + kB(h, k),
gdzie

a(h,k) = fz(a + O2h,b) — fz(a,b), B(h,k) = fy(a+ h,b+ ©1k) — fy(a,b).

Z zalozenia (ii) wynika, ze

. _ g _
(h,k)l—)In(O,O)a(h’k) (h,k)irrl(o,o)ﬂ(h’k) 0

natomiast modut kazdego z ulamkow

h k
VRZ+ k2 VA2 + k2
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nie przekracza jednosci. Wobec tego przyjmujac

r(h, k) = a(h,k)h + B(h, k)k

mamy
im B
(h,k)=(0,0) \/h? + k2
a to wobec (18) zapewnia rézniczkowalnosé funkcji f w punkcie (a,b). O

Méwimy, ze zbiér Q C IR? jest otwarty, jezeli do kazdego punktu (a,b) € Q istnieje
takie n > 0, ze punkty (z,y) spelniajace (1) réwniez naleza do Q. Przykladami zbioréw
otwartych sa: cala plaszczyzna IR?, wnetrze kola, wnetrze prostokata (por. rys.7). Za-
uwazmy, ze aby rozwazaé¢ pochodne czastkowe funkcji f w dowolnym punkcie zbioru Z, w
ktérym jest ona okreslona, musimy zalozy¢, ze jest to zbior otwarty - tylko wtedy bowiem
ilorazy réznicowe wystepujace w definicji pochodnych sa okreslone dla dowolnego punktu
(a,b) € Z, przynajmniej dla dostatecznie matych |h/, |k|.

[rys. Tal, [rys. 7b]
Niech Q C IR? bedzie zbiorem otwartym. Bedziemy méwili, ze funkcja f jest klasy C' w
zbiorze 2, jezeli
(a) w kazdym punkcie zbioru 2 istnieja pochodne czastkowe f5, fy
oraz
(b) pochodne te sa ciaglte w kazdym punkcie zbioru €.
Zapisujemy: f jest klasy C1(Q) lub f € C1(Q).

7 twierdzenia 3 wynika jako prosty wniosek
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Twierdzenie 4. Niech Q C IR? bedzie zbiorem otwartym. Jezeli funkcja f jest klasy
CY(Q), to jest rézniczkowalna w kazdym punkcie (a,b) € .

Uwaga. 7 twierdzenia 2 wynika natychmiast, ze funkcja klasy C' w zbiorze Q jest
ciagta w kazdym punkcie tego zbioru.

Przykiad 7. Niech
f(z,y) =log(1 — V22 + y?).

Funkcja f jest okreslona dla 22+ 42 < 1 czyli w kole otwartym (tj. bez ograniczajacego go
okregu) K o srodku (0,0) i promieniu 1. Jak latwo sprawdzi¢, K jest zbiorem otwartym
(por. rys. 7). Oznaczmy przez K ¢wiartke kota K okreslona, nier6wnosciami z > 0, y > 0.
Rézniczkujac otrzymujemy dla (z,y) € K,

i fy(xay) = Y

22 +y2 — /22 + y2 22 +y2 — /22 + y2

Mianowniki obu wyrazen sa rézne od zera dla (x,y) € K, ponadto funkcja

9(z,y) = 22 + 92

jest ciagla w dowolnym punkcie plaszczyzny IR? (proste sprawdzenie w oparciu o twierdze-
nie 6 rozdz. I pozostawiamy Czytelnikowi), wobec tego funkcje f; i f, sa ciagle w zbiorze
K na mocy twierdzenia 8 rozdz. 1. Zatem f € C'(K,) i z twierdzenia 4 wynika, ze f jest
rézniczkowalna w dowolnym punkcie (a,b) € K.

fx(l'ay) =

3. Pochodne czastkowe wyzszych rzedow. Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona w
zbiorze otwartym €2 i ma w kazdym punkcie tego zbioru pochodne czastkowe pierwszego
rzedu fz, fy. Pochodne (o ile istnieja)

0 0 0 0
(a) %fx; (b) 8_yfaca (C) %fy7 (d) 8_yfy

nazywamy pochodnymi czgstkowymi drugiego rzedu funkcji f. Pochodne (b) i (c) nosza
nazwe pochodnych mieszanych drugiego rzedu. W podobny sposéb mozna wprowadzi¢
pochodne czastkowe rzedu wyzszego niz dwa.

Dla pochodnych czastkowych drugiego rzedu uzywane sa oznaczenia

0 o%f 0 02f
%fa:— w_fﬁwﬂ 6_yf:c 8y8m fa:yv
o, _&f _ 0 a2f

Przyklad 8. Znajdziemy pochodne mieszane drugiego rzedu w punkcie (0,0)
funkcji f okreslonej nastepujaco:

2 2

_ Y
f(:[’.’y) - xymz +y2

dla (z,y) # (0,0), f£(0,0) = 0.
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Zaczniemy od obliczenia pochodnych pierwszego rzedu f;(0,y) oraz f,(x,0) dla dowolnych
x, y. Poniewaz f(0,y) = f(z,0) = 0, mamy

o flhyy) . RP—y?
oraz (5.%) ) )
o [ k) Tt —k°
Joe 0= T T e T
i wobec tego
L0 ==l  f@0)=1
ay T 7y - I 8.17 y I -

dla dowolnych z,y. Przyjmujac w szczegdlnosci x = y = 0 dostajemy

fzy(oa 0) = -1, fym(0,0) =1.

Podany przyklad wskazuje, ze przy obliczaniu pochodnych wyzszych rzedéw wynik
moze zaleze¢ od kolejnosci, w jakiej wykonujemy rézniczkowanie wzgledem poszczegdlnych
zmiennych. W szczegdlnosci pochodne mieszane drugiego rzedu moga, nie by¢ réwne.

Udowodnimy teraz twierdzenie, ktore podaje warunek dostateczny réwnosci pochodnych
mieszanych drugiego rzedu.

Twierdzenie 5. Zatizmy, ze

(i) pochodne pierwszego rzedu fg, f, oraz pochodne mieszane fzy, fyz istniejq dla (z,y)
spetniajacych warunek (1) przy pewnym n > 0,

(ii) pochodne mieszane sq cigglte w punkcie (a,b).
Wowczas fry(a,b) = fyz(a,b).

DOWOD. Niech przy ustalonych h, k

®(a,b) = f(a+ h,b+ k) — f(a+ h,b) — fla,b+ k) + f(a,b).

Wprowadzajac funkcje
e(@.y) = flz+hy) - f(z,y)

mamy
(19) @(a’ b) = QO(G,, b+ k) - QO(G,, b)
Z zalozenia (i) wynika, ze funkcje jednej zmiennej ¢(a,y) oraz f,(x,b+ k) maja pierwsza

pochodna dla z, y spemiajacych (1) i |k| < 1, mozemy wiec zastosowaé do nich twierdzenie
Lagrange’a i zapisa¢ (19) w postaci

O(a,b) = ky,(a, b+ OF) = k(fy(a—i- h,b+OFk) — f,(a,b+ @k)),
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skad nastepnie otrzymujemy
(20) ®(a,b) = khfyz(a+ O1h,b+ OF).
Podobnie, wprowadzajac funkcje

Y(z,y) = f(z,y + k) — f(z,y)

dostajemy
(21) q)(aa b) = lb(a + h7 b) o '%b(a, b)

i stosujac dwukrotnie twierdzenie Lagrange’a (na co pozwala zalozenie (1)) zapisujemy (21)
w postaci

®(a,b) = hafa(a + O2h,0) = h( fu(a+ Oah, b+ k) = fu(a+ Osh,))
skad nastepnie wynika, ze
(22) ®(a,b) = hkfzy(a+ O2h,b+ O3k).
Réwnosci (20) i (22) daja
(23) fyz(a+O1h, b+ Ok) = fry(a+ Ozh,b+ Osk),

przy czym liczby O, ©1, O3, O3 nalezg do przedziatu (0,1). Przechodzac w réwnosci (23)
do granicy przy h,k — 0 i korzystajac z zalozenia (ii) dostajemy teze twierdzenia. Il

4. Rézniczkowanie funkcji zltozonej (superpozycji).

Zacznijmy od przykladu fizycznego. Zalézmy, ze w pomieszczeniu wprowadzono pros-
tokatny uklad wspélrzednych, przy czym o$ z-6w jest skierowana pionowo oraz ze tem-
peratura w punkcie (z,y,z) tego pomieszczenia zalezy tylko od zmiennych z,y. Inaczej
moéwiac, temperatura w pomieszczeniu okreslona jest przez funkcje f(z,y). Przypusémy
teraz, ze w pomieszczeniu porusza sie punkt materialny P, ktérego wspéirzedne w chwili
t wynosza, 2(t), y(t), z(t). Wobec tego temperature punktu w chwili ¢ okresla wyrazenie

(24) f2@),y(t) = F(t)

Wyrazenie takie nazywamy funkcjq ztoZona lub inaczej superpozycjq. Predkosé, z jaka
zmienia si¢ w czasie temperatura punktu P jest réwna

F(t — F(t dF

L F(t+7) - F@) _dF

T7—0 T dt

(1),

jest to wiec pochodna funkcji zlozonej F(t). Powstaje pytanie, jak mozna obliczyé ta
pochodna, znajac funkcje f(z,y), z(t), y(t). Odpowiedz daje nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 6. Niech f(z,y) bedzie funkcjq okreslong w zbiorze otwartym Q C R? i
niech x(t),y(t) bedq funkcjami okreslonymi w pewnym przedziale TP na osi rzeczywistey,
przy czym (x(t),y(t)) € Q dlat € P.
Zaktadajac, ze

(i) pochodne czastkowe fg, fy istniejq i sq ciggle w zbiorze
oraz

(ii) funkcje x(t),y(t) majq pierwszq pochodnag w przedziale 1P,
przyjmigmy oznaczenie (24).
Wéwczas funkcja F(t) ma pochodng w przedziale IP i zachodzi réwnosé
dF
dt

DOWOD. Przy ustalonych ¢, h przyrost funkcji F' mozemy zapisaé w postaci

Ft+h)—F(t) = (£@(t+h), y(t+h) — F @), y@+1)) + (£, y(t+) ~ F((2), y (1))

czyli

(26)  F(t+h)—F@) = (p(a(t+m) - p®) + (alt + b)) - a(®),

gdzie

dz dy
(25) fogr +hygr  (LETP)

p(z) = f(z,y(t+h)),  qy) = f(z(t),y)

Z zalozen twierdzenia wynika, ze dla maltych |h| funkcje jednej zmiennej p, ¢ maja pierwsza
pochodna, i mozna wobec tego stosowaé do nich twierdzenie Lagrange’a. Oznaczajac

Aw=a(t+h)—(t),  Ay=y(t+h) - y(t)
dostajemy 7 (26)
F(t+h) = F(t) =p' (2(t) + ©182) Az + ¢ (y(t) + ©28y) Ay
czyli po obliczeniu pochodnych
(27)  F(t+h) = F(t) = o (5(t) + @14z, y(t + 1)) Az + £, (2(8), y(t) + ©:49) Ay,

przy czym liczby ©1, O naleza do przedziatu (0,1). Z (27) wynika, ze
F(t+h)—-F(t Ax
CHZFO _ f, (a6) + 01820+ 1) 52+ 1, (0, 96 + ©289) 5L

Funkcje z(t), y(t) maja pierwsza pochodng na mocy (i), sa wiec ciagle i zatem Az — 0 oraz
Ay — 0 przy h — 0. Przechodzac do granicy w (28) i korzystajac z ciaglosci pochodnych
fz, fy dostajemy (25). O

Udowodnione twierdzenie tatwo przenies¢ na przypadek funkcji ztozonej postaci

(29) F(t,s) = f(2(t,5),y(t, ).

(28) Ay
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Twierdzenie 7. Niech f(z,y) bedzie funkcjq okreslong w zbiorze otwartym Q C R? i
niech z(t,s),y(t,s) beda funkcjami okreslonymi w zbiorze otwartym = C IR2, przy czym
(a:(t, s), y(t, 3)) € Q dla (t,s) € E. Zaktadajac, ze

(i) pochodne czastkowe f,, f, istniejq i sq ciggte w zbiorze
oraz

(i) funkcje x(t, s),y(t, s) majq pierwsze pochodne czqstkowe w zbiorze =,
przyjmigmy oznaczenie (29).
Wéwczas funkcja F(t,s) ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w zbiorze Z i zachodzq
rownosci

8F B oy
fw fy aa

(30)

8F
FAEYA S

DOWOD. Wrzory (30) wynikaja natychmiast ze wzoru (25), jezeli zauwazymy, ze po-
chodng czastkowa, 5 aF lub aF mozemy uwazaé za pochodng funkcji jednej zmiennej przy
zalozeniu, ze druga zmlenna zostala ustalona. Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie
szczegolowego rachunku, podobnego jak w dowodzie twierdzenia 6. U

Przykilad 9. Niech
fla,y) =22 +4? (z,y) € R?

oraz
z(t) = Asint, y(t) = Acost (teR)

- zatem punkt (az(t), y(t)) przy zmiennym ¢ porusza sie¢ po okregu kota o §rodku w poczatku

ukladu i promieniu A. Przyjmujac oznaczenie (24) i stosujac regule (25) dostajemy

dF
o = 2A%sintcost — 242 costsint = 0.

Zauwazmy, ze ten sam wynik mozemy otrzymac bezposrednio, bowiem
F(t) = A%(sin®t + cos® t) = A2,
F(t) jest wiec funkcja, stala,.
Przykiad 10. Niech, podobnie jak poprzednim przyktadzie,

fz,y) =2+ 9%
zas x,y niech beda funkcjami dwéch zmiennych

(31) x(r,0) = rcosb, y(r,0) = rsinb, r>0, 6eIl.
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Zmienne r, § nazywamy wspdtrzednymi biegunowymi punktu (z, y) - por. rys. 8. Ze wzoréw

(31) wynika, ze
r=vz?+y?

zatem zmienna r (zwana promieniem wodzqcym) jest odlegloscia punktu P = (z,y) od
poczatku ukladu, natomiast 6 oznacza kat miedzy dodatnia, pélosia, z-6w a wektorem O
(tzn. kat, o jaki nalezy obréci¢ dokota poczatku ukltadu dodatnia p6tos z-6w, aby przyjeta
kierunek i zwrot wektora 04};) Aby otrzymaé wszystkie punkty (z,y) plaszczyzny IR?2
wystarczy zalozyé we wzorach (31), ze 0 < 6 < 27 oraz przyjac dodatkowo dowolnie
ustalone 0 dla r = 0.

[rys. 8]

Przyjmujac oznaczenie (29) z zastapieniem (¢, s) przez r, 6 obliczymy pochodne czast-
kowe pierwszego rzedu funkcji F(r, ) stosujac regute (30). Otrzymujemy

oF
e (2x cosf + 2ysin6),
co po wykorzystaniu (31) daje
oF
o 2r(cos® 0 + sin? ) = 2r
oraz OF
90 = —2xrsinf + 2yrcos 6,

czyli wobec (31) oF
20

= —92r2cosOsinf + 2r?sinf cosh = 0.
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Zauwazmy, ze ten sam wynik mozna otrzymaé bezposrednio, jezeli zauwazymy, ze wobec
(31)
F(r,0) =

Przyklad 11. Rozwazmy strune sprezysta, ktéra w polozeniu réwnowagi lezy na
osi z-6w i ktora, wprawiono w ruch nadajac jej punktom pewne wychylenie lub pewna
predkos¢ poczatkowa. Zakladamy, ze 0§ x-6w jest zorientowana w zwykly sposéb tzn. ze
liczby dodatnie znajduja, sie na prawo od poczatku uktadu. Niech u(z,t) oznacza wychyle-
nie z polozenia réwnowagi punktu x struny w chwili £. Mozna okazac, ze jezeli wychylenie
nie jest zbyt duze, to funkcja u(x,t) spelia z dobrym przyblizeniem réwnanie rézniczkowe

(32) azua:m = Utt,

gdzie stala dodatnia a zalezy od parametréw fizycznych struny. Réwnanie (32) nosi nazwe
rownania struny drgajacej. Rozwazmy abstrakcyjny przypadek struny nieograniczonej tzn.
wypelniajacej w polozeniu réwnowagi cala o x-6w. Okazemy, ze funkcja

(33) u(z,t) = f(x + at) + g(x — at), (zeR, t>0)
gdzie f, g sa funkcjami jednej zmiennej klasy C2, spelnia réwnanie (32). Oznaczajac
(34) ¢ =x + at, n=ux—at

mozemy (33) zapisa¢ w postaci

u(w,t) = £ (&) + g (n(. 1)),

zatem u(z,t) jest suma dwéch funkeji ztozonych i do obliczenia jej pochodnych zastosu-
jemy wzér (30) (latwe sprawdzenie, ze zalézenia twierdzenia sa, spelnione, pozostawiamy
Czytelnikowi). Otrzymujemy

ou 8§

ox f 8 ’
ou f

ot =/ 815

czyli po zrézniczkowaniu funkcji (34)
Um(wa t) = fl(g(xa t)) + g'(TI(wa t))a
wi(z,1) = a /(6. 8) — g (1(a, 1) ).

Aby obliczy¢ drugie pochodne funkcji u(z,t) rézniczkujemy (35) stosujac ponownie wzor
(30), co daje

(35)

Oug _ //% //%

or or g oz’

Ouy _(.y06 0N
ot _a( ot 9 8t)
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czyli po obliczeniu pochodnych funkcji (34)

um(x, t) = f”(é(x7 t)) + 9"(77(357 t))a

(36) wn(z,1) = a2 (£ (€(, 1) + 9" (n(x1))).

Ze wzor6éw (36) widaé, ze funkcja u(z,t) spelnia réwnanie struny drgajacej (32).
Aby odczytaé interpretacje fizyczna, rozwiazania (33) zalézmy na chwile, ze funkcja g
jest réwna zeru, zatem

(37) u(z,t) = f(x + at).
Dla dowolnych (x1,t1), (z2,t2) (t1 < t2) zachodzi réwnosé
U(.Tl, tl) = U(.Tg, tg)

wtedy, gdy
r1+aty =z + aty

czyli
To — X1 = a(t1 — tz).

Zostatniej rownosci wida¢, ze wychylenie struny z polozenia réwnowagi okreslone wzorem
(37) w miare uptywu czasu przesuwa sie po strunie w lewo (bo z2 < z1) z predkoscia a.
Podobnie mozna okaza¢, ze wychylenie struny z polozenia réwnowagi dane wzorem

u(z,t) = g(z — at)
przesuwa sie po strunie w prawo z ta sama, predkoscia, a. W ogdlnym przypadku rozwiazanie
(33) réwnania struny drgajacej jest suma dwéch zaburzen rozchodzacych sie¢ po strunie z

predkoscia a w przeciwnych kierunkach. Postaé¢ funkcji f, g zalezy od zaburzenia, jakie
nadano strunie w chwili poczatkowej ¢t = 0.

Dla funkcji f(x,y) okreélonej w zbiorze otwartym  C IR? wprowadzimy wektor

grad f = [fs, f,]

oraz wyrazenie (zwane laplasjanem)
Af = foa+ fyy

Diugos¢ wektora graﬁ f obliczamy wedlug wzoru

grad f| = /12 + f2,

grad f|2 = 2+ f2.

zatem
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Przykilad 12. WprowadZmy na plaszczyznie IR? wspéirzedne biegunowe
(38) x =rcosb, y =rsinf

(por. Przyklad 10 i rys. 8) i niech w(z,y) bedzie funkcja klasy C! w obszarze Q C IR? nie
zawierajacym poczatku uktadu wspétrzednych. Znajdziemy posta¢ wyrazenia |grad w|? we
wspoltrzednych biegunowych.

W dalszym ciagu pochodne czastkowe funkeji w(z,y) bedziemy oznaczali przez wg, wy,
natomiast pochodne czastkowe superpozycji przez w(r cos @, rsinf) przez w,, wy. Inaczej
mowiac, oznaczamy ta samg litera, funkcje wyjsciowa w oraz funkcje zlozona - ma to
uzasadnienie, gdy w jest pewna, wielkoScig, fizyczng, ktoéra wyrazamy, zaleznie od potrzeby,
badz we wspélrzednych prostokatnych badz we wspéirzednych biegunowych.

W oparciu o wzory (30) mamy

Wy = W &-i- 96
T 9 we(?a:’
(39) or 09
wy:wra—y+w98—y.

Zauwazmy jednak, ze do znalezienia pochodnych w,, w, przy uzyciu wzoréw (39) potrzebna
jest znajomosé funkcji r(z,y) i 6(x,y) oraz ich pochodnych, nalezy zatem rozwigzaé¢ réw-
nania (38) wzgledem r, 0 a nastepnie zrézniczkowaé otrzymane rozwiazania. Wymaga to
dos¢ ucigzliwych rachunkéw, dlatego postapimy inacze;j.

Stosujac do funkcji ztozonej w(r cos 6, rsin §) wzory (30) otrzymujemy

" T or Yor’
Wy =W 6x+w @
* 00 Yoo’

czyli po zrézniczkowaniu (38)

Wy = Wy €0S 0 + wy sin b,
(40) .
We = —Wg T8N0 + wy 7 cos b.

Wzory (40) mozna traktowaé jako uklad réwnan liniowych z niewiadomymi wg,w, i
rozwigzaé go stosujac wzory Cramera. Wyznacznik uktadu ma postaé

cosf, sin 6

D= .
—rsinf, rcosf

jest zatem rozny od zera w obszarze (2, natomiast oznaczajac odpowiednio przez D;, D,
wyznaczniki, w ktérych kolumne wspoéiczynnikéw przy niewiadomej wg,w, zastapiono
przez kolumne wyrazéw wolnych dostajemy

Wy, Sin@
D, =
wy, T COSH
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oraz
cosf, w,

—rsinf, wy

D2:‘

Rozwiazanie uktadu (40) ma zatem postaé

sin 6
Wy = W, coSH — wy ,
r

(41) cos 6

wy = wy sinf + wg
Korzystajac z (41) otrzymujemy po prostym rachunku

1
|gra§w|2 = wf + 2 wg.

Przykiad 13. Podobnie, jak w Przykladzie 12, bedziemy rozwazaé funkcje w(z,y)
okreslona, w zbiorze otwartym  C IR? nie zawierajacym poczatku ukladu wspétrzednych
i superpozycje w(r cosf,rsin@), przy czym zalozymy, ze funkcja w(z,y) jest klasy C? w
zbiorze 2. Naszym celem jest wyrazenie laplasjanu funkcji w we wspélrzednych bieguno-
wych (38). Zauwazmy najpierw, ze wzory (41) mozna potraktowaé jako regute rézniczko-
wania przy uzyciu wspélrzednych biegunowych, ktérg zapiszemy w postaci

9 _ 0 sing D
(42) or or r 00’
g w0
oy or r 00

Stosujac (42) kolejno do funkeji w,, w, dostajemy

(43) v 87‘ ¥ T 80 ©
. 0 cosf 0
wyy =sinf Ewy T %’U}y

Pochodne wystepujace po prawej stronie wzoréw (43) obliczamy, rézniczkujac (41). Po
wstawieniu wyniku do wzoréw (43) i dodaniu pochodnych wg,, wy, dostajemy ostatecznie

1
AW = Wpp + — Wy + — Wey.
T 72

Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie szczegdtowego rachunku.

Otrzymane regulty rachunkowe (25), (30) daja sie latwo przenie$¢ na przypadek funkcji
trzech zmiennych. Najpierw przeniesiemy na przypadek trojwymiarowy definicje zbioru
otwartego, podang poprzednio (punkt 2) dla zbioréw na plaszczyznie. Méwimy, ze zbiér
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Q C IR3 jest otwarty, jezeli do kazdego punktu (a, b, c) € Q istnieje takie n > 0, ze punkty
(x,y, z) speliajace warunek

(44) |z —al <, ly —b| <, lz—c| <n

réwniez nalezg do 2. W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze rozwazane funkcje sa o-
kreslone w zbiorach otwartych -zapewnia to mozliwo$é¢ utworzenia ilorazéw roznicowych
wystepujacych w definicji pochodnych czastkowych. Definicja funkcji klasy C! w zbiorze
otwartym 2, podana w punkcie 2 dla funkcji dwéch zmiennych, przenosi sie bez zmian na
przypadek funkcji trzech zmiennych.

Twierdzenie 8. Niech f(x,y,z) bedzie funkcja okreslong w zbiorze otwartym Q C IR3 i
niech z(t,s,7), y(t, s,r), z(t, s,7) beda funkcjami okreslonymi w zbiorze otwartym = C IR3,
pray czym (x(t, s,7),y(t,s,r), z(t, s,r)) € Q dla (t,s,r) € E. Zaktadajgc, zZe

(i) pochodne czastkowe fz, fy, f. istnieja i sq ciagle w zbiorze Q
oraz

(ii) funkcje x(t,s,r), y(t,s,r), z(t, s,r) majq pierwsze pochodne czqstkowe w zbiorze E,
Przyjmijmy oznaczenie

F(t,s,r)=f (a:(t, s,7m),y(t, s, r), z(t, s, 7‘))

Wéwczas funkcja F(t, s,r) ma pochodne czqstkowe pierwszego rzedu w zbiorze Z i zachodzq
rownosci

or | Oz Jy 0z
E —fm_‘l‘fya'i'fz_a
8F

(45) _fa: fy —l_fz s’
aF B

a fm fy +fz

DOWOD. Dowéd nalezy zaczaé od przypadku, gdy funkcje z,y, z zalezg tylko od jed-
nej zmiennej t i przeprowadzi¢ rozumowanie podobne, jak w dowodzie twierdzenia 7
(oczywiscie wzory (45) redukuja, sie wéwczas do pierwszej réwnosci z zastapieniem odpo-
wiednich pochodnych czastkowych przez pochodne funkcji jednej zmiennej). Sytuacja,
gdy x,y, z zaleza od trzech zmiennych, sprowadza sie do przypadku juz rozwazanego jezeli
zauwazymy, ze pochodna czastkowa mozemy uwazaé za pochodna funkcji jednej zmien-
nej przy zalozeniu, ze pozostale zmienne zostaly ustalone. Szczegdély rachunkowe dowodu
pozostawiamy Czytelnikowi. O

5. Pochodna kierunkowa.

Niech f(z,y) bedzie funkcja okreslona, w zbiorze otwartym Q C IR? i niech 7 = [a, 3]
bedzie wektorem w plaszczyznie IR2. Granice (o ile istnieje)

. fla+ta,b+tp) — f(a,b) Of
(46) lim " =55
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nazywamy pochodng kierunkowq funkcji f w kierunku wektora v w punkcie (a,b). Licznik
utamka po lewej stronie (46) jest réwny przyrostowi wartosci funkcji f, gdy jej argument
ulega przesunigciu z punktu (a, b) w kierunku wektora 7. Dhugo$é tego przesunigcia wynosi

|(a +ta, b+tB) — (a,b)| = [t|\/a? + B2

i jest réwna |t|, gdy 7 jest wersorem tzn. wektorem o dtugosci jednostkowej. Interpretujac
t jako czas mozna pochodna kierunkows (46) uwazaé¢ za miare predkosci, z jaka zmienia
sie wartosc¢ funkcji f, gdy jej argument porusza sie¢ w kierunku 7.
Zauwazmy, ze przyjmujac
g(t) = fla+ta,b+1p)

mamy

Jezeli f ma ciagle pierwsze pochodne czastkowe w €, to stosujac regule (25) dostajemy
stad

of

(47) 9

(a,b) = afz(a,b) + Bfy(a,b).

Prawa strona réwnosci (47) jest iloczynem skalarnym wektoréw 7 i gra(_i) f, mozemy wiec
ja, zapisaé krocej

(48) %:mgﬁn

Wrzory (47) i (48) daja, praktyczny sposéb obliczania pochodnej kierunkowej bez odwoty-
wania sie do definicji.
Jezeli wprowadzimy wersory osi ukladu wspélrzednych na plaszczyznie IR2

i=[1,0], j=10,1],
to z definicji (46) wynika, ze
0 0
O (@) = falab), 97 (@) = £, (a,b).
01 djJ

Pochodne czastkowe pierwszego rzedu sa wiec pochodnymi kierunkowymi w kierunku wer-
soréw osi uktadu wspétrzednych.

Przyklad 14. Niech

2

J@y) = dla () #(0,0), 7(0,0)=0
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i niech v = [«, 8] bedzie dowolnym wektorem na plaszczyznie IR2. Mamy dla t # 0, # 0

f(ata ﬁt) — f(07 0) a182

t - oz2+,6’4t2’

co po przejéciu do granicy przy t — 0 daje

of o oy _ B
a0 ="

natomiast dla o« =0, # 0
f(07 ﬂt) B f(07 0)

= 0’
t
zatem po przejsciu do granicy przy ¢ — 0 dostajemy
of
—(0,0) = 0.
570 0)

Widzimy wiec, ze funkcja f ma w punkcie (0,0) pochodna, kierunkows w kierunku dowol-
nego wektora. Wiemy natomiast (por. Przyklad 7 rozdz. 1), ze funkcja f nie ma granicy
w poczatku ukladu wspétlrzednych, nie jest wiec ciagla w tym punkcie.

Zadania.

1. Znalez¢ pochodne czastkowe f;, fy, jezeli

2 2

() f(z,y) =zysin(z® —¢*), () f@y)=y@+y)* (i) flzy) = 7.

2. Niech

(a) flzy)=v2z+y,  (b) flz,y) =logz®—-¢?), () [f(z,y)=(a®—y)™.

Znalez¢ dziedzine funkcji f i narysowac jg na plaszczyznie z prostokatnym ukladem wspét-
rzednych. Czy dziedzina ta jest zbiorem otwartym?

3. Znalez¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji podanych w zadaniu 2. W jakim
zbiorze plaszczyzny IR? okreslone sg te pochodne?

4. Niech (por. Przyklad 6)
fz,y) = Vlzyl.

Zbadaé istnienie pochodnych czastkowych fgz(a,b), fy(a,b) w dowolnym punkcie
(a,b) € R
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5. Sprawdzié, ze funkcja (por. Przyktad 7 rozdz. Ii Przyklad 14)

2

f@y)= g da @n)#00),  f0,0=0

nie jest rézniczkowalna w punkcie (0, 0).

6. Niech
2 2

f(:c,w:xy;—;; dla (z,y) # (0,0),  f(0,0) = 0.

Znalez¢ pochodne mieszane f;, oraz f,, w dowolnym punkcie (z,y) # (0,0) i zbada¢
ich ciagloé¢ w dowolnym punkcie plaszczyzny IR2. Wynik poréwnaé z twierdzeniem 5
i Przykladem 8.

7. Méwimy, ze funkcja f okreslona na plaszczyznie IR? jest jednorodna stopnia m, jezeli
dla dowolnego t > 0 i dowolnego (x,y) € IR? zachodzi réwnoéé

(49) fltz, ty) =t™ f(x,y).

Udowodni¢, ze funkcja f klasy C!(IR?) jest jednorodna stopnia m wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi wzér Eulera

(50) z fz(z,y) +y fylz,y) =mf(z,y), (z,y) € R2.

Wskazoéwka. Rézniczkujac (49) wzgledem ¢ i przyjmujac ¢ = 1 dostajemy (50) dla dowolnie
ustalonego (z,y) € IR%. Aby udowodnié, ze z (50) wynika (49), nalezy rozwazyé funkcje
jednej zmiennej

f (txo, tyo)

9t) ="

(gdzie (zo,yo) jest chwilowo ustalonym punktem) i okazaé, ze jest to funkcja stala.
8. Znalez¢ pochodne czastkowe f,, fy, f2, jezeli
Q)  f(z,y,z) = 22 cos(y+2z)+y> sin(x—2z)+22 cos(z+y), (i) f(z,y,2)= e® Y+

9. Znalezé pochodne czastkowe pierwszego rzedu w punkcie (0,0,0) funkcji (por.
zadanie 11 rozdz.I)

f(z,y,z)

_ TYz
z|? + [yl + |2

dla (z,9) # (0,0), £(0,0,0) =0.

10. W przestrzeni IR? wprowadzamy wspélrzedne sferyczne r, 0, ¢ przy pomocy wzoréw

x = rcosf cos ¢,
y = rsinf cos ¢,
(51) z = rsin ¢,

(r >0, —ggqsg 0<0<2nm).

s
2 ’
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Podaé interpretacje geometryczna zmiennej 7 oraz katéw 60, ¢. Jaki zbiér w przestrzeni IR3
okresla réwnanie

(l) T =Ty, (ll) QS = d)o, (lll) 9 = 90,
gdzie rg, 0y, $o oznaczaja stale?

11. Niech
fz,y,2) = 2° +y° + 2*

i niech

x = Acostcoss,

y = Acostsins,

z = Asint.
Przyjmujac oznaczenie

F(t,s) = f(x(t,s),y(t,s), z(t,s))

obliczy¢ pochodne czastkowe Fy, Fs stosujac wzory (45). Czy mozna obliczyé te pochodne
w inny sposob?

12. Niech

fz,y,2) = 2® +y° + 22
i niech funkcje z(r,0,¢), y(r,0, ), z(r,0, ) beda okreslone wzorami (51). Przyjmujac
oznaczenie

F(r,6,8) = £ (a(r,0,),4(r,6,0), 2(r,0,6))

obliczy¢ pochodne czastkowe F)., Fy, Fy
a) opierajac sie na wzorach (45),
b) rézniczkujac funkcje F' po uprzednim wyrazeniu jej przez zmienne r, 6, ¢.

13. Niech

f(z,y) =log(1l — /22 + y?)

Ko =K \{(0,0)},
gdzie K oznacza kolo otwarte o srodku (0,0) i promieniu 1 (por. Przyklad 7). Okazaé, ze
(i) pochodne fz(zo, yo) i fy(zo, yo) istnieja i sg ciagle w dowolnym punkcie (o, yo) € Ko;
(ii) nie istniejg pochodne f;(0,0) oraz f,(0,0).
Wskazéwka. W punkcie (i) zauwazy¢, ze przyjmujac

g(z,y) = a2 +y?

g(z,y) =z gdzie z=z?+ >
i zastosowaé twierdzenie o rézniczkowaniu superpozycji. W punkcie (ii) wykorzystaé znang,
z poczatkowego kursu analizy réwnosé

1 niech

mamy

lim (1 +;v)% =e.

z—0



