Rozdzial IT1

Wzor Taylora i ekstrema funkcji.

1. Twierdzenie o wartosci sredniej dla funkcji dwéch zmiennych.

Niech f(z,y) bedzie funkcja, klasy C! w zbiorze otwartym  C IR? i niech (a,b) €
bedzie ustalonym punktem. Wdéwczas, jak wynika z twierdzenia 6 rozdz. II, funkcja jedne]

zmiennej

g(t) = f(a+th,b+tk)

jest, dla dostatecznie malych |h|, |k|, rézniczkowalna w przedziale [0, 1] i mozna zastosowaé

do niej w tym przedziale twierdzenie Lagrange’a w postaci

(1) g(to+7) = g(to) + 79'(t),

gdzie 0 < tg <t < tg+ 7 < 1. Przyjmujac w szczegdlnosci to = 0, 7 = 1 dostajemy stad

(2) 91)=9(0)+4'(®), (0<t<),
co po obliczeniu pochodnej funkcji g zgodnie ze wzorem (25) rozdz. II daje
(3) fla+h,b+k) = f(a,b) + hfa(z,y) + kfy(2,9),

gdzie

T =a+th, b+ tk.

N
Il

Réwnosé (3) mozna zapisaé inaczej

(4) f(a—i—h,b—i—k)—f(a,b):df(iz,g;h,k),

gdzie d f oznacza rézniczke funkcji f (por. rozdz. II punkt 2). Zauwazmy, ze wobec
nieréwnosci 0 < ¢ < 1 punkt Z,y) lezy na odcinku taczacym punkty (a,b) i (a + h,b+ k)

(por. rys. 9).
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[rys. 9]

7, przeprowadzonego rachunku wynika

Twierdzenie 1 (o wartosci $redniej). Jezeli f jest funkcja klasy C' w zbiorze
otwartym Q C IR, to przy dostatecznie malych |h|, |k| przyrost funkcji f wyraza sie wzorem
(3), gdzie (%, y) jest punktem lezgcym na odcinku tgczacym punkty (a,b) oraz (a+h,b+k).

2. Wzér Taylora dla funkcji dwéch zmiennych.

Zalozymy teraz, ze f jest funkcja okreslona w zbiorze otwartym Q C IR? i majaca w tym
zbiorze ciagle pochodne czastkowe do rzedu n wlacznie oraz ze (a,b) € Q. 7 twierdzenia 6
rozdz.Il wynika wowczas, ze funkcja jednej zmiennej

g(t) = f(a+th,b+tk)

jest (dla dostatecznie matych |hl,|k|) n-krotnie rézniczkowalna w przedziale [0,1] i mozna
zastosowacé do niej w tym przedziale wzor Taylora, co daje

() glto+1) = glte) +74'(to) + T (to) + -+ a T:n

(n—1) ™ () (r
5 g (t0)+n!9 (),

gdzie 0 < tg < t < to + 7 < 1. Zajmiemy si¢ szczegélnym przypadkiem, gdy n = 2
przyjmujac to = 0, 7 = 1. Réwnosé (5) ma teraz postaé

© 9(1) = 9(0) + 4'(0) + 3" (D),

gdzie 0 < t < 1. Pochodne funkcji g mozemy obliczyé stosujac wzér (25) rozdz. 11, co daje

(7) g'(t) = hfz(a+th,b+tk) + kfy(a+ th,b+tk)
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a nastepnie po kolejnym zrézniczkowaniu

g" (t) =h®fue(a+th,b+tk) + khfy,(a+ th,b+ tk)

8
(®) + hkfye(a + th, b+ tk) + k*fy,(a + th,b + tk).

Z uczynionych zalozen o funkcji f wynika na mocy twierdzenia 5 rozdz. II, ze pochodne
mieszane fg, oraz fy, sa réwne w zbiorze Q, zatem (8) mozna zapisaé prosciej

9) 9" (t) = (1 fuz + 20k Ly + K2 fyy ) (0 + th,b + th)

(zapis po prawej stronie oznacza, ze pochodne obliczamy w punkcie (a + th,b + tk)). Z
réwnosci (6), (7), (9) dostajemy wzdr Taylora dla funkcji dwéch zmiennych

fla+hb+k) =f(a,b)+ hfo(a,b) + kfy(a,b)

10
(10) b5 (W Foe @, 9) + 20k oy (@.9) + K £ (2,9))

gdzie t jest pewna, liczbg, z przedziatu (0,1), za$

T =a+th, y=>b+tk
- jak juz zauwazyliSmy w poprzednio, punkt (Z, §) lezy na odcinku laczacym punkty (a,b)
oraz (a + h,b+ k) (por. rys. 9).

W rozdz. II punkt 2 wprowadziliémy rézniczke funkcji f jako funkcje liniowa, przyrostéw
h, k czyli wyrazenie

(11) d f(a,b;h,k) = hfz(a,b) + kfy(a,b),

podobnie mozemy okresli¢ drugaq rozniczke funkcjyi f jako forme kwadratowa, przyrostow
h, k postaci

(12) d’ f(a,b; h, k) = h® frz(a,b) + 2Rk fry (a,b) + k2 fyy(a, b)

(zakladamy ciaglo$é a wigc i réwnos$é pochodnych mieszanych).
Uzywajac oznaczen (11), (12) mozemy wzér Taylora (10) zapisaé inaczej jako

(10) Flat hb+E) = F(a0) + d f(a, b 1, k) + 5§ (3, 5: . B).

Wprowadzimy teraz symboliczny zapis wzoréw (11), (12) w postaci

(11°) d f(a,b;h k) = (h% + ka%)f(a, b)
Ooraz
(12)) d® f(a,b; h, k) = (h(% + k(%ff(a, b).
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Umawiamy sie przy tym, ze
19 obliczajac potege wyrazenia w nawiasie po prawej stronie (12°) przyjmujemy

NI (9V_# () (0)_ &
o)  0x?’ oy)  0oy?’ oz ) \dy) 0xdy

29 symboliczne mnozenie funkcji przez operator rézniczkowania oznacza obliczanie od-
powiedniej pochodnej w punkcie (a,b) - dla przykladu

oraz ze

2

0
_f(a7b) :fx(aab)a w

oz f(a,b) = fzz(a,b).

Przy uzyciu zapisu (11’), (12’) wzér Taylora przyjmuje postaé

0 0

2
(10°)  fla+hb+k) = f(ab)+ (h% + k%) Fla,b) + % (h% + ka—y> £@.7).

Wydaje sie, ze symboliczny zapis uzyty we wzorach (11°), (12’), (10”) ulatwia zapamigtanie
ich.

Przechodzac do ogélnego przypadku funkcji f(z, y) majacej w zbiorze 2 ciaglte pochodne
czastkowe do rzedu n wilacznie wprowadzimy najpierw r-tq rozniczke funkcji f jako wyra-
zenie

0 0

(13) d" f(a,b;h, k) = <ha—$+ka—y)rf(a,b) (1<r<n)

- uzywamy tu omoéwionego poprzednio symbolicznego zapisu, podobnie jak we wzorach
(117), (12). Obliczajac kolejne pochodne funkcji g wystepujace we wzorze (5) otrzymujemy,
podobnie jak w przypadku n = 2,

g (t) =d" f(a+th,b+tk; h, k).

Przyjmujac to = 0, 7 = 1 dostajemy stad wzor Taylora dla dowolnego n w postaci

1

flathb+k) =fla.b)+df(a,bih. k) + -+ 5,

" (a,b; b, k)

(14 1

gdzie

Z =a+th, =b+th

NN
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- zatem punkt (z,y) lezy na odcinku taczacym punkty (a,b) i (a + h,b+ k) (por. rys. 9).
Uzywajac symbolicznego zapisu rézniczek (13) mozemy wzér Taylora zapisaé w postaci
(by¢ moze latwiejszej do zapamigtania)

fla+hb+k)=
0 B 1 0 o\ !

1 ) oN",, _
+ ol <h% + ka_y) f(z,9).

3. Ekstrema funkcji dwéch zmiennych.
Zbioér Q C R? nazywamy otoczeniem punktu (a,b), jezeli dla pewnego n > 0 wszystkie
punkty (z,y) spelniajace warunek

(15) |z —al <n, ly—bl <n
naleza, do €2. Dla przykitadu: kazdy ze zbioréw okreslonych nier6wnosciami

(a) [z <3, ¥l <1,
(b) % + y? < 1 jest otoczeniem punktu (0,0) (por. rys. 10a, 10b).

N
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[rys. 10b]

Moéwimy, ze funkcja f(x,y) ma w punkcie (a,b)
maksimum, jezeli dla (x,y) nalezacych do pewnego otoczenia punktu (a,b) zachodzi
nier6wnosc

(16) f(a,b) > f(z,y);

minimum, jezeli dla (z,y) nalezacych do pewnego otoczenia punktu (a, b) zachodzi nie-
réwnosc

(17) f(a,b) < f(z,y).

Jezeli dla (z,y) # (a,b) nalezacych do pewnego otoczenia punktu (a,b) zachodzi nieréw-
nosé ostra,

(167) fla,b) > f(z,y)
wzglednie
a7) f(a,b) < f(z,y),

to méwimy, ze funkcja f ma w punkcie (a,b) maksimum wlasciwe wzglednie minimum
wta$ciwe.

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie (a,b) ekstremum (ekstremum wtadciwe), jezeli ma w
tym punkcie maksimum (maksimum wilasciwe) lub minimum (minimum wiasciwe). Punkt
(a,b) nazywamy wéwczas punktem ekstremalnym.

Podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, latwo podaé¢ warunek konieczny na to, by
punkt (a,b) byl punktem ekstremalnym.
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Twierdzenie 2. JezZeli punkt (a,b) jest punktem ekstremalnym funkcji f i funkcja ma w
tym punkcie pochodne czgstkowe pierwszego rzedu, to

(18) fa:(a’ b) = fy(aﬂ b) = 0.

DOWOD. Wprowadzmy funkcje jednej zmiennej

g(t) = fla+1,b), h(t) = fa,b+1).

7 zalozen twierdzenia wynika, ze funkcje te maja ekstremum w punkcie ¢y, = 0 oraz ze
maja w tym punkcie pochodna, przy czym

(19) 9'(0) = fo(a,b), h'(0) = fy(a,b).

Wobec tego na mocy twierdzenia Fermata

skad wobec (19) wynika teza twierdzenia. O

Punkt (a,b), w ktérym zachodza, réwnosci (18), nazywamy punktem stacjonarnym
funkcji f. Udowodnione twierdzenie mozna zatem sformutowaé krécej:

Twierdzenie 2°. Kazdy punkt ekstremalny funkcji majacej pierwsze pochodne czastkowe
jest jej punktem stacjonarnym.

Nastepujacy przyklad wskazuje, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
Przykiad 1. Niech

fl@,y) =2 -y

Funkcja f jest wielomianem, jest zatem okreélona w calej plaszczyznie IR? i ma w kazdym
punkcie pochodne czastkowe dowolnego rzedu. Mamy

fa::2xa fy:_2y7

skad
fz(0,0) = £,(0,0) =0,

wobec tego poczatek uktadu (0,0) jest punktem stacjonarnym. Funkcja f nie ma jednak
w tym punkcie ekstremum, gdyz dla dowolnych z # 0, y # 0 zachodza, nier6wnosci

f(2,0)>0=f(0,0) oraz  f(0,y) <0=f(0,0).
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4. Warunki dostateczne dla ekstremum funkcji dwéch zmiennych.

Jak widaé¢ z Przykladu 1, podany w twierdzeniu 2 warunek konieczny ekstremum nie
jest warunkiem dostatecznym. Aby sformutowaé¢ takie warunki zajmiemy sie¢ najpierw
zbadaniem wilasnosci formy kwadratowej postaci

(20) w(h,k) = Ah® + 2Bhk + CK>.

Moéwimy, ze forma (20) jest

dodatnio okreslona, gdy dla (h, k) # (0,0) przyjmuje wartosci dodatnie;
ujemnie okreslona, gdy dla (h, k) # (0,0) przyjmuje wartosci ujemne;
pdtokreslona, gdy ma staly znak, ale moze znikaé¢ dla (h, k) # (0,0);

nieokreslona, gdy dla (h, k) # (0,0) przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie, jak i wartosci
ujemne.

A oto przykilady:
(i) forma w(h, k) = h? + k? jest dodatnio okreslona,
(i) forma w(h, k) = h® — 2hk + k* = (h — k)? jest polokreslona,
(iii) forma w(h, k) = h? — k? jest nieokreslona.

Zakladajac, ze A # 0 mozemy zapisa¢ forme w(h, k) w postaci

B C B2 B2
_ 2 2 2 2
w(h,k)_A(h + 27 hk + kP 4 Tk — Tk )

co po prostych przeksztalceniach daje postaé kanoniczng formy

B\> D,
(21) w(h,k)_A[<h+Zk> +Ek},
gdzie
_ Aa B _ . 2
D_‘B’ C‘_AC’ B2

Wyznacznik D nazywamy wyrdznikiem formy kwadratowej. Decyduje on o wilasnosciach
formy kwadratowej, zachodzi bowiem

Twierdzenie 3. Forma (20) jest

(i) okreslona dodatnio, gdy D > 0, A > 0;
(ii) okreslona ujemnie, gdy D >0, A < 0;
(iii) pdlokreslona, gdy D = 0;

(iv) nieokreslona, gdy D < 0.

DOWOD.

(i), (ii). Jezeli D > 0, to oba wspélczynniki A, C sg rézne od zera i maja ten sam znak.
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym po prawqej stronie (21) jest zatem nieujemne i znika
tylko wtedy, gdy h = k = 0, za$ o znaku formy decyduje znak wspélczynnika A.
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(iii) Réwnoéé D = 0 oznacza, ze AC' = B?. Wynika stad, ze gdy A = C = 0, to wszys-
tkie wspélczynniki znikaja i forma jest tozsamosciowo réwna zeru. Zakladajac, ze jeden
ze wspolczynnikéw A, C' jest r6zny od zera mozemy nie zmniejszajac ogdlnosci zalozyé, ze
jest to wspélezynnik A (w przypadku C # 0 zamienilibySmy w przeprowadzonym rachunku
role zmiennych h, k). Réwnosé (21) przyjmuje teraz postaé

2
w(h, k) = A (h+ gk) ,

z ktérej wynika teza w punkcie (iii).

(iv) Jezeli D < 0, to przy A = C = 0 musi by¢ B # 0 i wobec (20) mamy
w(h, k) = 2Bhk,

zatem forma przyjmuje zar6wno wartosci dodatnie jak i wartosci ujemne dla (h, k) # (0,0).
Jezeli jeden ze wspélczynnikow A, C jest rézny od zera to mozemy rozumowaé podobnie,
jak w dowodzie punktu (iii) i oprze¢ si¢ na postaci kanonicznej (21), z ktérej wynika teza
punktu (iv). O

PrzejdZzmy teraz do warunkéw dostatecznych ekstremum funkcji. Zakladajac, ze funkcja
f jest klasy C? wprowadzimy wyznacznik

fxw: fxy

(22) W(.’I?, y) = fxya fyy

(z,y)

(zapis po prawej stronie oznacza, ze pochodne obliczane sa w punkcie (z,y)). Zachodzi

Twierdzenie 4. Zaldimy, ze funkcja f jest klasy C? w zbiorze otwartym Q oraz Ze
(a,b) € Q jest punktem stacjonarnym. Wowczas
(o) gdy W(a,b) > 0 to funkcja f ma w punkcie (a,b) ekstremum wtasciwe, przy tym jest
to

minimum, gdy fyz(a,b) >0, maksimum, gdy fz(a,b) < 0;
(B) gdy W(a,b) <0 to funkcja f nie ma ekstremum w punkcie (a,b).

DOWOD. Z zalozenia
fw(aab) = fy(aa b) =0,

zatem wzér Taylora (10) mozna zapisa¢ w postaci

1 _ _ _
(23)  fla+hb+k)=flab) =3 <h2fa::1: (&, §) + 20k foy (T, ) + K fiy (, y)),
gdzie (z,y) jest pewnym punktem lezacym na odcinku o koricach (a,b) i (a+h,b+k) (por.

rys. 9).W dowodzie wykorzystamy wlasnosci formy kwadratowej w(h, k) wystepujacej po
prawej stronie (23). Mamy

1 1 1
A= Efww(j:ag)7 B = Efwy(j.a g)a C = Efyy(i.7g)7
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oraz .
D= ZW(Q_:’ g)a

gdzie D oznacza wyréznik formy. Z zalozenia, ze funkcja f jest klasy C? wynika, ze obie
funkcje W (z,y) oraz fi, sa ciagle, zatem dla dostatecznie malych |h|, |k| wyréznik D i
wspolczynnik A formy kwadratowej po prawej stronie (23) maja odpowiednio ten sam
znak, co wyznacznik W (a,b) i pochodna f.(a,b) (por. zadanie 7). Wobec tego gdy
W(a,b) > 0, to réwniez D > 0 i na mocy twierdzenia 3 (i), (ii) oraz réwnosci (23) mamy
dla (h, k) # (0,0)

>0 gdy fzz(a,b) >0,

(24) f(a+h,b+k)—f(a,b){<0 sy folad) <0

a stad wynika punkt («) tezy. Jezeli natomiast W(a,b) < 0, to réwniez D < 0 i zgodnie z
twierdzeniem 3 (iv) oraz réwnoscia, (23) réznica

f(a_l_h’ab_l'k) _f(aab)
moze dla (h,k) # (0,0) przybiera¢ wartosci réznych znakéw, a to oznacza, ze funkcja f
nie ma ekstremum w punkcie (a, b), czyli punkt (3) tezy. O

Udowodnione twierdzenie nie uwzglednia przypadku, gdy W(a,b) = 0, gdyz wéwczas
nie mozna nic powiedzie¢ o znaku wyznacznika W (Z,y) a wiec i wyréznika D formy
wystepujacej we wzorze (23). W tej sytuacji wzér Taylora nie jest przydatny do badania,
czy funkcja ma ekstremum i musimy uzy¢ innej metody, naog6t dobranej do rozwazanego
przykiadu.

Uwaga. Jezeli f jest wielomianem drugiego stopnia, to jej drugie pochodne sa fun-
kcjami stalymi i wobec tego

W(z,y) = W(a,b), foz(z,y) = fzz(a,b)

w dowolnym punkcie (z,y) € IR2. Wynika stad, ze przy zalozeniu (a) nieréwnosé (24)
zachodzi dla dowolnego punktu (a + h, b+ k) € IR? réznego od (a,b). Méwimy wéwczas,
ze funkcja f ma w punkcie (a,b) ekstremum (maksimum wzglednie minimum) globalne.

Przyklad 2. Zbadamy ekstrema funkcji

f(z,y) = 6zy — 2° — 4.

Zauwazmy, ze funkcja f jako wielomian jest klasy C? w calej plaszczyznie IR? (a nawet
ma ciagte pochodne czastkowe dowolnego rzedu), mozemy zatem opieraé sie na twierdze-
niach 2 i 4. Zaczniemy od znalezienia punktéw stacjonarnych. Poniewaz

fw(xay):6y_3$25 fy(x,y):6x—3y2,
punkty stacjonarne wyznaczamy rozwigzujac uklad réwnan

(25) 2y = 22, 2 = y>.



53

Z drugiego réwnania (25) mamy

26 _1
(26) T=gy

co po wstawieniu do pierwszego réwnania daje
y(8—y°) =0.
Ostatnie réwnanie ma dwa rozwigzania
y1 =0, Y2 =2
i stad uwzgledniajac (26) dostajemy dwa punkty stacjonarne funkcji f
p1 = (0,0), p2 = (2,2).
Przejdziemy teraz do badania wyznacznika W w punktach stacjonarnych. Mamy

fox(2,y) = —62, fyy(xay) = —by, Jaoy =6

i stad
-6z, 6 | -z, 1| B
W(z,y) = ‘ 6. _6y‘ = 36‘ 1, _y‘ = 36(xy — 1).
Wobec tego
W(p1) = —36 <0, Wi(ps) =36-3>0,
ponadto

fze(p2) = —12 < 0.

Zgodnie z twierdzeniem 4 funkcja f ma ekstremum (wlasciwe ) jedynie w punkcie ps i jest
to maksimum.

Przyklad 3. Zbadamy ekstrema funkcji

(27) f(z,y) = 2’y(4 -z +y).
Podobnie, jak w poprzednim przykladzie, funkcja f jest wielomianem, ma wiec ciagle

pochodne dowolnego rzedu w calej plaszczyinie IR2, spelnione sa zatem zalozenia
twierdzen 2 i 4. Po wykonaniu mnozenia po prawej stronie (27) mamy

flz,y) = 42®y — 2’y + 2%y
i stad

(28) fo = 8ay — 3y + 22y°, fy = 42 — 2% + 22%y.
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Dla dowolnego y mamy
i wobec tego kazdy punkt
p(y) = (0,y)

jest punktem stacjonarnym. Aby znalez¢ pozostate punkty stacjonarne rozwiazemy uklad
réwnan

waO, fy:O

zakladajac, ze © # 0. Po podzieleniu przez r wzglednie przez z? uklad ten przyjmuje
postaé

(29) 8y — 3wy + 2y> =0, 4—z+2y=0.
Z drugiego réwnania (29) mamy
(30) T =2y+4,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje

y(L+y) =0.
Ostatnie réwnanie ma dwa rozwigzania

y1 =0, Y2 = —1,
wobec tego po uwzglednieniu (30) otrzymujemy dwa punkty stacjonarne
p1 = (4,0) oraz  pa = (2,-1).

Przejdziemy teraz do badania wyznacznika W w punktach stacjonarnych. Mamy

foz = 8y — 62y + 2y, Jyy = 222, foy =87 — 3z% + 4y

i stad
0, -—16
oraz
W(p2)=‘_6;1 _84‘:48—16>0.

Zatem w punkcie p; niema ekstremum za$ w punkcie ps jest minimum (wlasciwe), gdyz
fzz(p2) = 6 > 0. Pozostaje do zbadania jednoparametrowa rodzina punktéw stacjonarnych
p(y) = (0,y). Poniewaz

8y +2y%2, 0
W) =| W5 D=
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twierdzenie 4 jest w tym przypadku bezuzyteczne. Aby rozstrzygnaé, czy w punkcie p(y)
jest ekstremum zbadamy zachowanie sie funkcji w otoczeniu tego punktu. Zauwazmy, ze
funkcja f przyjmuje wartos$¢ zero na osiach ukltadu wspélrzednych i na prostej [ o réwnaniu
y =x — 4 (por. rys. 11). Ponadto

f(z,y) >0, gdy
y>0, y>zr—4 lub y<0, y<z—4

(na rys. 11 obszar zakreskowany pionowo), zas
f(z,y) <0, gdy

y>0, y<zx-—-4 lub y<0, y>zx—4

(na rys. 11 obszar niezakreskowany).

e Rt SR

[rys. 11]

W punkcie p(y) funkcja f ma ekstremum (niewlasciwe) tylko wtedy, gdy w pewnym
otoczeniu tego punktu przyjmuje po obu stronach osi y-6w wartosci tego samego znaku.
Wobec tego (por. rys. 11) w punkcie p(y)

funkcja f ma minimum niewlasciwe dla y > 0 oraz dla y < —4,
oraz

funkcja f ma maksimum niewladciwe dla —4 < y < 0.
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Punkty p(0) = (0,0) i p(—4) = (0, —4) sa punktami stacjonarnymi, ale nie sa to punkty
ekstremalne. W kazdym z tych punktéw funkcja ma wartosé zero, za§ w ich otoczeniu
przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne.

Na podstawie rys. 11 mozna réwniez stwierdzi¢ (co wykazaliSmy poprzednio badajac
wyznacznik W), ze w punkcie p; = (4,0) nie ma ekstremum. Mamy bowiem f(p;) = 0,
zas w otoczeniu p; funkcja f przyjmuje zaréwno wartosci dodatnie jak i ujemne.

Przyklad 4. Wr6¢émy do przykladu V rozdz. I punkt 1 i zalézmy, ze funkcja kosztu
C(Q1,Q2) ma postaé
C =2Q7 + Q1Q2 + 2Q5.

Zadanie polega na znalezieniu takich wartosci @1, Q2 (czyli ilosci kazdego z dwéch wyrobéw
produkowanej w jednostce czasu), aby zysk I uzyskany przez firme byt maksymalny. Mamy

1(Q1,Q2) = P1Q1 + P,Q2 — 2Q7 — Q1Q2 — 2Q3
(ceny Py, Py sg ustalone). Nalezy znale7¢ maksymalng wartosé funkeji I1. Poniewaz

o1l o1l
A P — 40, — O, O P~ Q- 40,
50, 1 —4Q1 — Q2 90, y — Q1 — 4Q2

punkty stacjonarne znajdujemy rozwiazujac uktad dwéch réwnan liniowych

4Q1 + Q2 = P, Q1 +4Q2 = P;.

Uklad ten ma jedyne rozwiazanie
(31) O1= —(P - P),  Gr=—(aP,— Py)
1= 15 1 2/ 2 — 15 2 1),

zatem funkcja II, ktéra oczywiscie jest okreslona na calej plaszczyznie IR?, ma jedyny
punkt stacjonarny p, ktérego wspétrzedne @1, Q2 sa okreslone wzorami (31). Po obliczeniu
drugich pochodnych funkcji II stwierdzamy, ze

4, -1
W(p):‘_;l’ _4‘:15>o,

natomiast

0211
Q3
Zgodnie z twierdzeniem 4 funkcja IT ma jedyne maksimum (wlasciwe) dla wartosci Q1, Q2

okreslonych wzorami (31). Poniewaz II jest wielomianem drugiego stopnia, jest to maksi-
mum globalne tzn.

=—-4<0.

(Q1, Q2) > I(Q1,Q2)
dla dowolnego (Q1,Q2) # (Ql, Qg) (por. Uwaga po twierdzeniu 4).



57

5. Ekstrema globalne funkcji.
Definiujac w rozdziale I ciaglosé¢ funkcji f(z,y) w punkcie (a,b) zakladaliémy, ze jest
ona okreslona w pewnym otoczeniu tego punktu. Obecnie rozwazymy sytuacje ogdlniejsza,.

Niech f bedzie funkcja okreslons na pewnym zbiorze ID C IR?2. Méwimy, ze f jest ciggta
w punkcie (a,b) € ID, jezeli dla kazdego ciagu punktéw (x,,y,) spehiajacego warunki

(32) (Zn,yn) € ID dla dowolnego n € IN, (Zn,Yn) — (a,b)
mamy
(33) nli_)rgo f(@n,yn) = f(a,b).

Przykiad 5. Niech
D=ID; UK UIDs,,

gdzie

Dlz{(x,y):x2+y2<1}, K:{(:v,y):x2—l—y2:1}, ]132:{(2,2)}.

Zbior ID jest wiec suma kola otwartego ID; o Srodku w poczatku ukiadu i promieniu
1, ograniczajacego go okregu K oraz zbioru ID, zawierajacego tylko jeden punkt (2,2).
Przyjmiemy, ze

1 dla z?2+4+9y2<1,

2,2) =
0 dla 224yr=1, JEITC

f(:v,y)={

(por. rys. 12).

[rys. 12]
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Latwo okazaé, ze funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie kota otwartego ID; i nieciagla
w kazdym punkcie okregu K. Jezeli bowiem (a,b) € ID; i ciag (zn,y,) spehmia (32), to
dla dostatecznie duzych n réwniez (z,,y,) € ID1, zatem ciag liczbowy {f(2n,yn)} jest od
pewnego miejsca ciggiem staltym o wyrazach réwnych 1 i warunek (33) jest spetiony. Jezeli
natomiast (a, b) € K, to latwo okresli¢ ciag (z,,y,) € ID; i speliajacy drugi warunek (32).
Ciag liczbowy {f(2n,yn)} jest woéwczas ciagiem stalym o wyrazach réwnych 0 i réwnosé
(33) nie zachodzi. W punkcie (a,b) = (2,2) funkcja f jest ciagla niezaleznie od tego, jak
obierzemy liczbe ¢, bowiem jedynym ciagiem punktéw (z,,y,) spelniajacym (32) jest ciag
staly o wyrazach (2,2) i réwnosé (33) oczywiscie zachodzi.

Moéwimy, ze zbiér ID C IR? jest
ograniczony, jezeli istnieje stalta M > 0 taka, ze

(34) (@,y)| <M dla (z,y) € ID;
domkniety, jezeli dla kazdego ciagu punktéw (z,,y,) € ID z warunku

(35) lim (z,,y,) = (a,b)
n—oo
wynika, ze (a,b) € ID;
zwarty, jezeli z kazdego ciagu punktéw (z,,y,) € ID mozna wybraé¢ podciag zbiezny do
punktu (a,b) € ID.
Przez domkniecie zbioru ID (oznaczamy ID rozumiemy zbiér wszystkich punktéw (a, b)
takich, ze

(aa b) = nh—)nolo(x"’ yn)7
gdzie (zn,yn) € D.

Wprowadzone definicje zilustrujemy przyktadami.
Przyklad 6. 7Z warunku (34) wynika, ze zbiér ograniczony jest zawarty w pewnym kole
o §rodku w poczatku ukladu i dostatecznie duzym promieniu M. Zatem (rys. 13a)
(i) odcinek AB,
(ii) prostokat ABCD,
(iii) elipsa o réwnaniu
2 2
Z !
sa, zbiorami ograniczonymi w plaszczyznie IR?, natomiast (rys. 13b)
(iv) pélprosta o poczatku w punkcie (1,1)
oraz
(v) hiperbola o réwnaniu

nie sa, zbiorami ograniczonymi.
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[rys. 13b]

Przyklad 7. Prostokat IP okreslony nieréwnosciami
z| <7, yl<s
jest zbiorem domknietym, bowiem dla kazdego ciagu (2., yn) € IP mamy
[Zal <7, fyal < s

W przypadku ciagu spekliajacego (35) nieréwnosci te zachowuja sie przy przejsciu do
granicy, a to oznacza, ze (a, b) € IP. Jezeli przez IP oznaczymy prostokat otwarty okreslony
nieréwnosciami

z| <7, fy[<s,



60

to Py = IP.
Podobne rozumowanie mozna zastosowaé¢ do kazdego zbioru ID C IR? okreslonego przez
stabe nieréwnosdci, kazdy taki zbiér jest wiec domkniety.

Latwo udowodnié

Twierdzenie 5. Zbiér ID C IR? jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i
0graniczony.

DOWOD. Zalézmy, ze zbiér ID jest domkniety i ograniczony, wéwczas dla dowolnego
ciagu punktéw (z,,y,) € ID mamy

VaZ +y2 < M,

ponadto dla dowolnego (z,y) € IR? zachodzi nieréwnosé

(36) lz| < /22 +y2?, ly| < Va2 + y?

Z pierwszej nieréwnosci (36) wynika, ze ciag liczbowy {z,} jest ograniczony i wobec tego
mozna wybraé z niego podciag zbiezny {z,, }. Niech

(37) lim z,, = a.

k— o0

Z drugiej nieréwnosci (36) wynika, ze réwniez ciag {yn, } jest ograniczony, zatem mozna
wybraé z niego podciag zbiezny {yy, }. Uwzgledniajac (37) mamy zatem

Iim z =a lim =b
r—00 Tkr ’ T—00 ynkr

a to oznacza, ze

Tlggo (Tny, s Yny,,) = (a,b),

przy czym (a,b) € ID, gdyz z zalozenia zbiér ID jest domkniety. OkazaliSmy zatem, ze
zbidr ID jest zwarty.

Aby udowodnié¢ wynikanie w przeciwna, strone zalézmy, ze zbiér ID jest zwarty i niech
(Zn,yn) € ID bedzie ciagiem zbieznym do punktu (a,b). Wobec zwartosci ID istnieje
podciag (zn, , Yn, ) zbiezny do pewnego punktu nalezacego do ID zas zgodnie z twierdzeniem
o podciagach musi to by¢ punkt (a,b). Zatem (a,b) € ID a to oznacza, ze zbiér ID jest
domkniety. Pozostaje do wykazania, ze jest on ograniczony. Przypu$émy, ze tak nie jest -
woéwczas do dowolnego n € IN mozna dobraé¢ punkt (x,,,y,) € ID taki, ze

[(Tn, Yn)| >,
skad wynika, ze

(38) (@, yn)| — oo
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Wobec zwartosci ID istnieje podciag (zn, ,Yn,) zbiezny do pewnego punktu (c,d) € DD.
Wobec tego mamy

| (@nys Yni)| = [(c; )],
ale to jest sprzeczne z (38). O

Podobnie, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, mozna dla funkcji f okreslonej na
dowolnym zbiorze ID C IR? wprowadzié¢ pojecie kresu gérnego M i kresu dolnego m na
zbiorze ID. Méwimy, ze

M =sup f,
D

jezeli speione sa warunki
(i) f(z,y) < M dla (z,y) € D,
(ii) do dowolnego € > 0 istnieje punkt (z.,y.) € ID taki, ze

f(xe,ye) > M —e.

Podobnie
m = inf f,
D

jezeli
(iii) m < f(z,y) dla (z,y) € D,
(iv) do dowolnego ¢ > 0 istnieje punkt (z¢,ye) € ID taki, ze

f(ze,ye) <m+e.

Warunki (i) - (iv) oznaczaja, ze liczba M jest najmniejszym ograniczeniem gérnym a liczba
m najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru wartosci przyjmowanych przez funkcje na
zbiorze ID.

W poczatkowym wykladzie analizy matematycznej dotyczacym funkcji jednej zmienne;j
jest dowodzone

Twierdzenie Weierstrassa. Funkcja f(x) ciagla w przedziale domknietym jest w tym
przedziale ograniczona 1 osigga w nim swoje kresy, gorny i dolny.

Twierdzenie to przenosi sie latwo na funkcje dwéch zmiennych, jezeli przedzial domkniety
zastapimy przez zbior zwarty. Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 6 (Weierstrassa). Funkcja f(x,y) ciagla w zbiorze zwartym ID C R? jest
w tym zbiorze ograniczona i 0sigga w nim swoje kresy, gorny i dolny.

DOWOD. Dowdd twierdzenia Weierstrassa dla funkcji jednej zmiennej oparty jest na
nastepujacej wlasnosci przedzialu domknietego [a,b]: z kazdego ciagu liczbowego {z,}
wyjetego z [a,b] mozna wybraé¢ podciag zbiezny do granicy nalezacej do tego przedziatu.
Oznacza to, ze przedzial domkniety [a,b] jest zbiorem zwartym, (jezeli zmodyfikujemy
podang poprzednio definicje na przypadek zbioréw potozonych na osi liczbowej). Dla
funkcji dwéch zmiennych dowdd przebiega podobnie, szczegdly pozostawiamy
Czytelnikowi. O
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7 twierdzenia 6 wynika, ze w przypadku funkcji f ciaglej na zbiorze zwartym ID liczba

M =sup f
D

jeSt |e_] Ila,.l VViQkSZ@ VvaI'tOS’Ciat, Zaé ].iCZba,
m = 'nf f
1D

najmniejsza wartoscia na zbiorze ID. Liczbe M nazywamy maksimum globalnym funkcji f
na zbiorze ID, za$ liczbe m - minimum globalnym funkcji f na zbiorze ID. Dla maksimum
wzglednie minimum globalnego uzywamy wspélnej nazwy ekstremum globalnego.

Uwaga. Ekstremum globalne funkcji nalezy odrézni¢ od wprowadzonego w punkcie
3 ekstremum funkcji w punkcie (a,b), ktére z definicji oznaczalo najwieksza wzglednie
najmniejszg wartos¢ funkcji w pewnym otoczeniu punktu (a,b). Ekstremum takie nazy-
wamy ekstremum lokalnym funkcji.

Punkt (a,b) € ID nazywamy punktem wewnetrznym zbioruID, jezeli posiada on otoczenie
zawarte w ID. Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru ID nazywamy wnetrzem
zbioru ID. Brzegiem zbioru ID nazywamy zbiér ID \ Dy, gdzie 1Dy oznacza wnetrze zbioru
ID. Mozna okazaé, ze punkt (a,b) nalezy do brzegu zbioru ID wtedy i tylko wtedy gdy
kazde jego otoczenie zawiera punkt nalezacy do ID oraz punkt nie nalezacy do tego zbioru.
Proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie, ze brzeg prostokata IP rozwazanego w Przykta-
dzie 7 sklada sie z czterech odcinkéw bedacych jego bokami.

Latwo udowodni¢

Twierdzenie 7. Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu we wnetrzu
ID i osiaga swdj kres gorny lub dolny w punkcie wewnetrznym (a,b) zbioru ID, to (a,b) jest
jej punktem stacjonarnym.

DOWOD. Z zalozenia wynika, ze w punkcie (a, b) funkcja f ma ekstremum lokalne, zatem
na mocy twierdzenia 2

fz(a,b) = fy(a,b) = 0.

Przyklad 8. Znalez¢ najwieksza, wartosé¢ M i najmniejsza wartos¢ m funkcji

f(z,y) =22° —zy + y°

w kole ID domknietym (tj. wraz z ograniczajacym je okregiem) o srodku w poczatku
uktadu i promieniu 1. Kolo ID jest zbiorem zwartym (por. zadanie 2), zatem zgodnie
z twierdzeniem 6 funkcja f osiaga w nim swoje kresy, gérny i dolny. Jezeli ktérys z
kreséw jest przyjmowany w punkcie wewnetrznym kota ID, to zgodnie z twierdzeniem 7
jest to punkt stacjonarny. Dlatego rozwiazanie zadania zaczniemy od znalezienia punktéw
stacjonarnych funkcji f. Mamy

f.z(m;y):4$_y7 fy(x,y):2y_$,
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Zatem wspoéirzedne punktu stacjonarnego znajdujemy rozwigzujac uktad réwnan liniowych
dr —y =0, -z +2y=0.

Jest to uklad jednorodny o wyznaczniku réznym od zera, ma wiec jedyne rozwigzanie

x =y = 0. Wobec tego punkt (0,0) jest jedynym punktem stacjonarnym funkcji f. W
badaniu, czy jest to punkt ekstremalny oprzemy si¢ na twierdzeniu 4. Mamy

W(0,0) = ‘

oraz
fzz(0,0) =4> 0,

zatem w punkcie (0,0) funkcja ma minimum, przy tym jest to minimum globalne, gdyz f
jest wielomianem drugiego stopnia (por. Uwaga po twierdzeniu 4). Mamy wiec

m = f£(0,0) = 0.

Poniewaz funkcja f nie ma innych punktéw stacjonarnych, zgodnie z twierdzeniem 7 nie
moze przyjmowaé swego kresu gérnego we wnetrzu kota ID. Wobec tego liczba

M =sup f
D

jest jedng z wartodci funkcji f na okregu K o é§rodku w poczatku ukladu i promieniu 1.
Wprowadajac wspéhrzedne biegunowe (por. rozdz. II Przyklad 10) mozemy okreg K opisaé
réwnaniami

T = cost, y = sint, (0 <t<2m)

i przedstawi¢ funkcje f na okregu K w postaci
9(t) = f(cost,sint)
czyli
(39) g(t) = 2cos®>t — costsint + sin? ¢.

Przeksztalcajac prawg strone (39) mamy

k] 1 1 3 1
g(t) = (5 cos?t + 5 cos? t) ~ 5 sin 2t + (5 sin?t — 2 sin? t)
czyli

3 1
(40) g(t) = 5T —(cos 2t — sin 2t).

[\)
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Poniewaz

z (40) wynika, ze

3 V2 T
g(t) = 3 + 7005(1 +2t).

Z ostatniego przedstawienia funkcji g widaé, ze jej najwieksza warto$é dla ¢ € [0, 27| wynosi

2
M- 3+2\f.

Jest to jednoczesnie najwieksza wartosé (czyli maksimum globalne) funkcji f na kole
domknietym ID.

Przyklad 9. Znajdziemy minimum globalne m i maksimum globalne M funkcji

fl@,y) = (@ +y)e ™

na zbiorze
D= {(w,y):xz O,yz()}

(rys. 14).

x W

LU

[rys. 14]
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Zauwazmy, ze funcja f przyjmuje w zbiorze ID wartosci nieujemne i znika w poczatku
uktadu. Wobec tego liczba
m=0= £(0,0)

jest najmniejsza, wartoscig funkcji czyli minimum globalnym w zbiorze ID. Poniewaz zbiér
ID nie jest zwarty (por. twierdzenie 5), nie mozemy zastosowaé twierdzenia Weierstrassa,
nie wiemy zatem, czy funkcja f przyjmuje w nim swéj kres gérny M. Latwo jednak
zauwazyc, ze

1° M > 0, gdyz funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie poza poczatkiem ukladu
oraz

20 istnieje liczba ry > 0 taka, ze dla

r=+vz2+y%>rg

zachodzi nieréwnosé

0< f(z,y) < %

Aby udowodnié¢ 2° wystarczy oprzeé sie na nieréwnoéci
0< flz,y) < 2re™"
i sprawdzi¢ (np. stosujec regute de ’'Hospitala), ze

. _7"2
Llim 27re = 0.
00

Wobec tego liczba M jest rowniez kresem gérnym funkcji f na mniejszym zbiorze

]Dlz{(ﬂ?a?/)EID: v$2+y2§?"0}

i zgodnie 7 twierdzeniem Weierstrassa jest jedna z wartosci funkcji na tym zbiorze (pro-
ponujemy, by Czytelnik sprawdzit, ze (a) funkcja f jest ciagla w calej plaszczyznie IR2
oraz (b) opierajac sie na twierdzeniu 5, ze zbidr ID; jest zwarty). Jezeli wartos¢ M jest
przyjmowana w punkcie py nalezacym do wnetrza zbioru ID, to zgodnie z twierdzeniem 7
jest to punkt stacjonarny funkcji f. Rézniczkujac otrzymujemy

2 2

folw,y) = (1— 227 = 2my)e™™ ¥, fo(@y) = (1 -2y — 2zy)e Y,

wobec tego wspolrzedne punktu py znajdujemy z uktadu rownan

1—2z% - 2zy =0, 1— 2y — 22y = 0.
Odejmujac réwnania stronami dostajemy z2 = y? czyli = y, co po wstawieniu do pier-
wszego z rOwnan daje rozwiazanie x =y = % Zatem punkt
11
po=(57)

2’2
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jest jedynym punktem stacjonarnym i przy tym

=

(41) f(po) =€ 2.

Pozostaje zbadanie funkcji na pétosiach ukladu wspétrzednych ograniczajacych zbidr ID.
Poniewaz

f(2,0) = ze™™ £0,y) = ye ¥,

wystarczy zbadaé przebieg funkcji
g(t) =te "t (t > 0).
Mamy
2
g'(t) = (1 -2t%)e”"

i stad
>0 dla 0<t< Y2,
gt =0 da t=¥2

<0 dla t>¥2

i wobec tego funkcja g(t) osiaga swoja najwieksza wartos¢ dla t = @, przy czym zgodnie
z (41)

V2 V2 1 1
(42) g<7 :76 2 <f(p0):6 2,

Z (42) widaé, ze funkcja f przyjmuje swoje maksimum globalne M w punkcie py i przy
tym
(por. rys. 14).
Zadania.
1. Udowodni¢, ze zbiér
K, = {(x,y) (r—a)®+(y—b)?< 7"2}
jest otwarty, zas zbior
K, = {(a:,y) (r—a)’+(y—-0)*< 7‘2}

jest domkniety. Narysowac¢ oba zbiory.
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Uwaga. Zbiér K; nazywamy kolem otwartym zas zbidr Koy - kolem domknietym o srodku
(a,b) i promieniu 7.

2. Udowodnié, ze koto domkniete (por. zadanie 1) jest zbiorem zwartym.
3. Na plaszczyZnie IR? narysowaé zbiér punktéw (z,y) okreslony nieréwnoscia,

(i) 2®+y* <2, (ii) y >0,
(iii) z®+y? < 4, (iv) = >0.

Ktéry z tych zbioréw jest otoczeniem punktu (1,1)?
4. Na plaszczyznie IR? narysowaé zbiory punktéw (z,y) okreslone nastepujaco:
(G) |z4+yl <1, (i) |z+y|<1l oraz |z—y|<1, (i) 2®+y®—2z=0.
Ktéry z tych zbioréw jest otoczeniem poczatku ukiadu?
5. Na plaszczyznie IR? narysowaé zbiory punktéw (z,y) okreslone nastepujaco:

(i) >0, —z<y<u, (i) y<0,y<z<-—y,
(i) (z—1)24 (y—2)% < 4, (iv) 22+ (y—1)%=4,
V) @-1)7+@y-2°>4

Ktéry z tych zbioréw jest a.) domkniety, b.) otwarty, c.) ograniczony, d.) nieograniczony,
e.) zwarty?

6. Udowodnié, ze zbiér  C IR? jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest otoczeniem
kazdego nalezacego do niego punktu.

7. Zakladamy, ze funkcja f jest ciagta w zbiorze otwartym Q C IR? oraz ze dla pewnego
punktu (a,b) € Q zachodzi nier6wnosé

f(a,b) > 0.
Udowodnié, ze f przyjmuje wylacznie wartosci dodatnie w pewnym otoczeniu punktu (a, b).

8. Zakladamy, ze funkcja f(z,y) jest klasy C' w kole otwartym K (por. Uwaga po
zadaniu 1) oraz ze

fw(xay) =0= fy(x’y)

dla (z,y) € K. Okazaé, ze f jest funkcja stala w K. Poréwnaé ze znanym twierdzeniem
dla funkcji jednej zmienne;j.
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9. Napisa¢ wzor Taylora przy n = 2, jezeli

(i) f(z,y)=cos(z +y), (a;b) = (0,7);
(i) f(z,y)=e"""Y, (a,b) = (0,0).

10. Zbadac ekstrema funkcji

(i) f(z,y) = 82° + 4023y + 8y + 99y* + 1,
(11) f(.’l?, y) — e—(a:2+a:y+y2)’
(il) f(z,y) = e 2@ Tovty’
(iv) f(z,y) =sinz + siny + sin(z + y), 0<a:<g, O<y<g,

11. Zbada¢ ekstrema funkcji
flz,y) = o* +y* — 4a’zy + 20°
w zaleznosci od parametru a.

12. Okazaé, ze funkcja liniowa jednej lub dwoch zmiennych nie bedaca stala nie ma
punktéw stacjonarnych. Wywnioskowaé stad, ze na dowolnym wielokacie funkcja linio-
wa dwdch zmiennych osiaga swoja najwieksza i najmniejsza, warto$¢ w wierzchotkach tego
wielokata.

Wskazéwka. Oprzeé sie na twierdzeniu Weierstrassa i na twierdzeniu 7.

13. Niech f(z,y) bedzie wielomianem drugiego stopnia. Zakladajac, ze (a, b) jest punktem
stacjonarnym funkcji f oraz ze W(a,b) = 0 udowodnié, ze w punkcie (a,b) funkcja f
ma ekstremum globalne (tzn. ze jedna z nieréwnosci (16), (17) zachodzi dla wszystkich
(z,y) € R?).
14. Zbadac¢ ekstrema funkcji

a.) flz,y)=z*+9> b.) f(z,y) =2+
Wskazéwka. W punkcie b.) zbadaé, dla jakich (x,y) € IR? zachodzi réwnoéé
(41) flz,y)=0
oraz nier6wnosci

(42) f(z,y) >0, f(z,y) <0.

Narysowa¢ zbiory punktéw okreslone réwnoscia (41) oraz kazda, z nieréwnosci (42).
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15. Zbadac ekstrema funkcji
fz,y) = 2% + Ay?

w zaleznosci od parametru A. Jak wyglada wykres funkeji f7
16. Znalez¢ najwieksza, wartosé iloczynu zyz trzech liczb dodatnich o stalej sumie
r+yt+z=c

Wskazoéwka. Zauwazy¢, ze zadanie sprowadza si¢ do znalezienia maksimum globalnego
funkcji
f@,y) =zylc—z—y)

na zbiorze
{(a:,y) x>0, y>0, z+y< c},

nastepnie oprzec¢ si¢ na twierdzeniach 6, 7.
17. Znalez¢ najwieksza, i najmniejszg warto$¢ funkeji
fz,y) =227 —zy +9°
w prostokacie IP okreslonym nieréwnosciami |z| <1, 1 <y < 2.
Wskazéwka. Znalez¢ punkty stacjonarne funkcji f, nastepnie oprze¢ sie na
twierdzeniach 6, 7.
18. Znalez¢ najwieksza, 1 najmniejszg wartos¢ funkeji
fla,y) =20 —z+y* —y
na zbiorze okreslonym nieréwnosciami
z >0, y > 0, z+y <L
Wskazéwka - jak w zdaniu 17.

19. Znalez¢ kresy gérny i dolny funkcji

a.) f(z,y)=ze™™ dla >0, y>1,

b.) f(z,y) = eV na plaszczyznie IRZ.



