Rozdzial IV

Twierdzenie o funkcji uwiklanej i jego konsekwencje

1. Twierdzenie o funkcji uwiklanej jednej zmiennej.
Niech F(z,y) bedzie funkcja okreslona, w zbiorze otwartym Q C IR2. Zajmiemy sie
ustaleniem warunkéw, przy ktérych réwnanie

(1) F(z,y) =0
ma rozwiazanie wzgledem y przy ustalonym z z pewnego przedzialu IP. Na przykladzie
?+y*’+1=0
widaé, ze réwnanie (1) moze nie mieé¢ rozwigzania. Jezeli rozwigzanie takie istnieje, to
oczywiscie jest funkcja,
Y=g ('7’.) (37 € IP))
moze jednak nie by¢ jedyne. Na przykiad réwnanie
24y —1=0

ma dwa rozwiazania réznigce sie znakiem

y=+1-22 oraz —V1-1z2

oba okreslone w przedziale [—1,1]. Dokladniejsza odpowiedz na nasze pytanie daje

Twierdzenie 1. Zaktadamy, ze F(x,vy) jest funkcja klasy C* w zbiorze otwartym Q C IR?
oraz ze

F(xﬂa yO) = 03 Fy(aj03y0) 7é 0

dla pewnego (zg,yo) € Q. Wiwczas
(i) istnieje dokladnie jedna funkcja

y=g(z)
okreslona w pewnym otoczeniu w punktu xo i spelniajgca warunks

(2) F(z,9(z))=0 dla z€w, 9(zo0) = Yo,
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(i) funkcja g jest klasy Ct(w) i przy tym
F,

3 '(z) = —
@ g(a)=

dla z € w.

DOWOD. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze Fy(zo,y0) > 0. Z ciaglosci funkeji F,, wynika,
ze nieréwnos¢

(4) Fy(z,y) > 0

zachodzi dla
376(350_@,3304'@), ye(yo_ﬁay0+ﬁ)a

gdzie «, [ sa odpowiednio dobranymi liczbami dodatnimi i wobec tego funkcja jednej
zmiennej F(xo,y) jest Scisle rosnaca w przedziale (yo — 3, yo + 3). Poniewaz F(zg,yo) = 0,
dla ustalonego &g € (0, ) mamy

(5) F(z0,y0 + €0) > 0, F(z0,y0 — €0) < 0.

Wobec ciaglodci funkeji F istnieje liczba dg > 0 taka, ze nieréwnosci (5) pozostaja praw-
dziwe po zastapieniu zg przez z € IP = (xg — dp, T + o), zatem

F($,y0+€0)>0, F($7y0+50)<0

dla z € IP (por. rys. 15)

Nof
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Przy dowolnie ustalonym z* € IP funkcja F(z*, y) jest ciagta w przedziale [yo—eg, yo+€o)
i przyjmuje wartosci réznych znakéw na jego koncach, istnieje zatem liczba y* € (yo —
€0, Yo + €o0) taka, ze

F(z*,y*) =0,
przy czym liczba ta jest jedyna, gdyz wobec (4) funkcja F'(z*,y) jest écisle rosnaca. Przyj-
mujac
y* =g(z")

otrzymujemy dla z € IP jednoznaczne rozwigzanie réwnania (1) speliajace warunki (2).

Podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ zastepujac o przez dowolne € € (0, ).
Stwierdzamy w ten sposéb istnienie liczby § > 0 takiej, ze

l9(z) — g(zo)| <€

dla |z — z¢| < 6,z € IP - a to oznacza ciaglo$é¢ funkcji g(z) dla x = z¢. Aby udowodnié
jej ciaglosé w calym przedziale IP wystarczy powtérzy¢ przeprowadzone rozumowanie
zastepujac punkt (zg,yo) przez punkt (z1,g(x1)), gdzie 21 € IP. Stwierdzamy wéwczas,
ze w pewnym otoczeniu z; istnieje rozwiazanie y = ¢g1(x) réwnania (1) ciagle dla z = x4,
przy czym wobec jednoznacznosci musi zachodzi¢ réwnosé

g1(z) =g(z) dla zelP.

Przyjmujac w = IP otrzymujemy punkt (i) tezy.
Aby udowodnié (ii) ustalmy z € IP i przyrost h tak, by z + h € IP. Mamy

F(z+h,g(x+ h)) — F(z,9(z)) = 0,
co po zastosowaniu twierdzenia o wartosci §redniej (rozdz. III, Twierdzenie 1) daje
(6) hFy(Z,9) + kFy(Z,9) = 0,

gdzie
k=g(x+h) - g(a).

Punkt (Z,y) lezy na odcinku laczacym punkty (x,g(x)) oraz (z + h,g(x + h)), zatem
F,(z,y) # 0 i przeksztalcajac (6) dostajemy

g(:E—l—h)—g(.T) _ Fw(jag)
" v RGED

Z ciaglosci pochodnych Fy, F), oraz udowodnionej poprzednio ciaglosci funkcji g(z) wynika,
ze prawa strona (7) ma granice przy h — 0, wobec tego funkcja g ma pochodng w punkcie
x. Przechodzac w (7) do granicy przy h — 0 dostajemy (3) dla z € w = 1P. O

Uwaga. Dowodzac rézniczkowalnosci funkcji g otrzymaliémy réwnocze$nie formule
(3). Formule ta mozna réwniez otrzymaé bezposrednio stosujac metode rdézniczkowania
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tozsamosci, jezeli wiemy juz, ze funkcja g ma pierwsza pochodna. Woéwczas rézniczkujac
funkcje stala, (2) otrzymujemy

d
%F(a:,g(x)) =0 dla z€w

czyli w oparciu o twierdzenie o rézniczkowaniu superpozycji (twierdzenie 6 rozdz.II)
Fy(z,9(2)) + ¢'(2)Fy(z,9(2)) =0 dla z € w,
co daje (3).

Przykiad 1. Jezeli
F(z,y) =a"+y* -1,

to réwnanie (1) mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci
(8) ? +y* =1,

z ktorej widaé, ze okresla ono okrag o §rodku w poczatku ukladu i promieniu 1. Funkcja
F jest klasy C! w calej ptaszczyznie IR? i przy tym

(9) Fy($ay) = 2y,

zatem zalozenia twierdzenia 1 sg spelnione, jezeli (zg, y0) jest dowolnie obranym punktem
okregu takim, ze yo # 0. Z twierdzenia 1 wynika, ze réwnanie (8) ma dokladnie jedno
rozwigzanie y = g(z) okreslone w otoczeniu punktu zp i spelniajace warunki (2). W
naszym przykladzie rozwiazanie to latwo wyznaczy¢ efektywnie. Mamy

glx)=vV1—-22 gdy >0
g(x)=—-v1—-22 gdy yo <0,

w obu przypadkach funkcja g jest okreslona w przedziale w = [—1, 1] bedacym otoczeniem
punktu zo € (—1,1) (por. rys. 16).

oraz
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Jezeli yo = 0, to odpowiedni punkt (zg,yo) ma postaé p; = (—1,0) lub ps = (1,0);
zgodnie z (9) w obu przypadkach mamy F,(zo,y0) = 0, zatem zaloZenia twierdzenia 1
nie sa, spelnione. Z rys. 16 widaé, ze w rozwazanej sytuacji teza twierdzenia 1 nie jest
prawdziwa, bowiem przez kazdy z punktow pi, ps przechodza wykresy dwoch rozwiazan
réwnania (8) (gérny i dolny pélokrag), przy czym zadne z tych rozwiazan nie jest okreslone
w otoczeniu punktu xyp = —1 wzglednie 2y = 1.

Przykilad 2. Niech
F(z,y) =az+by +c,

woéwczas (1) jest réwnaniem liniowym
(10) ar +by+c=0.

Jezeli zalozymy, ze b # 0 (co oznacza geometrycznie, ze prosta [ okre§lona réwnaniem (10)
nie jest réwnolegla do osi y—6w), to zalozenia twierdzenia 1 sa, spetlnione przy dowolnym
obiorze punktu (zg,y0) € l. Rozwigzanie ma postaé

1
y=—7(az+c)
b
i jest okreslone w calym przedziale (—oo, 00).

Wzér (3) mozna wykorzystaé¢ do badania ekstreméw funkcji g(z) bedacej rozwiazaniem
réwnania (1). Zalézmy, ze spelnione sa, zalozenia twierdzenia 1 i ze w punkcie zy funkcja
g ma ekstremum, wéwczas g'(xop) = 0 (méwimy, ze xo jest punktem stacjonarnym funkcji
g), a to oznacza wobec (3), ze

(11) Fy(z0,y0) =0 (o = g(z0))-

Jezeli F jest klasy C2, to zgodnie z twierdzeniem o rézniczkowaniu superpozycji (twierdze-
nie 6 rozdz.I1) prawa strona (3) jest funkcja klasy C! w otoczeniu w punktu z. Réznicz-
kujac obustronnie réwnosé (3) dostajemy

Fz —F, — F F
(12) g"(a:) — dx (F )2y dz (.’L’ e (U).
Y
(z,9(z)
Poniewaz
d F.
F F zz T+ Fw y F - _me ’
dz v F,
d F,
—Fy=Fy+ Fyy = Fjy — ==F,,,
dCE yx vy yz Fy vy

podstawiajac do (12) otrzymujemy

2FwaFwy — FM(Fy)2 - Fyy(Fw)2
3
(£y) (z.9(2)

(12) g"(x) =

(x € w)
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(wykorzystaliSmy réwnosé pochodnych mieszanych funkcji F', por. twierdzenie 5 rozdz.
IT). Jezeli zy jest punktem stacjonarnym funkcji g, to wobec (11) réwnosé (13) przybiera
prostsza, postac

Fwaz (-Tﬂa yO)

(14) g”(SC[)) = - Fy(on,yo)

(yo = g(o)).

Przykitad 3. Wykorzystamy przeprowadzony rachunek do zbadania ekstreméw funkcji
y = g(z) bedacej rozwiazaniem réwnania

(15) log v/z? 4+ y2 = arc tgg.
x

Réwnanie to nie daje sie rozwiazaé efektywnie, mozemy jednak zbadaé, opierajac sie na
twierdzeniu 1, czy posiada ono rozwigzanie. Réwnanie (15) jest rGwnowazne réwnaniu (1),

w ktorym
F(z,y) =logvx? + y? — arc tgy.
x

Funkcja F jest klasy C' w plaszczyznie IR? z wylaczeniem prostej x = 0 (czyli osi y-6w),
przy czym

(16) By =y (@#0)

zatem Fy(z,y) = 0 w kazdym punkcie (z,y) spelniajacym warunek
Y=z, x # 0.

Uwzgledniajac ten warunek w (15) dostajemy réwnanie

log V2x2 = %,
majace dwa rozwiazania

V2

L9 = ———¢€
2

ENE
NE]

(17) x1 = @e
2

Wynika stad, ze zalozenia twierdzenia 1 sa spelnione, jezeli punkt (z¢,yo) spehiajacy

réwnanie (1) nie jest zadnym z punktéw p; = (z1,z1) lub p2 = (22,22). W pewnym

otoczeniu zg istnieje wéwczas jedyne rozwiazania y = g(z) réwnania (15) bedace klasy C?.

Aby zbadaé ekstrema funkcji g znajdziemy najpierw jej punkty stacjonarne. Poniewaz

r+y

18 Fy(zy) = 2Y
( ) (x y) ./L'2 +y2

zgodnie z warunkiem (11) punkt stacjonarny  wyznaczamy podstawiajac

y=-x
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w réwnaniu (15) (zauwazmy, ze wobec tego punkt (Z, g(Z)) nie moze by¢ zadnym z punktéw
P1, D2, ktére wylaczyliSmy z rozwazaii). Po podstawieniu dostajemy réwnanie

log V272 = —Z

wyznaczajace dwa punkty stacjonarne

2 2 =«
(19) T1 = ie‘Z oraz Tg = —ie_z.
2 2
Ze wzoréw (16), (18) widaé, ze funkcja F jest klasy C? w rozwazanym podzbiorze plasz-
czyzny IR2, zatem funkcja g ma druga pochodna. Pochodna, ta w punktach stacjonarnych

wyznaczamy ze wzoru (14), co daje

(20) ') =~ (G

Rézniczkujac (18) otrzymujemy

2 2
ye —xt — 22y
Fww(may) = ($2+y2)2 3
wobec tego
o 1 .
(21) wa(:l?j, _xj) = 2(jj)2 (-7 = 172)7
ponadto z (16) wynika, ze
o 1 .
(22 Fy@—a) = ——  (i=1,2).
j

Uwzgledniajac (21), (22) w réwnosci (20) otrzymujemy

1

"(Tj) = ~— i =1,2).
@)= g (=12

Wobec (19) mamy
g”(.’fl) > 0, g"(ig) <0,

zatem funkcja g ma minimum w punkcie £; i maksimum w punkcie zs.

2. Krzywe na plaszczyznie - opis uwiklany.
Niech F bedzie funkcja klasy C! w zbiorze otwartym € C IR? i niech (¢, o) € Q bedzie
punktem spemiajacym réwnanie

(23) F(z,y)=0.
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Zauwazmy, ze w twierdzeniu 1 mozemy zamieni¢ role zmiennych z,y. Jako wniosek otrzy-
mujemy
(i) jezeli Fyy(xo,yo) # 0, to w pewnym otoczeniu zy réwnanie (23) ma jedyne rozwigzanie
y = g(@);
(ii) jezeli Fy(xo,y0) # 0, to w pewnym otoczeniu yo réwnanie (23) ma jedyne rozwiazanie

T = h(y);

(iii) funkcje g, h sa klasy C! i przy tym

(24) J(z) = —% (v = o))
(25) W(y) = —% (e = h(y)).

Przy wymienionych zalozeniach réwnanie (23) okresla krzywa, K, ktéra lokalnie jest wykre-
sem funkcji jednej zmiennej. Aby zbada¢ doktadniej wlasnosci tej krzywej zatozymy, ze
(z) w kazdym punkcie (z,y) € K (czyli speliajacym réwnanie (23)) przynajmniej jedna
z pochodnych Fy, Fy jest r6zna od zera.
Jezeli

F(zo0,y0) =0, Fy(z0,%0) # 0,

to zgodnie z (24) wspélczynnik kierunkowy stycznej do K w punkcie (zg, yo) jest réwny

F.(z0,y0)

/
gz - - )
( 0) Fy(xoaif/o)

zatem kierunek stycznej wyznacza wektor
t = [Fy(zo,Y0), —Fu (0, Y0)].
Ten sam wynik otrzymujemy zaktadajac, ze
F(zo,y0) = 0, Fy(z0,90) # 0
i korzystajac z (25).

Wektorem normalnym do krzywej K w punkcie (zg,yo) nazywamy kazdy wektor pro-
stopadly do wektora ¢. Przykladem takiego wektora jest

(26) it = [Fz(%0,%0), Fy(To,y0)] = @F(:EO; Y0),
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gdyz, jak tatwo sprawdzié, iloczyn skalarny (t,7) jest réwny zeru. Z zalozenia (z) wynika,
ze wektor 71 nie jest wektorem zerowym.
Punkt(zg,yo) € K, w ktérym

Fy(z0,y0) = Fy(xo0,40) =0

nazywamy punktem osobliwym krzywej K. Zalozenia sformulowane w punktach (i), (ii)
nie sa, w tym przypadku spelnione, w otoczeniu punktu osobliwego krzywa K moze wiec
nie by¢ wykresem funkcji zmiennej x badz zmiennej y. W punkcie osobliwym nie jest
okreslony kierunek styczny ani kierunek normalny do krzywej K, oba wektory ¢, ii sa
bowiem wektorami zerowymi. W dalszym ciaggu podamy przyklady krzywych okreslonych
réwnaniem (23) majacych punkty osobliwe.

Przykilad 4. Niech
F(z,y)=y" - (z - 1)

Réwnanie (23) moze by¢ zapisane w postaci
' —z+1)(y*+2-1)=0,
z ktorej widac, ze krzywa K sklada sie z dwéch parabol o réwnaniach
y2 =zr—1

oraz
Y =1-—2z

(por. rys. 17).

[rys. 17]
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Poniewaz
Fp=—2(z—1), Fy =4y,

jedynym punktem osobliwym jest punkt (1,0). Z rysunku widaé, ze jest to punkt rozgate-
zienia krzywej K.

Przykiad 5. Niech
2 2

€L Y
wowczas réwnanie (23) okresla elipse o srodku w poczatku ukladu i pélosiach a, b. Wektor
normalny ma postac
Ly
b?ﬁy

Jezeli elipsa jest okregiem o promieniu R, to a = b = R i wéwczas wektor normalny ma
kierunek wektora

7= [z,y].

Potwierdza to znany fakt, ze styczna do okregu jest prostopadia do promienia przechodza-
cego przez punkt stycznosci.

Przyklad 6. Zalézmy, ze obszar plaski Q C IR? jest mapa pewnego terenu i ze funkcja
klasy C*!
z=F(z,y)

okresla wysoko$é punktu (x,y) €  nad poziomem morza. Krzywe o réwnaniu
F(z,y) = const

nazywamy poziomicami. Ze wzoru (26) wynika, ze jezeli wektor graﬁ F(xo,y0) nie jest
wektorem zerowym, to okresla on kierunek normalny do poziomicy przechodzacej przez
punkt (zo, yo)-

3. Krzywe na plaszczyznie - opis parametryczny.
Oprécz opisu uwiklanego oméwionego w punkcie 2 mozemy rowniez rozwazaé opis
parametryczny krzywej plaskiej

(27) z=a(t), y=y@t) (tekP),

gdzie TP jest przedzialem na osi liczbowej a funkcje z(t), y(t) sa ciagle w tym przedziale.
Réwnania (27) mozna interpretowaé jako odwzorowanie przedziatu IP w plaszczyzne IR2
polegajace na rozciaganiu i wyginaniu odcinka osi liczbowej, jednak bez mozliwosci przer-
wania go ze wzgledu na zalozong, ciagtosé. Mozna réwniez interpretowaé zmienng ¢ jako
czas, wtedy réwnania (27) opisuja ruch punktu (z,y) po krzywej wyznaczajac jednoczesnie
kierunek jej obiegu przy rosnacym t (uzywany jest réwniez termin orientacja krzywey).

W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze krzywa K ma opis parametryczny (27) w
ktérym funkcje x(t), y(t) sa klasy C*(IP), przyjmujac oznaczenia

dz . dy }
=7 = .

a- " a T
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Niech

po = (z(to), y(to)), pr = (z(to + 7),y(to + 7)), >0, to,to+T17e€IP,
wowczas wektor

(28) % ——> [a:(to +7) —x(to) y(to+7) — y(to)

’
T T

wyznacza sieczng krzywej K przechodzaca, przez punkty po, p,, zas jego zwrot jest zgodny
z kierunkiem obiegu krzywej (rys. 18).

AY

[rys. 18]

Przechodzac w (28) do granicy przy 7 — 0 dostajemy wektor styczny do krzywej K w
punkcie pg

= [i(to), y(to)]

zwrocony w kierunku obiegu krzywej. Zauwazmy, ze krzywa opisana réwnaniami parame-
trycznymi (27) ma w punkcie pg styczna tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z pochodnych
%(to), y(to) jest rézna od zera. Warunek ten mozna zapisa¢ w postaci nieréwnosci

(29) P2+ 92 >0

dlat = to. Jezeli nie jest on spelniony, to wektor ¢ jest wektorem zerowym, ktéry oczywiscie
nie wyznacza zadnego kierunku.

Przyklad 7. Rozwazmy dwa opisy parametryczne

(30) z(t) = cost, y(t) = sint, 0<t<2nm,
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oraz
(31) z(t) = cost, y(t) = —sint, 0<t<2r.

Oba uklady réwnan opisuja, okrag o srodku w poczatku ukladu i promieniu 1, wyznaczaja
jednak rézne kierunki obiegu (rys. 19a, 19b).

e 4 N Sk ._1 VI

[rys. 19a] [rys. 19b]

Opis (31) wyznacza obieg zgodny z ruchem zegara, opis (30) wyznacza obieg w przeci-
wnym kierunku. Oznaczajac przez i1, t» wektory styczne wyznaczone przez opis (30), (31)
odpowiednio mamy

t1 = [—sint, cost] to = [—sint, — cost].

Oznaczajac przy ustalonym ¢
7= [z(t),y(t)]

i obliczajac iloczyny skalarne (7,%1) oraz (7,t;) stwierdzamy, ze sa one réwne zeru. Zatem
oba wektory styczne sa prostopadle do promienia 7, co potwierdza fakt znany z geometrii.

Przyklad 8. WprowadZmy na plaszczyZnie wspéhrzedne biegunowe r, 6 (por. rozdz. II
punkt 4) i niech a > 0 bedzie ustalona, liczba. Réwnanie

r = af (0 >0)

okresla krzywa, zwana spiralg Archimedesa (rys. 20). Przechodzac do wspdhrzednych
prostokatnych otrzymujemy opis parametryczny spirali Archimedesa

z = ab cos b, y = afsinb, (0 >0),
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z ktorego wyznaczamy wspoélrzedne wektora stycznego

£ =acosf —afsinb, y = asinf + ab cos 6.

Prosty rachunek daje
P2+ 9% =a%(14+6% >0,

zatem warunek (29) jest speliony dla kazdego 6. Spirala Archimedesa ma styczng w
kazdym punkcie.

A

“_:ff {Ta *
[rys. 20]
Przykilad 9. Przy ustalonym a > 0 réwnania parametryczne
(32) T = acos’t, y = asin®t (0<t<2m)

opisuja, krzywa zwana, asteroidg. Rozniczkujac dostajemy wspéirzedne wektora stycznego

& = —3acos? tsint, y = 3asin® ¢ cost.

Poniewaz
@2 4+ 9% = 9a% cos? tsin’ ¢,

warunek (29) nie jest spelmiony dla wartosci parametru
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ktérym odpowiadajs punkty plaszczyzny
p=1(a,0), p2=1(0,a), p3=(-0a,0), ps=(0,—a)
W pozostalych punktach asteroida ma niezerowy wektor styczny
i'=[&,9]

wyznaczajacy kierunek stycznej.
Z réwnan (32) mozemy wyrugowaé parametr ¢, mamy bowiem

Vx = /acost, ¢y = Vasint.
Otrzymujemy w ten sposéb réwnanie asteroidy w postaci uwiklanej (por. punkt 2)
(33) Va2 + y2 - Va2 = 0.
Oznaczajac przez F(z,y) lewa strone réwnania (33) dostajemy po zrézniczkowaniu

Fm = gx—l/?)’ Fy - %y_l/ga

skad wynika, ze funkcja F jest klasy C' w zbiorze otwartym € powstalym z plaszczyzny
IR? po usunieciu z niej osi uktadu wspélrzednych. W zbiorze €2 asteroida nie ma punktéw
osobliwych, gdyz zadna z pochodnych Fy, F, nie przyjmuje w tym zbiorze wartosci zero.
Z postaci réwnania (33) widaé, ze asteroida jest symetryczna wzgledem osi uktadu wspét-
rzednych, wystarczy zatem zbadac¢ jej ksztalt w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny czyli dla
z2>0,y>0.

Réwnanie (33) mozna rozwiaza¢ wzgledem y uzyskujac w ten sposéb jawny opis éwiartki
asteroidy

v (@) w0420

czyli krécej

(34) v=1/(A@)"

gdzie
A(z) = a®/3 — g2/3

za$ przez pierwiastek rozumiemy dodatnia waros¢ pierwiastka kwadratowego czyli pier-
wiastek arytmetyczny. Funkcja y(z) wyrazona wzorem (34) jest okreslona dla x > 0
spetiajacych nieréwnosc

A(z) >0
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czyli w przedziale [0, a]. Rézniczkujac prawa, strone (34) dostajemy

(35) y = —/A(z) -z~ Y3, (0<z<a)

oraz

—2/3

(36) y"' = % (\jﬁ + VA(z) -x_4/3) , (0<z<a).

Z réwnosci (34), (35) wynika, ze
(i) ¥'(z) > 0 dla 0 < z < a, zatem funkcja y(x) jest malejaca w przedziale [0, al;
(ii) y(a) = ¢'(a) = 0, zatem w punkcie p; = (a,0) asteroida jest styczna do osi z-6w;

. ,

(iii) wl_l)r(r)ler (x) = —o0,
zatem w punkcie ps = (0, a) asteroida jest styczna do osi y-6w.

Z réwnosci (36) widzimy, ze y” > 0 w przedziale (0, a), zatem w pierwszej ¢wiartce plasz-
czyzny funkcja y(x) jest wypukla.

Korzystajac z uzyskanych informacji mozemy narysowaé asteroide (rys. 21). Strzalki
na rysunku wskazuja, kierunek obiegu asteroidy przy rosngcym ¢ wyznaczony przez opis
parametryczny (32). Zauwazmy, ze w punktach p; (j=1,2,3,4), w ktérych wektor i jest
wektorem zerowym, asteroida ma ostrza.

/\Lg,

A

% i
N
AREEEEE R

%

[rys. 21]
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Przykiad 10. Dana jest liczba ¢ > 0 oraz dwa punkty plaszczyzny A, B takie, ze

ich odlegtosé d(A, B) = 2c. Lemniskatq Bernoulliego nazywamy zbiér punktéw P = (z,y)
spelniajacych warunek

(37) d(P, A) - d(P,B) = c*.

Obierajac uktad wspéirzednych w taki sposéb, by A = (—¢, 0), B = (¢,0) mozemy warunek
(37) zapisa¢ w postaci

(38) (@+0?+9?) (=0 +y?) = .
skad przy oznaczeniu
(39) ?+y?=r’

wynika,
(r? + ¢ + 2cx) (r? + ¢* — 2cx) = c*.

Po wykonaniu mnozenia otrzymujemy
rt +r2(c? — 2cx) + r2(c® + 2cx) + (c® + 2¢x)(c® — 2cx) = ¢*

czyli
rt 4+ 2r2¢% + ¢t — 4c?2? = ¢t

Wracajac do oznaczenia (39) i korzystajac z réwnosci

r? 0% = 2 — 42

dostajemy réwnanie lemniskaty w postaci uwiklane;j
(40) (? +y)? — 2% (2? — y?) = 0.
Z réwnania (40) widaé, ze lemniskata jest symetryczna wzgledem obu osi ukladu wspél-
rzednych, wystarczy zatem badac ja w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny czylidlaxz > 0,y > 0
(ta cze$¢ lemniskaty nazwiemy umownie jej pierwszg ¢wiartka,).

Roéwnanie (40) mozna zapisaé¢ we wspdlrzednych biegunowych (por. rozdz. II punkt 4).
Poniewaz ograniczamy sie do pierwszej ¢wiartki, mamy

(41) z = rcosb, y =rsiné, 0<6< g),

co po podstawieniu do (40) daje

r* = 2¢%r2 cos 26.
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Roéwnanie to jest spelnione dla » = 0, a wigc lemniskata przechodzi przez poczatek uktadu
- widaé to réwniez z réwnania (40). Przyjmujac r > 0 dostajemy po skréceniu

(42) r? = 2¢2 cos 26.

Z postaci (42) réwnania widaé, ze po odrzuceniu poczatku ukladu pierwsza éwiartka lem-
niskaty lezy w obszarze, w ktérym cos20 > 0 czyli 0 < 6 < 7. Obszar ten zawarty jest
miedzy dodatnig pélosia, x-6w a pdlprosta y = x, x > 0, zostal on zakreskowany na rys.
22. Rozwiazujac (42) wzgledem r dostajemy réwnanie pierwszej ¢wiartki lemniskaty we
wspolrzednych biegunowych

(43) r = cv/2Vcos 26, (0<H<

7
7

Z réwnania tego wynika, ze 7(6) jest funkcjg $cisle malejaca w rozwazanym przedziale,
przy czym

(44) r(0) = ev2, r(Z) =0.

Aby zbadaé¢ dokladniej ksztalt pierwszej ¢wiartki lemniskaty przejdziemy do jej opisu
parametrycznego, ktory uzyskujemy podstawiajac (43) do réwnan (41). Otrzymujemy

(45) z = cv/2Vcos 26 cos 6, y = ¢v/2V/cos 20 sin 6, (0<H< %)

Po zrézniczkowaniu wzgledem parametru 6 dostajemy stad

— sin 260
& =cV2 cose—\/cos%sine) ,
( v cos 20

g)zcﬁ( o esin0+\/cos20c030), (0§0<%),

cos 260

co mozna zapisaé proscie]

sin 360 cos 30 s
46 i=—cV?2 , )= V2 ——, 0<0<—).
(46) cos 260 Y cos 20 (0= 4)

Jak wida¢ z pierwszego réwnania (46), pochodna (f) jest ujemna dla 0 < 6 < 7, zatem
funkcja z(6) jest $cisle malejaca w przedziale [0, 7], istnieje wiec funkcja odwrotna, do niej
0(x). Z pierwszego réwnania (45) mamy

z(0) = ¢v2, z(7) =0,

T
4

wobec tego funkcja ciagla z(6) przyjmuje wszystkie wartodci z przedziatu [0,cv/2] za$
funkcja 0(x) jest okreslona na tym przedziale. Podstawiajac @ = 6(x) w drugim réwnaniu
(45) dostajemy réwnanie pierwszej ¢wiartki lemniskaty w postaci jawnej

(47) y=g(x), (0 <z <ceV2).
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Funkcji g nie potrafimy wyznaczy¢ efektywnie, mozemy jednak zbadaé jej przebieg przy
pomocy rachunku. Stosujac reguly rézniczkowania funkcji ztozonej oraz funkcji odwrotnej
jednej zmiennej dostajemy

dy dydd vy

de  df de &
czyli wobec (46), (47)

cos 360

_me = <xr< 2).
030’ G H(ac),O_ac_C\/_)

(48) g'(x) =

Oznaczajac przez z(f) prawa strone (48) otrzymujemy rézniczkujac powtornie

dz df  z
4 " _ = _z
(49) gi(2) =5 =~
Prosty rachunek daje
3 T
= < Z
(sin 30)2 (0 <bs 4)

a stad po uwzglednieniu (46), (49) wynika, ze

3 Vecos26 (0

(50) g”(il?) = _E (sin 39)3

i wobec tego
(51) g"(z) <0 (0 <z <cV2).

7 ostatniej nieréwnosci wynika, ze wykres funkcji g czyli pierwsza ¢wiartka lemniskaty jest
zwrécony wypukloscia ku gorze. Znajac pochodne funkcji ¢ mozemy znalezé jej ekstrema.
Opierajac sie na (48), (45) stwierdzamy, ze réwnanie

g9'(z)=0
ma jedyne rozwiazanie
7 cV3
52 = <_> = 5
(52) To =72 |4 5

przy czym wobec nieréwnosci (51) funkcja g ma maksimum w punkcie zy. Podstawienie
do drugiej réwnosci (45) daje

i c
53 o) = (—) =<
(53) g(zo) =y 6 2
Pozostaja jeszcze do zbadania punkty przeciecia pierwszej ¢wiartki lemniskaty z osiami
uktadu. Opierajac sig na réwnaniach parametrycznych (45) stwierdzamy, ze
(i) réwnanie z = 0 ma jedyne rozwiazanie § = §, przy czym y(%) = 0;
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(ii) réwnanie y = 0 ma dwa rozwiazania 6 = 0 oraz § = 7, przy czym z(0) = V2,

v(%) = 0.
Wobec tego pierwsza ¢wiartka lemniskaty przecina obie osie w poczatku uktadu oraz os
z-6w w punkcie A = (¢v/2,0). Z réwnaii (46) wynika, ze

(iii) £(0) = 0, §(0) = cV/2, zatem w punkcie A lemniskata ma styczna prostopadla do
0si T-O6w;

(iv) wspolczynnik kierunkowy stycznej dla 0 < 6 < 7 wynosi

i cos 30
ml)===——,
() T sin 360
co daje
m(z __cos%"_sin% 1
4’ §in3™  cosE
4 4

zatem w poczatku uktadu pierwsza ¢wiartka lemniskaty jest styczna do prostej y = x.

Mozemy teraz narysowaé pierwsza ¢wiartke lemniskaty (na rys. 22 zaznaczona grubsza,
linia) a nastepnie porzez odbicie symetryczne w osiach ukladu wspéhrzednych otrzymaé
cala, lemniskate.

CoyE%
e”i/%.‘.z

: A \A,‘, : .
. n - H . . . ] . . . . . (‘/_:\ vy
A { H . . N i

e

[rys. 22]

Wspéhrzedne biegunowe okreslone wzorami (41) mozemy rozwazaé przyjmujac dla kata
0 dowolne wartosci rzeczywiste. Jezeli zalozymy, ze

1
47[ 0 4 T ub

—
B~ W
3
VAN
>
VAN
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A



89

to réwnania (45) daja opis parametryczny calej lemniskaty. Opis ten wyznacza kierunek
obiegu lemniskaty przy rosnacym 6, ktéry zaznaczono strzatkami na rys. 22.

Wréémy jescze do réwnania (40) dajacego opis uwiklany lemniskaty przy czym, jak
juz zaznaczyliémy, wystarczy rozwazac je tylko w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny. Wobec
tego dalsze rachunki bedziemy przeprowadzaé¢ dla x > 0, y > 0 oznaczajac przez F(z,y)
lewa, strone réwnania (40). W twierdzeniu o funkcji uwiklanej (twierdzenie 1) podane byty
zalozenia, przy ktérych réwnanie to ma jedyne rozwiazanie y = g(x) bedace klasy C1.
W punkcie 1 wykazaliémy, ze badanie ekstreméw funkeji g nalezy zaczaé od rozwigzania
uktadu réwnan

(54) F(z,y) =0, Fy(z,y)=0
wyznaczajacego punkty stacjonarne funkcji g. Poniewaz
(55) Fp(z,y) = 4z(z® +y° — &), Fy(z,y) = 4y(z® +y* + ),

uktad (54) przyjmuje posté

(56) (z? +9%)? = 2% (a® — o),
(57) 22 +y?=c?
(x >0,y >0).

Podstawiajac (57) do (56) dostajemy po uproszczeniu

co lacznie z (57) daje
3 1
212 = 502, 2y% = 502.

W konsekwensji otrzymujemy jedyne rozwigzanie uktadu (56), (57)
V3 1
c

Latwo sprawdzi¢, ze

1° funkcja F spelnia zalozenia twierdzenia 1, jezeli jako © przyjmiemy zbiér okreslony
nieréwnosciami x > 0, y > 0 (czyli otwarta pierwsza ¢wiartke plaszczyzny),
oraz

20 punkt (o, yo) okreslony przez (58) spehia zalozenia twierdzenia 1.
Z twierdzenia tego wynika, ze réwnanie (40) ma w obszarze Q) jedyne rozwiazanie y = g(z)
spehiajace warunek g(zg) = yo. Oczywiscie jest to to samo rozwiaanie, ktére otrzymalismy
poprzednio rozwazajac opis parametryczny lemniskaty (por. wzory (47), (52), (53)). Za-
uwazmy jednak, ze opis parametryczny daje nam wiecej informacji niz opis uwiktany: o
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funkcji ¢ danej wzorem (47) wiemy, Ze jest okreslona w calym przedziale [0, cv/2], nato-
miast z twierdzenia 1 wynika jedynie, ze jest ona okre§lona w pewnym otoczeniu punktu
Io.

Poniewaz (58) okresla rozwiazanie ukladu (54), mamy ¢'(z¢) = 0. Aby sprawdzié, czy
funkcja g ma ekstremum w punkcie xg zbadamy znak ¢’ (z¢) opierajac sie na wzorze (14).
Rézniczkujac dostajemy z (55)

Fro(2,y) = 1227 + 4(y° — )
skad po tatwym rachunku
Fa:x(J;O; y()) = 662 > 0.

Poniewaz z drugiego wzoru (55) wynika, ze Fy(z,y) > 0 dla y > 0, dostajemy ostatecznie
nieréwnosé g”(zo) < 0 - zatem funkcja g ma w punkcie 2y maksimum (ta sama, informacje
otrzymalismy badajac opis parametryczny).

Zbadajmy jeszcze punkty przeciecia pierwszej ¢wiartki lemniskaty z osiami ukladu
wspolrzednych wychodzac z opisu uwiklanego. Przyjmujac ¢ = 0 w (40) dostajemy
réwnanie

vt + 222 = 0

majace jedyne rozwigzanie y = 0, natomiast przyjmujac y = 0 otrzymujemy réwnanie

zt — 2%z = 0,

ktére ma dwa rozwiazania
1 = 0, To = C\/§.

Znalezlismy zatem dwa punkty przeciecia (0, 0) oraz (cv/2,0) - tak jak przy badaniu opisu
parametrycznego.

Na zakonczenie zbadamy punkty osobliwe lemniskaty czyli takie jej punkty, w ktorych
obie pochodne F,, F, sa réwne zeru. Zgodnie z (55) réwnos¢

Fy(xay) = 0

zachodzi jedynie dla y = 0. Wobec tego punkty osobliwe musza by¢ punktami przeciecia
lemniskaty z osia x-6w. Z (40) widaé, ze sa, to punkty

(0,0),  (¢v2,0),  (—¢V2,0),
przy czym
F (0,00 =0,  Fu(cvV2,0) = —4v2c®,  Fy(—cV/2,0) = 4V26°.

Zatem jedynym punktem osobliwym lemniskaty jest poczatek uktadu. Z rys. 22 wida¢, ze
jest to punkt rozgalezienia.
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4. Krzywe w przestrzeni - opis parametryczny.
Opis parametryczny krzywej przestrzennej ma postac

(58) z=a(t), y=y), z=201), (t € P),

gdzie IP jest przedzialem na osi liczbowej a funkcje z(t), y(t), z(t) sa ciagte w tym
przedziale. Podobnie, jak w przypadku krzywej plaskiej, réwnania (58) mozna inter-
pretowaé jako odwzorowanie przedzialu IP w przestrzen IR3 polegajace na rozciaganiu,
wyginaniu i ewentualnie zaplataniu w wezet odcinka osi liczbowej, jednak bez mozliwosci
rozerwania go ze wgledu zalozona, ciggltosé funkcji (58). Jezeli interpretujemy parametr ¢
jako czas, to mozna uwazaé, ze réwnania (58) opisuja ruch punktu (z,y, z) po krzywej.
Kierunek obiegu krzywej przy rosnacym ¢ nazywamy orientacjq krzywej.

Zakladajac, ze funkcje z(t),y(t), z(t) majg pierwsza pochodng w przedziale IP i rozu-
mujac podobnie, jak w przypadku krzywej na plaszczyznie IR? (punkt 3) stwierdzamy, ze
wektor

F= [i(t0), §(to), 2(to)]

jest styczny do krzywej w punkcie pg = (z (o), y(to), 2(to)) i ma zwrot zgodny z kierunkiem
obiegu krzywej. Wyznacza on kierunek stycznej do krzywej w punkcie pg, jezeli przynaj-
mniej jedna z jego wspéirzednych jest r6zna od zera. Warunek ten mozna zapisa¢ w postaci
nieréwnosci

(59) P +9P+22>0

dla t = to-

Przykiad 11. Réwnania parameryczne
(60) x = acost, y=asint,z = bt (a,b>0;t € R)

okredlaja linie $rubowa opisana na nieograniczonym walcu kolowym o promieniu
podstawy a, ktérego osia, jest 0§ z-6w. Wektor styczny w punkcie pg ma postaé

t = [—asint,acost,b].

Warunek (59) jest speliony dla dowolnego tg, zatem w kazdym punkcie linii srubowej (60)
istnieje styczna do niej.

5. Twierdzenie o funkcji uwiklanej dwéch zmiennych.
W punkcie 1 badaliémy rozwiazalno$é¢ wzgledem zmiennej y réwnania F(z,y) = 0,
obecnie zajmiemy sie réwnaniem

(61) F(z,y,2)=0

badajac jego rozwiagzalno$¢ wzgledem zmienej z. Oczywiscie szukane rozwiazanie, o ile
istnieje, jest funkcja dwéch zmiennych x, y. OdpowiedZ na postawione pytanie daje
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Twierdzenie 2. Zaktadamy, ze F jest funkcjq klasy C' w zbiorze otwartym Q C R3 oraz
ze

F(.I;'(), Yo, ZO) = Oa Fz(a:anOa ZO) ?é 0

dla pewnego (g, Yo, z0) € Q. Wiwczas
(i) istnieje dokladnie jedna funkcja

z=g(z,y)
okreslona w pewnym otoczeniu w punktu (xo,yo) @ spelniajgca warunki
(62) F(z,y,9(z,y)) =0 dla (z,y) €w, 9(o, Yo) = zo;
(ii) funkcja g jest klasy C*(w) i przy tym

Fy(z,y,9(z,y))
F,(z,y,9(z,y))

(63) gaz(xa y) ==

Fo(z,y,9(x,y)) _
ik 9y (2, y) =

F(z,y,9(z,y)

dla (z,y) € w.

DOWOD. Dowdd jest podobny do dowodu twierdzenia 1 i pozostawiamy go Czytelnikowi
jako ¢wiczenie. O

Uwaga. Podobnie, jak w przypadku réwnania o dwéch zmiennych, mozna wzory (63)
otrzymacé metoda rozniczkowania tozZsamosci, jezeli wiemy juz, ze funkcja g ma pochodne
czastkowe pierwszego rzedu. Rézniczkujac funkcje stala, (62) mamy bowiem

%F(w,y,g(w,y))=0 dla (z,y) €w

czyli w oparciu o twierdzenie 8 rozdz.I1

Fo(z,y,9(z,y) + 9o (@, y) Fr(2,y,9(2,y)) =0 dla (z,y) € w,
co daje pierwszy wzér (63). Wyprowadzenie drugiego wzoru jest analogiczne.

Przykitad 12. Niech
F(z,y,2) =2’ +y* +2° — 1,

wowczas
F,(z,y,2) = 2z,

zatem zalozenia twierdzenia 2 sa spelnione, jezeli zg # 0. Réwnanie (61) opisuje w naszym
przyktadzie sfere (tj. powierzchnie kuli) o srodku w poczatku uktadu i promieniu jednos-
tkowym i daje sie tatwo rozwiazaé¢ wzgledem z. Otrzymujemy dwa rozwigzania (odpowia-
dajace gérnej i dolnej pétkuli)

z=+y1—22—9y2
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Funkcja g(z,y) ma postaé

g(z,y) =/1—22—-y2 gdy 2 >0

oraz
g(z,y)=—y1—-22-9y2 gdy 2 <0,

w obu przypadkach jest okreslona w kole domknietym w : z* + y? < 1 (zakreskowanym
na rys. 23). Poniewaz

T+ ys 4+ 28 =1,

punkt (xo,yo) lezy wewnatrz tego kola, zatem funkcja g jest okreslona w jego otoczeniu -
zgodnie z twierdzeniem 2.

[rys. 23]

6. Powierzchnie w przestrzeni - opis uwiklany.
Niech F bedzie funkcja klasy C'' w zbiorze otwartym Q C IR3 i niech py = (¢, yo, 20) € £
bedzie punktem spelniajacym réwnanie

(64) F(iﬂo.yo, Zo) =0.

Jezeli przynajmniej jedna z pochodnych F;, Fy, F, jest rézna od zera w punkcie py, to na
mocy twierdzenia 2 (po ewentualnym zastapieniu zmiennej z przez x lub y) réwnanie (61)
mozna lokalnie rozwiaza¢ wzgledem jednej ze zmiennych. Przy wymienionych zalozeniach
réwnanie (61) okresla powierzchnie S w przestrzeni IR3, ktéra lokalnie jest wykresem
funkcji dwéch zmiennych. Warunek (64) oznacza, ze punkt pg lezy na powierzchni S.
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Niech teraz po = (o, Yo, 20) bedzie ustalonym punktem powierzchni S i niech K bedzie
krzywa, okreslong réwnaniami parametrycznymi

(65) .sz(t), y:y(t)’ Z:Z(t)a

przy czym funkcje z(t), y(t), z(t) maja, pierwsza pochodna. Zalozymy, ze
(i) krzywa K przechodzi przez punkt py - nie zmniejszajac ogélnosci mozna zalozyé
(ewentualnie zastepujac parametr ¢ w opisie (65) przez t+ const), ze

z(0) =20,  y(0)=wo,  2(0) = zo;
(ii) krzywa K lezy na powierzchni S - zatem istnieje liczba a > 0 taka, ze
(66) F(z(t),y(t),2(t) =0 dla it < a.
Rézniczkujac funkcje stala, (66) (por. rozdz. II twierdzenie 8) i przyjmujac t = 0 dostajemy
(67) Fy(po) £(0) + Fy(po) 9(0) + F(po) 2(0) = 0,
co przy oznaczeniach
to = [£(0),(0), 2(0)], grad F' = [Fy, Fy, ]

mozna zapisa¢ w postaci

(t_i), @F(pow =0

(nawias (, ) oznacza iloczyn skalarny wektoréw) - zatem wektory #, oraz grag F(po) sa

prostopadle. Jezeli wektor grad F'(pg) nie jest wektorem zerowym, to z przeprowadzonego
rachunku wynika nastepujacy wniosek: wektor styczny w punkcie py do dowolnej krzywej K
przechodzacej przez punkt pg (por. punkt 4) lezy w plaszczyznie prostopadlej do wektora

grad F(pp). Plaszczyzne ta nazywamy plaszczyzna styczng do powierzchni S w punkcie

po- Kazdy wektor prostopadly do plaszczyzny stycznej nazywamy wektorem normalnym -

zatem wektor grad F'(pg) jest wektorem normalnym do powierzchni S w punkcie py.
Jezeli

(68) Fy(po) = Fy(po) = F.(po) =0,

to grEEF (po) jest wektorem zerowym i oczywiscie nie wyznacza plaszczyzny stycznej ani
kierunku normalnego. Méwimy, ze punkt py € S speiajacy (68) jest punktem osobliwym
powierzchni S.

Niech f(x) > 0 bedzie funkcjg ciagla w przedziale IP. Znajdziemy réwnanie powierzchni
S, jaka, zakresla wykres funkcji f przy obrocie plaszczyzny zy dokola osi z-6w. Dla
ustalonego z € IP punkt (xg, f(xo)) zakresla przy obrocie okrag K, lezacy w plaszczyznie
x = g o §rodku (g, 0,0) i promieniu f(zg) (rys. 24), przy czym kazdy punkt powierzchni
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S lezy na pewnym okregu K, . Wobec tego (z,y, z) € S wtedy i tylko wtedy gdy spelniona

jest réwnosé
flz) = Vy?+ 22, (z eP),

ktéra mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci

(69) f(x) =y* + 2%

A

[rys. 24]

Podamy teraz przyklady powierzchni obrotowych.
Przykitad 13. Niech

f(@) = VR? — a2, (R>0, ~R <z <R),
wowczas réwnanie (69) przybiera postaé
w? + 9?4+ 2° = R%
Jest to rownanie powierzchni kuli o §rodku w poczatku ukiadu i promieniu R powstalej
przez obrét dokola osi z-6w gérnej polowy okregu opisanej réwnaniem y = f(z). Przyj-

mujac oznaczenie
F(z,y,2) =2 +y*+ 2> — R?
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znajdujemy wektor normalny
(70) grag F =2[z,y, z] = 27,

gdzie ¥ = [z, y, z] jest promieniem kuli traktowanym jako wektor. Z réwnosci (70) widad,
ze znaleziony wektor normalny jest zwrdécony na zewnatrz kuli.

Przykiad 14. Zal6zmy, ze
flx)=A>0, (x €eR)

czyli ze f jest funkcja, stala, wowczas przy obrocie jej wykresu dokota osi z-6w dostajemy
powierzchnie walca kolowego o réwnaniu

(71) y 4+ 22— A2=0
zgodnie z (69). Oznaczajac przez F lewg strone (71) mamy
F, =0, F, =2y, F, =2z
Z réwnania (71) wynika, ze w kazdym punkcie powierzchni walca przynajmniej jedna z
pochodnych Fy, F, jest ré6zna od zera - zatem powierzchnia ta nie ma punktéw osobliwych.

Wektor
grad F' = 2(0,y, ]

jest wektorem normalnym zwréconym na zewnatrz walca.

Przykiad 15. Niech
f(z) = maz, (m >0, z>0),

wowczas przy obrocie dokola osi z-6w wykres funkcji f zakresla powierzchnie stozka
kolowego o réwnaniu

(72) y? + 22 —m?z? = 0.
Oznaczajac przez F lewa strone (72) mamy
F, = —2m?z, F, =2y, F, =2z,
zatem w kazdym punkcie (z,y, z) réznym od poczatku ukladu wektor
grad F = 2 [-m?z, y, 2]

jest wektorem normalnym zwréconym na zewnatrz stozka. Zgodnie z (68) poczatek uktadu
(bedacy wierzchotkiem stozka) jest punktem osobliwym powierzchni.
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Przyklad 16. Jezeli V (z,y, z) jest potencjalem pola elektrostatycznego, to wektor pola
graa) V =[Va, Vi, V2]

wskazuje kierunek sily dzialajacy na umieszczony w polu nabdj préobny. Wektor ten jest
prostopadly do powierzchni stalego potencjatu V (z,y, z) = const.

7. Powierzchnie w przestrzeni - opis parametryczny.

Opis parametryczny powierzchni S w przestrzeni IR3® ma postaé
(70) x = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € Q C R,

gdzie funkcje z, y, z sa ciaglte w zbiorze €. Uklad réwnosci (70) mozna interpretowaé jako
odwzorowanie zbioru Q w przestrzen IR® polegajace na rozciaganiu, wyginaniu i ewen-
tualnie zlepianiu pewnych punktéw, jednak bez mozliwosci rozerwania go ze wzgledu na
zalozong, cigglo$¢ funkcji z, vy, z.

Przyklad 17. Réwnania
(71) r=cosu, Yy=sinu, z=0, 0<u<2m 0<v<2)

opisuja, walec kolowy o promieniu podstawy 1 i wysokosci 2, ktorego osig jest o§ z-6w.
Zbiér ) jest prostokatem w plaszczyznie (u,v), ktérego boki réwnolegte do osi v zostaja
zlepione przy odwzorowaniu (71).

Polozenie punktu P = (x,y,z) w przestrzeni IR® mozemy okresli¢ przy pomocy
wspotrzednych sferycznych r, ¢, 0, gdzie

r jest odlegloscia punktu P od poczatku ukiadu,
¢ jest katem, jaki tworzy wektor 7 = [z, y, z] z plaszczyzna, (z,y),
6 jest katem, jaki tworzy rzut prostopadly 7’ wektora 7 na plaszczyzne (z,y) z dodatnia,

pélosia z-6w (por. rys 25).



98

B=(x4.2)

.[rys. 25]

Oznaczajac odpowiednio przez r, ' dlugo$é wektora 7, ¥/ mamy

xz =1 cos, y =1'"sinb, r’ =rcos ¢,

T =17rcos¢ cosb, Yy =7 cos ¢ sin b, z = rsin g,

(Ogesmn—gs¢sgﬁrzm

Przyklad 18. Niech S bedzie sfera (tj. powierzchnia kuli) o rodku w poczatku uktadu
i promieniu a. Jej rownanie we wspoirzednych sferycznych ma postaé

r = a,

stad przechodzac do wspdhrzednych prostokatnych przy pomocy zwigzkéw (72) otrzymu-
jemy opis parametryczny sfery S

T = acos ¢ cosb, Yy = acos ¢ sin 6, z = asin ¢,

73
(73) (0<h<om, -2 <¢<7).

Traktujac sfere S jako powierzchnie kuli ziemskiej i uzywajac terminologii geograficznej
stwierdzamy, ze
1% wartosciom ¢ = +7 odpowiadaja bieguny (0,0, +a),
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29 krzywa na powierzchni S o réwnaniu § = 6, jest poludnikiem, za$ krzywa o réwnaniu
¢ = ¢o € (—7%,%) jest réwnoleznikiem; dla ¢9 = 0 otrzymujemy réwnik lezacy w
plaszczyznie (x,y).
Jezeli potraktujemy wzory (73) jako okreslajace odwzorowanie, to przeksztalca ono pros-
tokat domkniety

i i
0<6<2m, ——<Hp< —
<6<2nm 5 S0=3

na sfere S, przy czym obrazem kazdego z bokéw prostokata ¢ = 5 oraz ¢ = —7 jest jeden

punkt bedacy biegunem sfery zas boki § = 0 oraz 6§ = 27 zostaja, zlepione i przechodza, na
potudnik lezacy w plaszczyznie y = 0.

Przypomnimy teraz pewne pojecia dotyczace wektoréw w przestrzeni IR3. Méwimy, ze
wektory

— —

ay = [a17:817’71]7 az = [052,,82,’}’2]
sg, lintowo niezalezne, jezeli réwnosc¢
A 5:1 + 12 6:2 =0

jest spelniona tylko dla A = p = 0.
7 wektoréw a1, ds mozemy utworzy¢ macierz M o trzech wierszach i dwoch kolumnach
(czyli typu 3 x 2)

a1, Q2
M = 517 /62
1, Y2

Przez rzad dowolnej macierzy typu m X n rozumiemy najwyzszy stopien wyznacznika
réznego od zera, jaki mozna z niej wyjaé. W naszym przypadku rzad macierzy M moze
by¢ réwny 1 lub 2.

Przy pomocy macierzy M mozna sformulowaé¢ warunek dostateczny liniowej niezalez-
nosci wektoréw aq, ds.

Twierdzenie 3. Jezeli macierz M jest rzedu 2, to wektory a,, ds sq liniowo niezalezne.
Latwo zauwazy¢, ze twierdzenie to jest rownowazne nastepujacemu twierdzeniu alge-
braicznemu:

Twierdzenie 3°. Jezeli macierz M jest rzedu 2, to uktad rownan

)\041 + MOy = 0,

AP+ pP2 =0,

A+ 72 =0
ma jedyne rozwigzanie A = p = 0.

DOWOD. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze

A, (6%}

B1, B2 70,
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wowczas dwa pierwsze roOwnania majg jedyne rozwiazanie A = p = 0, ktére oczywiscie
spelnia réwniez trzecie réwnanie.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze warunek dostateczny liniowe]j niezaleznoéci wektoréw po-
dany w twierdzeniu 3 jest réwniez warunkiem koniecznym. Twierdzenie 3’ jest szczegdlnym
przypadkiem ogélnego twierdzenia dotyczacego ukltadéw jednorodnych réwnan liniowych.

Zalézmy teraz, ze macierz M jest rzedu 2 (zatem zgodnie z twierdzeniem 3 wektory
1, a2 sa liniowo niezalezne), wéwczas zbiér wszystkich kombinacji liniowych

A51+u62 ()\,/J,E]R)

tworzy plaszczyzne II rozpieta na tych wektorach. Oznaczajac jako D; wyznacznik pow-
staly z macierzy M przez skreslenie j-tego wiersza utwoérzmy wektor

W= [D17 _D23D3]7

przy uczynionych zalozeniach nie jest to wektor zerowy. Obliczymy teraz iloczyny skalarne

(él,u‘)’) oraz (dg,ﬂ‘)’). Mamy

(74) (51, ’U7> =a1Dy1 — 1D +v1Ds3
czyli
A, aq, (6%}
(75) (dla ’lﬁ) = :817 517 182 )
Y1, Y1, 72

gdyz prawa strona (74) stanowi rozwiniecie wedtug pierwszej kolumny wyznacznika w réw-
nosci (75). Podobnie otrzymujemy

Q2, 1, Q2

(76) (@@) = | B2y 51, B
Y2, Y1, 72

Oba wyznaczniki sa réwne zeru, gdyz kazdy z nich ma dwie jednakowe kolumny, zatem z

(75), (76) dostajemy
(a’l,w) — (62,13) — 0.

7 ostatniej rownosci wynika, ze wektor w jest prostopadly do plaszczyzny II.

Przeprowadzone rozwazania zastosujemy do znalezienia plaszczyzny stycznej i wektora
normalnego do powierzchni w oparciu o jej opis parametryczny (70). Niech pg € S
bedzie ustalonym punktem okreslonym przez wartosci parametréw (ug, vo). Mamy zatem

po = (Zo, Yo, 20), gdzie

To = x(“o; 'UO); Yy = ’!/(UO, Uo), z20 = Z(Uo, ’Uo)-
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Krzywa K lezaca na powierzchni S okreslona jest przez uklad réwnan

(77) u = u(t), v =v(t),

(78) z=xu(t),v®), y=yul)vd),  z==zul) o).

Jezeli krzywa ta przechodzi przez punkt py, to (po ewentualnym zastapieniu parametru ¢
przez t + const.) mamy

u(0) = uo, v(0) = v,
przy czym funkcje u(t), v(t) sa okreslone dla |t| < «, gdzie a jest pewna, liczbg dodatnia,
Zalézmy teraz, ze funkcje (70) sa klasy C'*(2) za$ funkcje (77) maja pierwsza pochodna, dla
lt| < a, wowczas wspélrzedne wektora stycznego do krzywej K w punkcie pg mozemy wyz-

naczy¢ ze wzoréw (78) stosujac regule rézniczkowania superpozycji (twierdzenie 6 rozdz.
IT). Otrzymujemy

T = Tyl + Ty, Y= Yul + Yy, Z = 24U+ 2y,

(t=0, u=wug, v=r1p),
co mozna zapisaé krécej w postaci wektorowe;j
(79) 7(0) = 7, (uo, vo) @(0) + 7 (uo, vo) ©(0),
jezeli przyjmiemy oznaczenia
r=lz,y,2l,  Tu=[TuYus 2], Ty = [To, Y, 2]

Oznaczajac przez f odwzorowanie zbioru Q w przestrzen IR3 okreslone wzorami (70) wpro-
wadzimy macierz

Ty, Ty

/!

F(uv) = | Yus Yo
z’u,a ZU

- macierz ta nazywa si¢ pochodng odwzorowania f, stad oznaczenie przypominajace pochod-
ng, funkcji jednej zmiennej. Latwo zauwazy¢, ze macierz f’ jest odpowiednikiem macierzy
M, jezeli przyjmiemy @y, = Ty, G2 = Ty.

Zalézmy teraz, ze macierz f'(ug, vg) jest rzedu 2. Wobec tego wektory

Fu(u07,u0)7 7711(“07,00)

rozpinaja, plaszczyzne Ilp, przy czym z réwnosci (79) wynika, ze w plaszczyznie tej lezy
wektor styczny w punkcie py do dowolnej krzywej K lezacej na powierzchni i przechodzacej
przez ten punkt. Plaszczyzna Il jest zatem plaszczyznag styczng do powierzchni S w
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punkcie py. Kazdy wektor prostopadly do ptaszczyzny 11y nazywamy wektorem normalnym
do powierzchni S w punkcie py (por. punkt 6). Jeden z takich wektoréw ma postaé

ﬁO = [Ala _A2a A3]a

gdzie A; oznacza wyznacznik powstaly z macierzy f’(ug,vo) przez skreslenie j-tego wiersza.

Przyklad 19. Wr6émy do sfery S o srodku w poczatku uktadu i promieniu a rozwazanej
w Przykladzie 18, ktdrej opis parametryczny wyznaczajg wzory (73). Rézniczkujac otrzy-
mujemy

—asin¢gcosf, —acos@psinb
' (¢,0) = | —asingsinf, acospcosh
a cos ¢, 0
Po prostym rachunku dostajemy
A1 = —a?cos® ¢ cos b, Ay = a®cos? psiné, As = —a?sin ¢ cos ¢

i stad
A2 + A2+ A2 = a*cos? ¢.

Z ostatniej réwnosci wynika, ze macierz f'(¢,0) jest rzedu 2 jezeli ¢ # +75. Wobec tego
w kazdym punkcie nie bedacym biegunem sfery wektory 7y, 7p sa liniowo niezalezne i
rozpinaja plaszczyzne styczna, zas wektor normalny 77y ma postaé

(80) o = —a® [cos® ¢ cos B, cos® ¢psinf, sin ¢ cos ¢@].
Poréwnujac wzory (72) i (80) widzimy, ze
fip = —a(cos P)T,

gdzie 7 = [z, y, z], zatem wektor normalny 77y jest zwrécony do wnetrza sfery. W punktach
bedacych biegunami mamy ¢ = 7 lub ¢ = — 7, wobec tego wektor 77 jest w tych punktach
wektorem zerowym i nie wyznacza kierunku normalnego.

8. Ekstrema warunkowe funkcji dwéch zmiennych.

Badanie ekstremow funkcji dwdoch zmiennych zostalo omowione w rozdziale IT1. Zakta-
dali$my tam, ze funkcja f(z,y) jest okre§lona w pewnym zbiorze otwartym w plaszczyznie
IR? i szukaliémy punktéw, w ktérych funkcja ta przyjmuje lokalnie najwieksza wzglednie
najmniejszg wartos¢. Obecnie postawimy zagadnienie inaczej. Bedziemy badaé¢ ekstrema
funkcji f zawezajac ja do zbioru punktéw speiiajacych warunek

(81) F(xz,y) =0.

Oznaczmy przez K zbiér punktéw (z,y) € IR? speiajacych (81). Wiemy (por. punkt 2),
ze przy pewnych zalozeniach o regularnosci funkcji F' zbior K jest krzywa, ktéra lokalnie
jest wykresem funkcji jednej zmiennej y = g(z) lub z = h(y).
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Moéwimy, ze funkcja f(x,y) ma w punkcie (a,b) € K maksimum warunkowe (mini-
mum warunkowe) przy warunku (81), jezeli istnieje takie otoczenie U punktu (a,b), ze dla
(xz,y) € UN K zachodzi nieréwnos¢

f@b) > flay)  (fab) < fzy).

Przez ekstremum warunkowe funkcji f(z,y) przy warunku (81) rozumiemy jej maksimum
warunkowe lub minimum warunkowe.

W dalszym ciggu bedziemy zakladali, ze

(z1) funkcje F, f sa klasy C! w zbiorze otwartym ) zawierajacym zbiér K,

(z2) w kazdym punkcie zbioru Q przynajmniej jedna z pochodnych F,, F, jest rézna od
Zera.
Przypus$émy, ze funkcja f ma w punkcie (a,b) € K ekstremum warunkowe przy warunku
(81) i niech dla ustalenia uwagi

Fy(a,b) # 0.

Woéwcezas, zgodnie z twierdzeniem o funkcji uwiklanej (twierdzenie 1), istnieje funkcja
y = g(x) klasy C? taka, ze w pewnym otoczeniu punktu (a,b) zbiér K jest jej wykresem.
Wobec tego funkcja jednej zmiennej h(z) = f(z, g(x)) ma ekstremum w punkcie a, a stad
wynika, ze

(82) h'(a) = 0.

Pochodng funkcji A mozemy obliczy¢ korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu super-
pozycji (twierdzenie 6 rozdz. II). Otrzymujemy

W(x) = folz,y) + fy(z,9)g' () (y = g(x)),

wobec tego z (82) wynika, ze

fz(a,b) + fy(a,b)g'(a) = 0.

Ostatnia réwnos¢ mozna zapisa¢ w postaci wektorowej
(83) (erad £(a,0), 7) =0,

jezeli przyjmiemy oznaczenie
t=11, g'(a)).
Zauwazmy, ze
19 wektor ¢ jest wektorem stycznym do krzywej K w punkcie (a, b);
20 7 réwnosci (83) wynika, ze wektory £ oraz @ f(a,b) sa prostopadle.
Wobec tego wektor grﬁ f(a,b) ma kierunek normalny do krzywej K, zatem (por.
punkt 2) istnieje liczba A taka, ze

@f(a, b) + Agrad F'(a,b) =0
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co mozna zapisa¢ w postaci skalarnej jako uktad dwéch réwnosci
fz(a,b) + AF;(a,b) =0, fy(a,b) + AFy(a,b) =0

lub, przyjmujac oznaczenie ®) = f + AF, jako

0 0
(84) %QJ,\(CL, b) =0, 8—y<1>>\(a, b) = 0.

Uktad réwnosci (84) oznacza, ze punkt (a,b) jest punktem stacjonarnym funkcji ®j.
Doszlismy w ten sposéb do twierdzenia:

Twierdzenie 4. Jezeli przy zalozeniach 71, zy funkcja f(x,y) ma w punkcie (a,b) € K
ekstremum warunkowe przy warunku (81), to istnieje takie A, Ze punkt (a,b) jest punktem
stacjonarnym funkcyi

By = f + \F.

Twierdzenie 4 daje metode wyznaczania punktéw, w ktorych funkcja f moze miec
ekstremum warunkowe (zauwazmy, ze podaje ono jedynie warunek konieczny dla istnienia
ekstremum). Punkty te znajdujemy z ukltadu réwnan (81), (84). Jest to metoda mnoznikéw
Lagrange’a, funkcja ®, bywa nazywana funkcjq Lagrange’a.

Przyklad 20. Znajdziemy ekstrema warunkowe funkcji
f(z,y) = Az? + 2Bxy + Cy?
przy warunku
(85) 2?4+ 92 =1

W rachunku, ktory przeprowadzimy, wygodnie bedzie zastapi¢ parametr A w funkcji
Lagrange’a przez —\, przyjmiemy wobec tego

®y(z,y) = Az® + 2Bzy + Cy? — A(z? +y* - 1).
Punkty stacjonarne funkcji ®, znajdujemy z ukltadu réwnan
(86) Az + By — Az =0, Bxr+Cy—Ay=0
uzupelionego warunkiem (85). 7 warunku tego wynika, ze szukane punkty stacjonarne
leza na okregu o érodku w poczatku uktadu i promieniu 1, zatem interesuja, nas jedynie

rozwigzania niezerowe liniowego ukladu jednorodnego (86). Rozwiazania takie istnieja,
tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek

(87) ‘A—& B
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co oznacza, ze A jest wartoscia, wlasna, macierzy

(88) [g: g} .

Warunek (87) mozna zapisa¢ w postaci réwnania kwadratowego
(A=XN)(C =X —-B*=0

0 wyro6zniku
A=(A-C)*+4B>

Jezeli A = 0,t0 A = C, B = 0iwobec tego funkcja f jest stala na okregu (85). Odrzucajac
ten przypadek mamy A > 0, zatem macierz (88) ma dwie rézne wartosci wlasne Ay, As.
Przyjmijmy A = A; (j = 1,2) i niech («;, 8;) bedzie niezerowym rozwiazaniem uktadu
(86). Poniewaz jest to uklad jednorodny, jego rozwiazania sa, okre§lone z dokladnoscia do
stalego czynnika, wobec tego punkt

(a5, Bj)
\/ o+ B3

jest réwniez rozwiagzaniem ukladu (86) i spetnia warunek (85). Dostajemy w ten sposéb dwa
punkty stacjonarne funkcji Lagrange’a. Zauwazmy, ze okrag (85) jest zbiorem zwartym,
zatem na mocy twierdzenia Weierstrassa (twierdzenie 6 rozdz. III) funkcja ciagla f
osiaga na nim swojg najwieksza i najmniejszg wartos¢. Wobec tego w jednym z punktéw
stacjonarnych funkcja f ma maksimum a w drugim minimum.

Na zakoiiczenie zalézmy jeszcze raz, ze A = A;, wobec tego punkt stacjonarny (a;, b;)
jest rozwigzaniem ukladu (86). Mnozac pierwsze réwnanie przez a;, drugie przez b; dosta-
jemy

(aj, bj) =

Aa? + Bajbj — Aa} =0, Bajbj + Cb; — Ajb7 =0

co po dodaniu i uwzglednieniu warunku (85) daje

f(ajabj) = )‘j‘

Oznacza to, ze wartosci ekstremalne funkcji f na okregu (85) sa réwne warto$ciom wlasnym
macierzy (87).

Przykilad 21. Na elipsie

32.2 y2

(89) ?+b—2=1 (Cl,>b>0)

znalez¢ punkty najblizszy i najdalszy od poczatku uktadu wspétrzednych. Ze wzgledow
rachunkowych wygodnie bedzie zastapi¢ odlegtos¢ punktu od poczatku uktadu przez jej
kwadrat. Mamy zatem znalezé ekstrema warunkowe funkcji

fle,y) =2+ 9
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przy warunku (89). Podobnie, jak w poprzednim przykladzie, z twierdzenia Weierstrassa
wynika, ze funkcja f osiaga na elipsie (89) swoja najwieksza, i najmniejsza wartosé¢. Wiemy
ponadto, ze wartosci te moga byc osiagane jedynie w punktach stacjonarnych funkcji
Lagrange’a ®,. Mamy

2 2
@A(a:,y):asz—i-yz—i-)\(m +‘z—2—1>

punkty stacjonarne wyznaczamy wiec z ukladu réwnan

(90) x<1+%>=o, y<1+b’\2):0

uzupelionego warunkiem (89), z ktérego wynika, ze interesuja nas jedynie rozwiazania
niezerowe. Réwnania (90) sa spelione, gdy

(i) £ =0, A = —b%, wéwczas z (89) wynika, ze y = +b;

(ii) y = 0, A = —a?, wéwczas (89) daje z = *a.

Dostajemy w ten sposéb cztery punkty stacjonarne funkcji @y

b1 = (a" 0)7 b2 = (—CL, O)a p3 = (07 b)’ Py = (07 _b)

przy czym

f(pl) = f(pQ) =a’ = fmak:s

oraz
f(p3) = f(pa) = % = frnin

- zgodnie z nasza intuicja geometryczna, (proponujemy Czytelnikowi zrobienie rysunku.)
Zadania.

1. Sprawdzi¢, czy podane nizej rownania okreslaja, y jako funkcje x;
a.) « = cosy w otoczeniu punktu (1,0), (3, %), (2, %);
b.) a: —2—-1=0w otoczenlu punktu (v/3,1), (3, 3)
c.) 3 — 3z%y + 3zy? — y® = 1 w otoczeniu punktu (0,—1), (—1,0), (3,2);
d.)

r —siny = 0 w otoczeniu punktu (1, 7), (%, T)-

2. Niech y = g(z) bedzie rozwiazaniem réwnania
a.) y— arctgy = x>, b.) ze¥ 4+ ye® =2, c) z?+y=siny

okreslonym w otoczeniu punktu z( i spelniajacym warunek g(zg) = yo. Sprawdzié, przy
jakich warunkach nalozonych na punkt (z¢, yo) rozwiazanie takie istnieje, nastepnie znalezé
pierwszg i druga, pochodng funkcji g.

3. Okazaé, ze rOwnanie
22 — 2?y?* + (1 — 2?)siny =0
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ma rozwiagzanie y = g(x), ktérego wykres przechodzi przez poczatek ukladu. Znaleié
9'(0), ¢"(0).

4. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiklanej y = g(x) okreslonej réwnaniem

a.) x> +y3 =8zy, b) 2?4+y? -2z —ay+4y =0, c) z?—2zy—3y +4=0.

5. Wyznaczy¢ ekstrema funkcji uwiktanej x = h(y) okreslonej réwnaniem

a.) xy®+ 222 +2y =0, b) z?2+y*+e® +4y—4x=0.

6. Znalez¢ wektor styczny i normalny oraz napisa¢ réwnanie stycznej do krzywej okreslonej
réwnaniem

a.) x + 3 =y +y> w punkcie (1,1),

b.) 2+ 23 = €® + €Y — y3 w punkcie (0,0),

c.) 23 + 33 — 2zy = 0 w punkcie (1,1),

d.) ze¥ + ye® = " w punkcie (1,0).

7. Rozwazmy krzywe nas plaszczyznie IR? okreslone we wspéirzednych biegunowych 7,0
(por. rozdz. IT punkt 4) réwnaniem

a.) r= a5 0 >0 - spirala hiperboliczna,

b.) 7 =aer?, 6 > 0 - spirala logarytmiczna
(a, A oznaczaja stale dodatnie). Wykorzystujec zwiazek miedzy wspélrzednymi prostokat-
nymi a wspolrzednymi biegunowymi poda¢ opis parametryczny kazdej z tych krzywych i
znalez¢ wektor styczny w dowolnie ustalonym jej punkcie. Zrobi¢ rysunek, zaznaczajac
orientacje krzywej narzucong, przez znaleziony opis parametryczny.

8. Opisaé stownie przebieg krzywej przestrzennej okreslonej rownaniami
x=tcost, y=tsint, z=t (t €10,00))
i znalez¢ wektor styczny do niej w dowolnie ustalonym punkcie.

9. Rozwazmy réwnania

a.) 4x®+ zz? —y?2 =0, b.) e* —log(xy) + Z= 0,
)

c.) etV e F pe VT =, d) z(zy)® -2 +y32z=0.

Poda¢ warunek dostateczny lokalne] rozwiazalno$ci kazdego =z tych réwnan
wzgledem z, y, 2.
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10. Znalez¢ wektor normalny i plaszczyzne styczna w dowolnie ustalonym punkcie po-
wierzchni okreélonej réwnaniem

a.) zy?+222+2y2% =0, b.) z?z+y? +e” +4yz® —4r =0,
c.) sin(z?2?) + e* +47 + dzy — 4z = 0.

11. Udowodnié, ze réwnanie plaszczyzny stycznej do elipsoidy o réwnaniu

w punkcie (zg, Yo, z0) ma postaé

ITo  YYo |, 220 _
@ T tae=t

12. Pokazaé, ze powierzchnie okreslone réwnaniami
z(4x —y) = xy oraz 322 =5z — 2
przecinaja sie w punkcie (1,2, 1) pod katem prostym.
Uwaga. Przez kat miedzy powierzchniami rozumiemy kat miedzy plaszczyznami sty-
cznymi do nich.

13. Jaka powierzchnie w przestrzeni IR® opisuja réwnania parametryczne

(i) z=tcosf, y=tsinf, z=t, (i) z =cosf, ysinf, z=t,
t>0, 0<0<2m)?

Traktujac wzory (i) wzglednie (ii) jako odwzorowanie ptaszczyzny (t,0) w przestrzen IR3
podaé sens geometryczny tego odwzorowania i znalezé jego pochodng. Znalezé wektor
normalny w dowolnie ustalonym punkcie rozwazanych powierzchni.

14. Znalez¢ ekstrema funkcji
flz,y) =3V2z +3y -1

na elipsie

=1.

2
2 Y
x+2

15. Znalez¢ ekstrema warunkowe funkcji

flz,y) =2y
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przy warunku
2 +y?—1=0.

16. Znalezé ekstrema funkcji
f(z,y) = 52> + 3zy + y>

na okregu
22+ =1.

17. Znalezé ekstrema warunkowe funkcji

fley) =2 +y°

przy warunku
2?2 +9y? — 22 =0.

Poda¢ sens geometryczny.

18. Opisana w punkcie 8 definicje ekstremum warunkowego i metode¢ mnoznikéw La-
grange’a przenie$¢ na przypadek funkcji trzech zmiennych. Postugujac sie ta, metoda
znalez¢ punkty najblizszy i najdalszy od poczatku uktadu wspéirzednych na elipsoidzie

2 2 2

x Y z
a_2+?+c_2:1 (a>b>c>0).

Wskazéwka. Poréwnaé z Przykladem 21.

19. Znalezé uklad funkcji z(t), y(t) (gdzie t oznacza czas) opisujacy podany ruch:

a.) Czastka porusza w prawo si¢ po paraboli y = 22, zaczynajac od punktu (1,1) w
chwili t = 0, ladujac w punkcie (2,4) w chwili t = 3. Predko$¢ pozioma czastki jest
proporcjonalna do uptywu czasu t.

b.) Czastka porusza sie w prawo po krzywej y = z°, zaczynajac od punktu (1,1) w
chwili t = 2 i koriczac w punkcie (2,8) dla t = 4. Wspdélezynnik katowy stycznej do toru
czastki w punkcie, w ktérym sie znajduje, jest proporcjonalny do czwartej potegi czasu,
jaki uptynat od poczatku ruchu.
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