Rozdzial VI

Calka krzywoliniowa na plaszczyznie

1. Calka krzywoliniowa zorientowana.
Przez krzywaq na plaszczyznie IR? bedziemy rozumieli zbiér K punktéw (z,y) € R?2
okreslony réwnaniami

(1) z=zxz(t), y=y), (a<t<b),

gdzie funkcje z(t), y(t) sa ciagte w przedziale [a, b]. Zmienng ¢ nazywamy parametrem zas
uktad réwnan (1) - opisem parametrycznym krzywej K. Krzywe na plaszczyZnie opisane
parametrycznie rozwazaliSmy poprzednio w rozdziale IV punkt 3. Przypominamy, ze opis
parametryczny (1) wyznacza kierunek, w jakim punkt (z(t),y(t)) porusza sie po krzywej
K przy rosnacym t. Méwimy, ze opis (1) wyznacza orientacje krzywej K (por. Przyktady
7, 8, 9 rozdz. IV punkt 3). Punkt A = (z(a),y(a)) nazywamy poczatkiem krzywej K,
punkt B = (z(b), y(b)) - koricem krzywej K.

Niech P(z,y) bedzie funkcja, okreslona i ciagla na krzywej K majacej opis parametryczny
(1). Wprowadzajac podzial przedziatu [a, b]

II: a=tg<t1 <---<t,=b
i obierajac punkty posrednie
TjE[tj_l,tj], (j=1,2,...,7‘)

utworzymy sume przyblizona,

T

(2) S(PIL () = ) P(a(r;), y(ry)) A,

i=1

gdzie
A.Tj = .CE(tj) — .’I?(tj_l).

Przypominamy (por. rozdz. V punkt 1), ze $rednicq podziatu I nazywamy liczbe

d(IT) = max(t; —t;-1),
J
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za$ ciag podziatéw {II,} spehiajacy warunek

lim d(II,,) =0

n—0o0

nazywamy ciqgiem normalnym podziatow.
Jezeli istnieje liczba A taka, ze dla dowolnego ciagu normalnego podziatéw {II,,} prze-
dziatu [a, b] i dowolnego uktadu punktéw posrednich 7(IT,,)

lim S(P,M,,7(I,)) = A

n—00

to méwimy, ze istnieje catka krzywoliniowa

3) | Py

(czytamy: caltka krzywoliniowa po krzywej K funkcji P(x,y) wzgledem z) i przyjmujemy

/K P(z,y)ds = A,

Mamy zatem

/ P(z,y)dz = lim S(P,IL,, (L))
K n—o0

niezaleznie od sposobu, w jaki obrali§my ciag normalny podzialéw {II,,} i punkty posrednie
7(Il,). Zupemie podobnie mozemy dla funkcji Q(z,y) okreslonej i ciaglej na krzywej K
wprowadzi¢ sume przyblizona

(4) g(Qa H7 T ) - ZQ Tj y(TJ )ijv

gdzie
Ay; =y(t;) —y(tj-1)-

Jezeli istnieje liczba B taka, ze dla dowolnego ciagu normalnego podziatéw {II,,} przedziatu
[a, b] i dowolnego uktadu punktéw posrednich 7(IL,)

lim S(Q,1I,,r(I,)) = B,

n—00

to méwimy, ze istnieje catka krzywoliniowa

(5) /K Qe,y) dy

(czytamy: catka krzywoliniowa po krzywej K funkcji Q(z,y) wzgledem y) i przyjmujemy

/K Q(z,y) dy =
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Funkcje P(z,y) i Q(z,y) mozemy uwazaé za skltadowe pola wektorowego

v(x,y) = [P(z,y), Q(z,y)].

Jezeli istnieja obie calki (3), (5), to ich sume nazywamy calkq krzywoliniowa po krzywej K
pola wektorowego U i oznaczamy symbolem

(6) /K P(z,y) dz + Q(z,y) dy.

Mamy zatem
M [ P@u)de+ Q) dy= lim (S(PTr(T,)+ 5(Q. M. 7(11,))).

gdzie {IL,} jest dowolnie obranym ciagiem normalnym podzialéw przedzialu [a,b], zas
punkty posrednie 7(II,,) sa dowolnie ustalone.

Zalézmy teraz, ze krzywa K ma opis parametryczny (1), w ktérym funkcje z(t), y(t)
sa, klasy C' w przedziale [a, b] (méwimy krétko, ze opis parametryczny (1) jest klasy C*).
Okazemy, ze wéwczas istnieje kazda z calek (3), (5), (6).

Zaczniemy od calki (3). Sume przyblizona (2) mozemy przeksztalcié¢ stosujac twierdzenie
o wartosci §redniej. Mamy bowiem

ij = .’ﬁ(f‘j)At]‘,

gdzie
Aty =t; —tj1, 7j € (tj-1,t5)
i stad
(8) S(P7H7T(H)) :Zp(m(Tj)7y(Tj)) j’.(%j)Atj'
7j=1

Zauwazmy, ze w przypadku gdy
(9) Tj = T

wyrazenie po prawej stronie (8) jest suma, przyblizona,
T(PIL (1) =Y P(a(ry), y(ry))i(r;) At;
7j=1
calki

b
(10) / P(o(t), y(£)i(t) dt.
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Oczywiscie réwnos¢ (9) naogét nie zachodzi, gdyz liczby 7; byty dowolnie obrane, natomiast
liczby 7; sa narzucone przez twierdzenie o wartosci sredniej. Latwo jednak okazac, ze
sumy S i T réznig sie malo, jezeli podzial II ma dostatecznie mala Srednice. Istotnie,
uwzgledniajac (8) dostajemy

(1) [S(A L 7(I) — T(P,IL 7(I))| < Z [P (2(75), y(m))| £(75) — 2(75)| At;.

Funkcja zlozona P(z(t),y(t)) jest ciagla w przedziale domknietym [a, b], jest wiec w tym
przedziale ograniczona. Istnieje zatem liczba M > 0 taka, ze

(12) [P(z(t),y(t)| <M  dla te€la,b]

natomiast z jednostajnej ciaglosci pochodnej &(t) w przedziale [a, b] wynika, ze do dowolnie
obranej liczby ¢ > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by

jezeli
|7_'j — Tj| < 0.

Z (11), (12), (13) dostajemy oszacowanie
[S(P L, 7(IT) = T (P, I, 7(m)) | < &

o ile d(IT) < 4. Jezeli wobec tego {II,,} jest dowolnie obranym ciagiem normalnym podzia-
6w, to do dowolnie obranej liczby € > 0 mozna dobra¢ N tak, by dla n > N zachodzila
nier6wnosé
|S(P, 11, 7(Il,)) — T(P,11,,7(I1,))| < €
a to oznacza, ze
lim S(P,IL,,7(Il,)) = lim T(P,IL,,7(I1,))

n—0o0 n—00

czyli ,
lim S(P, L, 7(I,)) = / Pa(t), y(t))i(t) dt.

n—oo

Podobne rozumowanie zastosowane do sumy przyblizonej (4) daje

5 b
lim §(Q, I, 7(IL,)) = / QU (t), y(0))i(t) dt

n—00

dla dowolnie obranego ciagu normalnego podzialéw {II,,} i dowolnie obranych punktéw
posrednich 7(II,,). DoszliSmy w ten sposéb do twierdzenia:
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Twierdzenie 1. Niech K bedzie krzywa majaca opis parametryczny (1) klasy C* i niech

v(z,y) = [P(z,y), Q(z,y)]
bedzie polem wektorowym o sktadowych okreslonych i ciagtych na krzywej K. Wowczas

catka (6) istnieje i zachodzi réwnosé

b

1) [ Paw)do+ Qe di= [ (Pa).u0)i+ Q). u0)i) d

Q

Twierdzenie 1 podaje metode rachunkowa, pozwalajaca sprowadzi¢ obliczanie catki krzy-
woliniowej do catkowania funkcji jednej zmiennej. Zilustrujemy je przykladami.

Przyklad 1. Punkty (0,0), (1,1) laczymy

a.) odcinkiem K prostej y = x,

b.) czescia Ko paraboli y = z2.

Obliczymy calki krzywoliniowe po krzywych K;, K5 pola wektorowego
7 = [2zy, 7).
a.) Odcinek K; ma przedstawienie parametryczne klasy C*
z =t, Yy =t, (0<t<1),

zatem
i stad po zastosowaniu (14)

1
/ 2xydx+a:2dy:/ 3t2dt = 1.
K, 0

b.) Krzywa Ko ma przedstawienie parametryczne klasy C*!
z=t,  y=1t, 0<t<),

zatem
i wobec (14) dostajemy

1
/ 2a:ydm+a:2dy:/ 43 dt = 1.
K 0

Przyklad 2. Niech K;, K5 beda krzywymi rozwazanymi w Przykladzie 7 i niech
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Stosujac regute (14) dostajemy

0

1

1

/ a:ydm—{—(y—x)dy:/ t2dt = =
< 3

oraz

1

1
/ a:ydx—i—(y—a:)dy:/(3t3—2t2)dt:—.
K> 0 12

Uwaga. Jezeli krzywa K jest odcinkiem réwnolegtym do osi y-6w, to funkcja z(t)
w opisie parametrycznym (1) jest stala i wobec tego dla dowolnego podziatu II mamy
Az; =0(j=1,...,7) a wiec réwniez S(P,II, 7(II)) = 0. Wynika stad, ze calka (3) istnieje
i jest rOwna zeru, co mozna zapisa¢ w postaci rownosci

/ P(x,y)dz = 0.
r=const

Zamieniajac role zmiennych x, y stwierdzamy podobnie, ze

/ Q(z,y) dy = 0.
y=const

Obliczajac calke krzywoliniows w oparciu o regule (14) korzystamy z opisu parame-
trycznego krzywej K. Powstaje pytanie, jak zmieni sie calka, jezeli do jej obliczenia
uzyjemy innego opisu parametrycznego , wprowadzajac we wzorach (1) nowy parametr
s przy pomocy podstawienia ¢t = t(s). Réwnania (1) przyjmuja, teraz postaé

(1) z =x(t(s), y=uy(t(s)).

Zalozymy, ze funkcja t(s) jest Scisle monotoniczna i klasy C*.
Dla uproszczenia zapisu zajmiemy sie najpierw calka (3). Wprowadzajac oznaczenie

of. ©f

dla calki krzywoliniowej obliczanej przy uzyciu parametru ¢ wzglednie parametru s i
przyjmujac Q(z,y) = 0 we wzorze (14) mamy

b
(15) @Amewz/f@%

gdzie
dx

f(t) = P(x(t),y(t) -
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Do calki po prawej stronie stosujemy regule catkowania przez podstawienie

/a " f0)de = /. " s

gdzie a = t(A), b = t(B). Wobec tego, po wykorzystaniu reguly rézniczkowania funkcji

ztozonej
de dxr dt

ds  dt ds
wzér (15) przyjmuje postaé

(16) ) [ Payyde= [ Plet(s), ()% ds.
K A ds

Jezeli funkcja t(s) jest Scisle rosnaca, to zachodzi nieréwnosé¢ A < B. W opisie parame-
trycznym (1) mamy wéwczas A < s < B i wzdr (16) mozna zapisa¢ w postaci

(17) (t)/KP(x,y) dr = (s)/KP(m,y) dz.

Jezeli natomiast funkcja t(s) jest $cisle malejaca, to mamy A > B. Opis parametryczny
(1’) nalezy wéwczas uzupehié nieréwnoscia B < s < A i ze wzoru (16) wynika, ze

(18) (*) / P(z,y) dz = —(s) / P, y) dz

Przeprowadzajac podobny rachunek dla calki (5) dostajemy analogiczne réwnosci

(a7) /me)dy— /me dy,

gdy funkcja (s) jest Scisle rosnaca oraz

(18) (t) /K Qle,y) dy = —(s) /K Q(z,y) dy,

gdy funkcja t(s) jest SciSle malejaca.

Jak wiemy, opis parametryczny wyznacza kierunek, w jakim punkt porusza si¢ po krzy-
wej wraz ze wzrostem parametru, czyli orientacje krzywej. Jezeli funkcja (s) jest Scisle
rosnaca, to oba opisy (1) i (1’) wyznaczaja, te sama orientacje krzywej K. Jezeli nato-
miast funkcja ¢(s) jest $cisle malejaca, to opis (1’) wyznacza orientacje przeciwng do tej,
jaka nadaje krzywej K opis (1); krzywa z orientacja nadana, jej przez opis (1’) oznaczamy
wowczas przez —K. Roéwnosci (18) i (18’) mozna przy uzyciu tej symboliki zapisaé w
postaci

/ny / P(z,y) ds /KQ<:c,y>dy:—/_KQ<x,y>dy,

skad wynika
(19) / P(z,y)dz + Q(z,y) dy = — / P(z,y)dz + Q(z,y) dy
K K

Wynik przeprowadzonych rachunkéw sformutujemy w postaci twierdzenia



141

Twierdzenie 2. Zaléimy, e w opisie parametrycznym (1) klasy C' krzywej K wpro-
wadzamy nowy parametr przy pomocy podstawienia t = t(s), gdzie funkcja t(s) jest $cisle
monotoniczna i klasy C'. Wéwczas

(1) jezeli t(s) jest $cisle rosngca, to catka (6) nie ulega zmianie;
(i) jezeli t(s) jest Scisle malejaca, to orientacja krzywej K zmienia sie na przeciwng i
zachodzi réwnosé (19)

Przykilad 3. Réwnania parametryczne
x = cost, y =sint (0 <t <2m)

opisujg okrag K o $§rodku w poczatku ukladu i promieniu jednostkowym zorientowany do-
datnio wzgledem wnetrza (oznacza to, obiegajac okrag zgodnie z orientacja mamy wnetrze
kota po lewej stronie). Podstawienie

(20) t=2r— 5
daje opis parametryczny tego okregu
x = cos(2m — s1), y = sin(2m — s7) (0 < s <2m)
z orientacja, przeciwna, natomiast podstawienie
(21) t = 2s9
prowadzace do opisu parametrycznego
T = cos 253, Yy = sin 28, (0< sy <)

zachowuje orientacje. Poniewaz rozwazane opisy okregu K sa klasy C'', mozemy do kazdego
z nich zastosowa¢ regute (14). Latwy rachunek (proponujemy Czytelnikowi przeprowadze-
nie go) daje

(t)/K(—y) da:+xdy:(32)/K(—y) dx + z dy = 2,

natomiast
(s1) / (—y)dr+2xdy = 27
-K

zgodnie z twierdzeniem 2.
Méwimy, ze funkcja f(t) jest kawatkami klasy C' w przedziale [a, ], jezeli
(i) jest ciagla,

oraz
(ii) istnieje podzial przedziatu [a, b]

a:C()<Cl<"'<Cp:b

taki, ze f(t) jest klasy C* w kazdym przedziale [cj_1,¢;] (j =1,...,Dp).

Krzywa, ktéra ma opis parametryczny (1) kawatkami klasy C! w przedziale [a,b],
bedziemy nazywali krzywq regularna.

Niewielka modyfikacja przeprowadzonych poprzednio rozumowan pozwala udowodnic¢
nastepujace odpowiedniki twierdzen 1 i 2.
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Twierdzenie 1°. Zalézmy, ze krzywa K ma opis parametryczny (1) kawatkami klasy C*
(jest zatem krzywaq reqularna) i niech

v(z,y) = [P(z,y), Q(z,y)]

bedzie polem wektorowym o sktadowych okreslonych i ciagtych na krzywej K. Wowczas
catka (6) istnieje i zachodzi réwnosé

(22) /K PG,y do+ Q) dy =Y [ 7 (P, y@)n) + Q) ye)i®) d

cj_1

Twierdzenie 2°’. Twierdzenie 2 pozostaje prawdziwe, jezeli zatozymy, ze K jest krzywq
regularna.

Przyklad 4. Niech K bedzie krzywa, opisana ro6wnaniami parametrycznymi

T = —cost, y=1-—sint dla 0<t<m,

(23) 1
T = —1, y=1 dla 7w <t <2m.
/s

Funkcje z(t), y(t) okreslone réwnaniami (23) sa ciagle w przedziale [0, 27], ponadto réz-
niczkujac (23) dostajemy

T =sint, y = —cost dla 0<t<m,
1

r=—, y=0 dla 7 <t<2m.
s

Funkcje z(t), y(t) sa klasy C! w kazdym z przedzialéw [0, 7|, [x, 27|, zatem opis parame-
tryczny (23) krzywej K jest kawatkami klasy C!. K jest wiec krzywa regularna. Dla
t € [0,7] oraz t € [m,27] réwnania (23) opisuja odpowiednio potowe okregu i odcinek
prostej réwnoleglej do osi z-6w (por. rys. 30). Styczna do krzywej K istnieje w kazdym
punkcie odpowiadajacym wartosci parametru t € [0,7) oraz t € (w,2n|, natomiast dla
t = m krzywa nie posiada stycznej.

A
g
ﬁ‘fz‘;\\—;‘
“ . - } >
o & A 2 "/"»

[rys. 30]
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Rozwazmy teraz podzial przedziatu [a, b]
a=dp<dy <---<dg=0b

i niech K; oznacza krzywa opisang réwnaniami parametrycznymi (1) dla dj—; < t <
d; (j =1,...,s). Mamy wéwczas

(24) K:K1UK2UUKS,
przy czym koniec krzywej K; jest poczatkiem krzywej K11 (j =1,...,s — 1) - méwimy,

ze krzywa K ma rozktad rozlaczny (24) (por. rys.31, na ktérym s = 3; orientacje krzywej
K zaznaczono strzatkami, krzywa Ko jest narysowana grubsza, linia).

\}/'\
B

(‘é - & g:) _NM_,,»«'?WM

N
TS

{ P't"k,z}

.

'\ir

[rys. 31]

Opierajac sie na wzorze (22) oraz na twierdzeniu o podziale przedziatlu calkowania dla
calki z funkcji jednej zmiennej otrzymujemy tatwo

Twierdzenie 3 (o podziale krzywej catkowania). Zaléimy, ze reqularna krzywa K
ma rozktad rozlgczny (24). Jezeli pole wektorowe

v(x,y) = [P(z,y), Q(z,y)]

ma sktadowe okreslone i ciaglte na krzywej K, to

/K P(z,y)dz + Q(z,y) dy = Z /K P(z,y) dz + Q(z,y) dy.

Aby oméwié interpretacje fizyczna calki krzywoliniowej przypomnimy pewne wiadomos-
ci z mechaniki.

Niech @ = [P, Q] bedzie wektorem sity, ktérej punkt przytozenia lezy na prostej | wyz-
naczonej przez wektor d= [ar, B] 1 ulega przesunieciu o ten wektor. Méwimy woéwczas, ze
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sita ¥ wykonuje prace na drodze d. Jezeli wektory v, d sa, rownolegle, to wielko$¢ L tej
pracy wyraza sie jako

(25) L =|7|d]
gdy wektory v, d maja, ten sam zwrot oraz
(257) L = —|v]|d|

gdy wektory v, d majg zwrot przeciwny. W ogdlnym przypadku okreslamy prace wzorem
(25%) lub (25”) z zastapieniem wektora ¢’ przez jego rzut prostopadly na prosta [. Prowadzi
to do réwnosci

(26) L =7 |d] cos®,

gdzie 0 € [0,7] jest katem miedzy wektorami ¥,d (proste sprawdzenie pozostawiamy
Czytelnikowi). Wyrazenie po prawej stronie (26) mozna wyrazi¢ przy pomocy wspoél-
rzednych wektoréw v, d. Oznaczajac bowiem przez ¢, 1 katy utworzone przez wektory v, d
z dodatnig poélosig z-6w mamy 6 = ¢ — ¢ lub § = ¢ — ¢ oraz

P = |t] cos ¢, Q = [t]sing,
B

o = |d] cos ),

i stad po prostym rachunku
|U] |d| cosf = Pa+ QB.

Zatem (por. rozdz. II punkt 5) prawa strona (26) jet iloczynem skalarnym wektora sily i
wektora przesuniecia, wzdr (26) okreslajacy prace mozna wobec tego zapisa¢ w postaci

(27) L = (7,d).

Zgodnie ze wzorem (7) calka krzywoliniowa (6) jest granica, ciagu sum przyblizonych S,,,
ktoére przy ustalonym n mozna zapisa¢ w postaci

$ =Y (P(m). y(r) Az + Qa(ry), (1)) Ay

(dla uproszczenia oznaczeni opuszczamy wskaznik n). Zauwazmy, ze j-ty skladnik sumy S
jest iloczynem skalarnym (7}, d;), gdzie

¥; = [P(x(r3), y(1)), Q(a (1), y ()], d; = [Azj, Ay,

zatem zgodnie z (27) wyraza on prace wykonana przez sile ¥; na drodze J;, za$ suma
S jest réwna pracy wykonanej przez sily ¥; na drodze utworzonej z wektoréw cfj, ktéra
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jest tamana, o wierzchotkach (z(t;),y(t;)) (j = 0,1,...,7). Przechodzac do granicy przy
n — oo mozemy wobec tego uwazaé, ze calka krzywoliniowa (6) wyraza prace L wykonana,
przez sity pola ¥(z,y) = [P(x,y), Q(x,y)] na drodze bedacej krzywa, K. Mamy wiec

(28) L= /K P(z,y)dz + Q(z,y) dy.

Przyklad 5. Rozwazajac maly obszar powierzchni ziemi (ktéry mozemy uwazaé za
czesé plaszezyzny) obierzmy prostokatny uklad wspétrzednych tak, by powierzchnia ziemi
lezala w plaszczyznie xz i 0§ y-6w byla skierowana ku gorze. Sila ciezkosci dzialajaca na
punkt matrialny o masie m moze by¢ w takim ukladzie zapisana jako wektor [0, —mg, 0].
W mechanice dowodzi sie, ze ruch punktu materialnego pod dzialaniem sily ciezkosci jest
ruchem plaskim. Mozemy wobec tego zalozy¢, ze odbywa sie on w plaszczyznie zy i jako
wektor pola grawitacyjnego przyjaé ¥ = [0, —mg]|. Obliczymy prace L wykonana przez
sity tego pola, gdy punkt materialny przemieszcza sie¢ z punktu A = (z4,y4) do punktu
B = (zB,yp). Oznaczajac przez K krzywa, po ktdrej porusza sie punkt, mamy zgodnie

z (28)
L= —/ mg dy.
K

Aby obliczy¢ calke po prawej stronie mozemy zastosowaé¢ wzoér (14) przy dodatkowym
zalozeniu, ze K ma opis parametryczny (1) klasy C'. Mozna jednak postapi¢ prosciej
wychodzac bezposrednio z definicji catki (5), co daje

(29) L= —mg/K dy = mg(ya — yB)-

Z réwnosci (29) widaé, ze praca L wykonana przez sily pola grawitacyjnego nie zalezy od
ksztaltu drogi K a jedynie od punktu poczatkowego A i punktu koricowego B (zauwazmy,
ze ruch punktu nie musi by¢ pionowym spadaniem, moze on réwniez poruszac si¢ po jakiejs
powierzchni na tyle gladkiej, by mozna bylto nie uwzglednia¢ sity tarcia). Dokladniej - praca
L zalezy tylko od réznicy pozioméw punktow A, B. Jest przy tym dodatnia, gdy ya > ygp
(punkt spada) i ujemna, gdy y4a < yp (punkt jest podnoszony z niZzszego poziomu na
wyzszy - wymaga to wykonania pracy dodatniej i réwnej co do wartoéci bezwzglednej
pracy L).

Przyklad 6. Zgodnie z prawem Coulomba dwa punktowe ladunki elektryczne e,e;
dzialaja, na siebie z sila, F skierowana, wzdtuz laczacej je prostej, przy czym wielkoS¢é tej
sily jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu ich odlegltosci. Obierzmy prostokatny
uklad wspétrzednych w taki sposéb, aby oba tadunki lezaly w plaszczyznie xy i zalézmy, ze
ladunek e jest umieszczony w poczatku uktadu zas tadunek e; w punkcie p = (x,y) # (0,0).
Przy odpowiednim obiorze jednostki, w ktorej mierzymy wielkos¢ tadunku, sita F wyraza,
sie wowczas wzorem
7 eeq

(30) F=-

r r2’
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gdzie
7= 0p = [z,y], r= 1= Ve + g2

Z (30) wida¢, ze

(i) gdy ee; > 0 (fadunki sa jednakowego znaku), sita F' ma zwrot zgodny ze zwrotem
wektora 7, zatem ladunki odpychajg sie;

(ii) gdy ee; < 0 (ladunki sa réznych znakéw), sita F ma zwrot przeciwny do zwrotu
wektora 7, zatem ladunki przyciagajg sie;

(iii) jezeli e; jest dodatnim ladunkiem jednostkowym (e; = 1), to ladunek e dziala na
niego silq,

(&

5 (r # 0);

Sy

(31) v=c -

méwimy, ze tadunek e wytwarza pole elektryczne ¥ okreslone wzorem (31) w calej plasz-
czyznie za wyjatkiem poczatku ukiadu.

Obliczymy prace wykonana, przez sily pola ¥, gdy umieszczony w polu dodatni jednost-
kowy ladunek prébny przemieszcza sie z punktu A do punktu B. Mamy

zatem zgodnie z (28)

L:e/ %dm—l—%dy,
KABr T

jezeli przez K p oznaczymy krzywa, o poczatku w punkcie A i koricu w punkcie B, nie
przechodzaca, przez poczatek ukladu wspolrzednych. Przy zalozeniu, ze krzywa ta ma
opis parametryczny (1) klasy C! mozemy do obliczenia calki krzywoliniowej zastosowaé

twierdzenie 1, co daje
b
T . y .
L:e/ (—a:+—y) dt.
L, \rd r3
Zauwazmy, ze stosujac regule rézniczkowania funkcji zlozonej dostajemy

41 _dnde 1 (or, o
dtr(t) dr'r’dt  r2\0x 8yy
czyli

1 1, . .
@:—T—g(ﬂm‘l’yy)

Otrzymany wynik mozemy zapisa¢ w postaci

1 1
ee(i-2)
A TB

&=

wobec czego
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gdzie r4,rp oznaczaja, odleglos¢ punktow A, B od poczatku ukladu. Jezeli tadunek e jest
dodatni, to praca L jest dodatnia, gdy r4 < rp (fadunek prébny oddala si¢ od poczatku
uktadu) zas$ ujemna, gdy r4 > rp (fadunek prébny zbliza sie do poczatku uktadu - wéwczas
przemieszczenie go wymaga wykonania pracy dodatniej rownej co do wartosci bezwzglednej
pracy L). W przypadku pola ¥ wytworzonego przez ujemny ladunek e mamy sytuacje
odwrotna, - praca L jest dodatnia, gdy 74 > rp (ladunek prébny zbliza sie do poczatku
uktadu) za$ ujemna, gdy r4 < rp (fadunek prébny oddala sie od poczatku uktadu).

2. Zastosowanie calki krzywoliniowej do obliczania pola i twierdzenie Greena.

Zalézmy, ID C IR? jest obszarem domknietym ograniczonym krzywa K. Méwimy, ze
krzywa K jest zorientowana dodatnio wzgledem obszaru ID, jezeli poruszajac sie po krzywej
K zgodnie z jej orientacja mamy obszar ID po lewej stronie. Jezeli K ma orientacje
przeciwna, (tzn. poruszajac sie po krzywej K zgodnie z jej orientacja, mamy obszar ID po
prawej stronie) to méwimy ze krzywa K jest zorientowana ujemnie wzgledem obszaru ID.

Niech teraz ID bedzie obszarem domknietym normalnym wzgledem osi z-6w, a wiec
opisanym nieréwnosciami

(32) a<xz<b, 9(z) <y < h(z),
przy czym o funkcjach g, h zalozymy, ze sa, klasy C! w przedziale [a, b] oraz ze g(z) < h(z)
dla z € (a,b) (por. punkt 4 rozdz. V). Oznaczmy przez K krzywa ograniczajaca, obszar

ID, zorientowana dodatnio wzgledem tego obszaru, wéwczas K ma rozklad rozlaczny (por.
punkt 1)

(33) K= (-K1)UKyUK3U Ky,

jezeli przez Kq, K3 oznaczymy odpowiednio wykresy funkcji h(z),g(z) zorientowane w
kierunku rosnacej wspétrzednej = zas§ przez Ko, K4 odcinki prostych z = a, z = b (rys.
32).

A
4 v,
\&G:‘ Xvw(x}
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Krzywe K1, K3 sa okreslone réwnaniami

(34) y = h(z), y =g(z), (a <z <),
z ktérych otrzymujemy ich opis parametryczny klasy C*
(35) Ky: z=t, y = h(t), (a <t<b)
oraz
(36) Ky: z=t,  y=g(), (a <t <D).
Z réwnan (34) latwo otrzymaé opis parametryczny krzywej K w postaci
x = -, y=h(-7) dla —-b<7<—a,

x = a, y=(r+a)gla)+(1—7—a)h(a) dla —a<7<1-—a,
=T+ 2a—1, y=g(t+2a—-1) dla 1—a<7<A,

x = a, y=(r—A)hb)+Q—-7+A)gb) dla A<7T<1+A,

gdzie A = 14 b — 2a. Jest to opis kawatkami klasy C!, zatem K jest krzywa regularna

(proponujemy Czytelnikowi sprawdzenie, ze —b < 1+ A oraz ze funkcje z(7), y(7) sa, ciagte

w przedziale [—b, 1 + A]). Zgodnie z twierdzeniem 3 i rozkladem (33) dla dowolnej funkcji
P(x,y) okreslonej i ciaglej na K mamy

4
Pda::/ Pdx + / Pdx.
A PRy

Poniewaz (por. Uwaga w punkcie 1)

(37)

Pdx = Pdx =0,
K» K,

ostatnia réwnos¢ przyjmuje postaé

(38) /Pd:v:/ Pda:-l—/ Pda.
K —K: K3

Zauwazmy, ze kolejne wiersze (37) daja opis parametryczny krzywych —K;, Ky K3, Kj.
Korzystajac z tego opisu wprowadzimy nowy parametr ¢ przyjmujac w pierwszym wierszu

t = —7 1w trzecim wierszu t = 7 + 2a — 1, wéwczas (por punkt 1)
b
(39) / Pds = —/ Pds = —/ P(t, h(t)) dt
—K1 K1 a
oraz
b
(40) Pdz = / P(t, (1)) dt
K3 a

i stad wobec (38), (39), (40)

(41) /KPda::—/bP(t, h(t))dt—i—/bP(t,g(t))dt.

Niech ID C IR? bedzie obszarem domknietym. Méwimy, ze funkcja f(x,y) jest klasy
C! wID (zapisujemy: klasy C1(ID)), jezeli istnieje zbiér otwarty (por. rozdz. II punkt 2)
Q D ID taki, ze f jest klasy C* w Q.

7 przeprowadzonych rachunkéw wynika
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Twierdzenie 4. Zaloimy, zZe

(i) ID jest obszarem normalnym wzgledem osi x-ow okreslonym nierdwnosciami (32),
przy czym funkcje g, h sq klasy C* w przedziale [a, b];

(i) funkcja P(z,y) jest klasy C* w obszarze ID;

(iii) krzywa K ograniczajgca obszar ID jest zorientowna dodatnio wzgledem tego obszaru.

Wowczas
// —da:dy—/ Pdzx.
K

DOWOD. Poniewaz pochodna wystepujaca pod catka, podwdjna jest funkcja, ciagla w ID,
mozemy zastosowaé twierdzenie 8 rozdz. V, co daje

b h(zx) oOP
// —da:dy—/ dm/ —dy—/ P(x, h(z da:—/ P(z,g9(x)) dx
a 9(z)

i stad wobec (41) wynika teza. O
Zalézmy teraz, ze ID jest obszarem domknigtym normalnym wzgledem osi y-6w opisa-
nym nieréwnosciami

(42) c<y<d, ply) <z<qy),

przy czym o funkcjach p,q zakladamy, ze sa klasy C! w przedziale [c,d] oraz ze
p(y) < q(y) dla y € (c,d) i niech Q(z,y) bedzie funkcja klasy C'(ID). Oznaczajac
przez K krzywa, ograniczajaca obszar ID zorientowana dodatnio wzgledem tego obszaru
mamy teraz (rozklad rozlaczny)

K =L;ULyU(—L3) U Ly,

jezeli przez Lq, Lz oznaczymy odpowiednio wykresu funkcji ¢(y), p(y) zorientowane w

kierunku rosnacej wspolrzednej y, za§ przez Lo, Ly odcinki prostych y = c,y = d
(rys. 33).

\é;‘\

Lol X
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Rozumujac podobnie, jak w przypadku obszaru normalnego wzgledem osi x-6w, dosta-
jemy

(43) / Qiy= [ Qay+ [ Qay.
K L4 —L3
przy czym
d
(44) Qdy= [ Q).
L1 (¢4
oraz

(45) / L Qdy=- / "o,

(proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie szczegélowych rachunkéw). Otrzymujemy w
ten sposéb

Twierdzenie 5. Zatozmy, ze

(i) ID jest obszarem normalnym wzgledem osi y-ow okreslonym nieréwnosciami (42),
przy czym funkcje p, q sq klasy C' w przedziale [c, d];

(i) funkcja Q(z,y) jest klasy C* w ID;

(iii) krzywa K ograniczajgca obszar ID jest zorientowana dodatnio wzgledem tego 0b-
szaru.
Wowczas

// —da:dy—/KQdy.

DOWOD. Na mocy twierdzenia 8 rozdz. V mamy

[ o aean= [ /p(q;/)8—de—/Cqu(y),y)dy—/cdcg(p(y)ydy

i stad wobec (43), (44), (45) wynika teza. O
Uwaga. Wszystkie poprzednie rozumowania mozna przeprowadzi¢ zakladajac jedynie,
ze funkcje g, h, p, ¢ sa kawalkami klasy C! w przedziale [a,b] wzglednie [c,d], zatem
twierdzenia 4 i 5 pozostaja prawdziwe przy tym zalozeniu.
Opierajac si¢ na twierdzeniu 4 i twierdzeniu 5 otrzymujemy

Twierdzenie 6 (Greena). NiechID C IR? bedzie obszarem normalnym wzgledem obu osi

uktadu wspotrzednych ograniczonym krzywa K regularng 1 zorientowana dodatnio wzgledem
obszaru D. Jezeli P(x,y),Q(x,y) sa funkcjami klasy C'(ID), to

(46) //}D (Z—S—Z—D da:dy:/KPda:-l—Qdy.
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Niech
W(z,y,2) = [P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)]
bedzie polem wektorowym w przestrzeni IR3, przy czym o funkcjach P, Q, R zakladamy,

ze s klasy C'. Rotacja pola W nazywamy wektor zapisany w postaci symbolicznego wyz-
nacznika

i K
= o) Lo o)

(47) rotw = 3z a—y, 9z |
P, Q, R

gdzie Z, ]_", k oznaczaja, wersory osi ukladu wspéirzednych a iloczyn operatora rézniczkowania
przez funkcje rozumiemy jako odpowiednia pochodna czastkowa. W przypadku pola
plaskiego v(z,y) = [P(z,y),Q(z,y)] przyjmujemy R = 0 we wzorze (47) i wéwczas
rozwiniecie wyznacznika wedlug pierwszego wiersza daje

L 0Q 0P\ -
rotv-(ax ay)k.

Rotacja pola v jest wiec wektorem skierowanym wzdtuz osi z-6w, ktorego dlugosé w punkcie
(x,y) jest, z dokladnoscia, do znaku, réwna wyrazeniu podcatkowemu po lewej stronie (46).
Przyjmujac oznaczenia

7= z,yl, dr’ = [dzx, dy]

mozemy wzor Greena (46) zapisa¢ w postaci wektorowej

(46" / /]D (rot 7)., da dy = /K (5, dF),

gdzie zapis (@), oznacza skladows z wektora @. Zapis ten ulatwia, by¢ moze, zapamietanie
wzoru Greena.

Twierdzenie 6 mozna uogdlnié¢ ostabiajac zalozenia dotyczace obszaru ID. Bedziemy
moéwili, ze obszar domkniety ID jest o-normalny, jezeli daje si¢ przedstawié w postaci
sumy

(48) D = U2, D,

gdzie obszary domkniete ID; maja roztaczne wnetrza, przy czym obszar ID; jest normalny
wzgledem obu osi ukladu wspéirzednych i ograniczony regularna krzywa K; (7 =1,...,p).
Opierajac sie na twierdzeniu 10 rozdz. V i twierdzeniu 6 fatwo otrzymac

Twierdzenie 7 (Greena). Niech ID bedzie obszarem o-normalnym ograniczonym krzy-
waq K zorientowana dodatnio wzgledem tego obszaru. Jezeli P,Q sa funkcjami klasy C1(ID),
to zachodzi rédwnosé (46).

DOWOD. Dla uproszczenia przeprowadzimy dowdd przyjmujac p = 2 w rozkladzie (48)
(rys. 34).
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X ¥

[rys. 34]

Zalézmy, ze krzywa K; ma dodatnia orientacje wzgledem obszaru IDj, (j = 1,2),
wowczas
}(1::(}(rjﬂ)1)LfL, }(2::<](rWﬂD2)LJC—l»,

gdzie krzywa L = K7 N K5 jest zorientowana jak na rys. 34. Kazdy z obszaréw IDq, 1D,
spelia zalozenia twierdzenia 6, zatem stosujac wzdr (46) i korzystajac z twierdzenia 3

dostajemy
P
// <@_8—> dxdy:/ Pda:+Qdy+/Pda:+Qdy
D, 8.7: ay KnNID, L

// (@_a_P) dmdy:/ Pd:v—{—Qdy-i—/ Pdz + Qdy.
D, \ 0T 0y KN, -L

Po dodaniu stronami obu réwnosci calki po krzywej L i —L znoszg sie¢ zgodnie ze wzorem
(19) i wobec tego w oparciu o twierdzenie 10 rozdz. V i twierdzenie 3 dostajemy teze. [

oraz

7 twierdzen 4 i 5 wynikaja nastepujace reguly rachunkowe pozwalajace obliczy¢ pole
obszaru:
Regula 1. Przy zatozeniach twierdzenia 4

D| = —/ ydz.
K

Regula 2. Przy zatozeniach twierdzenia 5

D| = / z dy.
K

Regutla 3. Jezeli spelnione sq zatozenia twierdzen 4 i 5, to

1
|]D|:—/ rdy — ydz.
2J/k
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DOWOD. Dla dowodu wystarczy przyjaé¢ P(z,y) = —y oraz Q(z,y) = z i skorzystaé z

réwnosci
D| = / / dx dy
D
(por. punkt 4 rozdz. V).

Przyklad 7. Obliczymy pole obszaru ID ograniczonego prosta y = x + 2 i parabola,
y =2 (rys. 35).

ts*z: X 4 2

[rys. 35]

Prosta i parabola przecinaja sie¢ w punktach (—1,1) oraz (2,4), obszar ID jest zatem
okreslony nieréwnosciami

—1<x<2, x2§y§x+2.

Jest to obszar normalny wzgledem osi z-6w, przy czym funkcje f, g sa klasy C! w przedziale
[—1, 2], mozemy wiec zastosowaé regule 1. Poniewaz krzywa K ma rozklad roziaczny

K=(-K;)UK,,

mamy zgodnie z twierdzeniem 3

(49) /ydx:—/ yda:—i—/ ydzx.
K K, K>

Krzywa K3 ma opis parametryczny



154
za$ opis parametryczny K; ma postaé
x =1, y=1t+2, (-1 <t<2),

wobec tego stosujac wzér (14) dostajemy z (49)

2 2
/ymz—/@+mﬁ+/tMt
K —1 -1

a to po obliczeniu calek i zastosowaniu reguty 1 daje

9

Przyklad 8. Obliczymy pole obszaru ID ograniczonego elipsa, o réwnaniu
(50) T Y (@a>b>0).

Rozwiazujac (50) wzgledem y dostajemy

2
y=+by/1- 2 (—a <z < a).
a

Obszar ID jest wiec okreslony nieréwnosciami

22 2
(51) —a<z<a, —b\/l—ﬁgygb\/l—ﬁ,

zatem jest to obszar normalny wzgledem osi x-6w. Zauwazmy jednak, ze funkcje

g(z) = —b@, h(z) = b@

nie sa, klasy C! w przedziale [—a, a] (pochodna jest réwna 400 na koticach przedziatu), nie
sa, wiec spelnione zalozenia twierdzenia 4. Aby zastosowac regule 1 wyrazimy najpierw przy
pomocy calki krzywoliniowej pole obszaru ID. okreslonego przez (51) z tym, ze pierwsza
nieréwnos¢ zostaje zastapiona przez nier6wnoscé

—ate<zr<a+te

(por. rys.36, obszar D, zakreskowany) a nastepnie przejdziemy do granicy przy € — 0+.
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[rys. 36]

Oznaczajac przez K. krzywa ograniczajaca obszar ID. przy ustalonym ¢ > 0 mamy -
por. (38)

(52) |]D€|:—/ yda::—/ yda:—/ ydz,
K. —Ki e K3

,€

przy czym krzywe K, . (j = 1,3) maja opis parametryczny

12

Kie: z=t, y="b/1-— (—a+e<t<a—e¢)
a
12

Ks.: z=t, y=—b\/1-— (—a+e<t<a-—e).
a

Obliczenie calek krzywoliniowych we wzorze (52) bedzie prostsze, jezeli wprowadzimy nowy
prametr u przyjmujac

oraz

(53) t = acosu.
Otrzymujemy w ten sposéb nowy opis parametryczny
—-Ki.: z=acosu, y = bsinu, 0<ue <u<m—1ue)

oraz
Ks.: x=acosu, y = bsinu, (m+ ue <u<2r—u,),
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przy czym u. — 0 gdy € — 0+ (zauwazmy, ze funkcja cos u jest Scisle malejaca w przedziale
[0, 7] i §cisle rosnaca w przedziale [m, 27|, wobec tego zgodnie z twierdzeniem 2 podstawienie
(53) zmienia orientacje krzywej K; . na przeciwng i zachowuje orientacj¢ krzywej Ks ).
Opierajac sie na wzorze (14) dostajemy z (52)

T—Ug 2T —Ue
(54) |De| = ab (/ sin? u du +/ sin? udu) .

€ -|-’u,5

Podobne postepowanie mozna przeprowadzi¢ zamieniajac role zmiennych z,y. Rozwiazu-
jac réwnanie (50) wzgledem z otrzymujemy

/ 2
r = ta 1—'7;—2.

Obszar ID mozna wobec tego okresli¢ nier6wnosciami

[,y [,y
(55) —b<y<b, —a 1—b—2§x§a 1—b—2,

jest to wiec obszar normalny wzgledem osi y-6w. Jednak funkcje

p(y) = —a@, a(y) = a@

nie sa klasy C! w przedziale [—b,b] i nie mozemy zastosowaé reguly 2. Wyrazimy wiec
najpierw przy pomocy calki krzywoliniowej pole obszaru ID¥ okreslonego przez (55) z
zastapieniem pierwszej nieréwnosci przez nier6wnosé

—b+e<y<b—e

i nastepnie przejdziemy do granicy przy € — 0+ (rys. 37, obszar ID} zakreskowany).

b

A
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Oznaczajac przez K} krzywa ograniczajaca obszar ID? mamy przy ustalonym ¢ > 0
(por. (43))

(56) |]DZ|:/ a:dy:/ xdy+/ z dy,
K Ll,s _L3,E‘

przy czym krzywe L; . (j = 1,3) maja opis parametryczny

t2
_Llﬁ : xT ::a\ll-— 55, Yy = L (—J)+'E <t<L b“&)

t2
<L3£ N r = —a 1'—'65,

Wprowadzajac nowy parametr v przy pomocy podstawienia

*
€

oraz

y =t, (—b+e<t<b-—e).

(57) t=bsinv

otrzymujemy nowy opis parametryczny

. 1 1
Li.: x=acosv, y = bsinwv, —<57r+vegv§§7r—ve>

oraz

. 1 3
—L3.: x=acosv, y = bsinwv, (§7T+UES’US§’/F—’UE>,

przy czym ve — 0 gdy € — 0+ (zauwazmy, ze funkcja sin v jest $cisle rosnaca w przedziale

[—3m, 3] i dcisle malejaca w przedziale [3m, 3], wobec tego zgodnie z twierdzeniem 2

podstawienie (57) zachowuje orientacje krzywej Li . i zmienia orientacje krzywej Ls ).
Korzystajac ze wzoréw (14) i (56) dostajemy

%7(‘—’(15 %7!’—1}5
(58) |IDf| = ab / cos? v dv + / cos’vdv | .
—%w—}-vs l7r—}-vE

2

Po przejsciu do granicy przy € — 0+ réwnosci (54), (58) daja,

2 %7‘1’
2|D| = ab (/ sin? s ds —I—/ cos? sds) .
0 —%W

Wobec okresowosci funkcji podcatkowej mozna w drugiej calce jako przedzial calkowania
przyjaé [0, 2x] i stad

1 2T
D| = Eab/ (sin® s + cos® s) ds = mab.
0

Gdy a = b, elipsa jest okregiem i ostatnia réwnosé¢ daje znany wzér na pole kota.
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3. Niezaleznosé calki krzywoliniowej zorientowanej od drogi catkowania.
Calka krzywoliniowa,

(59) /KPda:—i-Qdy

wyraza prace wykonana, przez sity pola ¥ = [P, Q] na drodze K (por. punkt 1). Rozwazajac
pole grawitacyjne w poblizu powierzchni ziemi (Przyklad 5) oraz pole elektryczne wytwo-
rzone przez punktowy tadunek (Przyklad 6) zauwazyliSmy, ze praca w takim polu nie zalezy
od ksztaltu krzywej K a jedynie od jej punktu poczatkowego A i punktu koncowego B.
Wobec tego przy ustalonych punktach A, B modyfikacja taczacej je drogi K nie zmienia
pracy wykonanej przez sily pola na tej drodze. Méwimy, ze pole wektorowe rozwazane
w przykladach 5, 6 jest zachowawcze (uzywany jest réwniez termin pole konserwatywne).
Przykladem pola wektorowego, ktére nie jest zachowawcze, jest pole wektorowe

7= [zy,y — ]

rozwazane w Przykladzie 2 - taczac bowiem punkty A = (0,0) i B = (1, 1) odcikiem prostej
y = x oraz czescia paraboli y = 22 otrzymujemy rézne wartosci catki krzywoliniowej.

W dalszym ciaggu zajmiemy sie zbadaniem warunkéw, przy ktoérych catka krzywoliniowa
(59) zalezy tylko od punktu poczatkowego A i koricowego B, nie zalezy zas od krzywej K
laczacej te punkty - méwimy krétko, ze catka pola wektorowego v = [P, Q] nie zalezy od
drogi catkowania (oznacza to, ze pole wektorowe v jest zachowawcze). Dla catki (59) uzywa
sie wOwczas oznaczenia B

/ Pdz + Qdy.
A
Bedziemy zakladali, ze funkcje P, Q sa cigglte w pewnym obszarze Q C IR? oraz ze K jest
krzywa regularng lezaca w 2 (por. punkt 1).

Moéwimy, ze krzywa K jest krzywa zamknietq (lub konturem), jezeli A = B. Zachodzi

latwe do udowodnienia

Twierdzenie 8. Niech Q C IR? bedzie dowolnym obszarem. Nastepujace warunki sq
rownowazne:

(a) catka pola wektorowego ¥ nie zalezy od drogi catkowania w obszarze €);

(b) catka pola wektorowego U po dowolnej krzywej zamknietej lezacej w obszarze Q) jest
rowna zeru.

DOwWOD. Niech K bedzie dowolna krzywa, zamknieta lezaca, w obszarze 2, wéwczas
obierajac na niej punkty A, B mamy (rys. 38) rozklad rozlaczny
K=K, U(—K>),

zatem(por. twierdzenie 3 i réwnosé (19))

(60) /Pda:—l—Qdy: Pda:+Qdy—/ Pdz+ Qdy.
K

K, K>
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[rys. 38]

Z warunku (a) wynika, ze obie calki po prawej stronie (60) sa réwne, co daje warunek
(b). Aby udowodnié¢ wynikanie przeciwne zalézmy, ze punkty A, B na rys. 38 zostaly
dowolnie ustalone i ze zostaly polaczone krzywymi K;, Ko lezacymi w obszarze €. Z
warunku (b) wynika, ze calka po lewej stronie (60) jest réwna zeru, zatem obie calki po
prawej stronie sa réwne, co daje (a). O

Méwimy, ze pole wektorowe ¢ = [P, Q] jest potencjalne w obszarze Q C IR?, jezeli istnieje
funkcja F(z,y) klasy C1(Q) (por. rozdz. II punkt 2) taka, ze

oF (z,y)
ox

OF (z,y)

(61) oy

:P(x’y)a :Q('Tay)

dla (z,y) € Q. Funkcje F' nazywamy potencjatem pola wektorowego v.

Twierdzenie 9. Niech Q C IR? bedzie dowolnym obszarem. Nastepujace warunki sq
rownowazne:

(a) catka pola wektorowego ¥ nie zalezy od drogi catkowania w obszarze €;
(b) pole v jest potencjalne w obszarze 2.

DOWOD. Udowodnimy najpierw wynikanie (b) = (a) zakladajac dla uproszczenia
rachunkéw, ze droga catkowania K ma opis parametryczny (1) klasy C'. Wobec réwnodci
(61) mamy

(62) /Pdaz-l—Qdy: 8—Fdac+8—de,

co po zastosowaniu wzoru (14) daje

[ Pt qay= [ (R@@,00)5+ R0.00)5) @

a
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czyli po zastosowaniu reguly rézniczkowania funkcji ztozonej

b
/KPda:+Qdy:/ %F(m(t),y(t))dt.

7 ostatniej réwnosci wynika, ze

/K Pdz +Qdy = F(z(b),y(b)) - F(z(a),y(a))

czyli
(63) / Pdz+ Qdy = F(B) — F(A).
k

Proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie podobnego rachunku w oparciu o wzér (22)
przy zalozeniu, ze K jest dowolng krzywa, regularna,.
Dow6d wynikania (a) = (b) polega na skonstruowaniu potencjatu pola #. Ustalajac
punkt («, 8) € Q przyjmiemy
(u,v)
(64) F(u,v) = / Pdz + Q dy.
(a.,8)

Z zalozenia (a) wynika, ze funkcja F jest dobrze okreslona w obszarze 2. Okazemy, ze
jest ona potencjalem pola 7 = [P, Q]. Dla ustalonego (ug,vp) € Q i dostatecznie matych
przyrostéw h, k mamy

(uo+hyvo+k)
(65) Fug + hy vy + ) = F(ug, v,) + / Pdz +Qdy,

(uoyvo)

przy czym jako droge calkowania w drugim wyrazie po prawej stronie mozna przyjac od-
cinek, ktérego opis parametryczny ma postaé

T = u, + th, Yy = v, + tk, 0<t<1).
Stosujac regute (14) mozemy réwnosé (65) zapisa¢ w postaci
1
(66) F(uo+ h,vo+k)— F(uo,v,) = / (hP(uo +th,vo + tk) + kQ(uo + th, v, + tk)) dt,
0

skad dla £ = 0, h # 0 wynika

(67) % (F(uo + h,v,) — F(u,, ’Uo)> = /01 P(uo + th,v,) dt.
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Oznaczajac przez L(h) lewa strone (67) mamy zatem

(68) L(R) = P(ug, v5)] = /0 1 (P(uo -+ th,v5) = Plug, o) ) d.

Poniewaz z ciaglodci funkcji P w punkcie (u,,v,) wynika, ze do dowolnie ustalonego & > 0
mozna dobraé § > 0 tak, by dla |h| < §, 0 < ¢ < 1 zachodzila nier6wnosé

|P(uo + th,v,) — P(ue,v,)| < €,
dostajemy z (68)
|L(h) — P(uo,v,)| < €
dla |h| < §. Wobec tego
lim L(h) = P(uo,v,)
h—0

a to oznacza, ze pochodna F(u,,v,) istnieje i zachodzi réwnosé
Fa:(uoa Uo) = P(UO, UO)-

Przyjmujac h = 0,k # 0 w (66) dowodzimy w podobny sposéb, ze istnieje pochodna
Fy(uo,v,) i ze zachodzi réwnosé

Fy(uou vo) = Q(uoa Uo)-
Poniewaz punkt (u,,v,) byl dowolnie ustalony, mamy

oF oF
— = P — =
Ox ’ oy @

(69)

w calym obszarze 2, przy czym pochodne czastkowe w (69) sa ciagle i wobec tego funkcja

F(u,v) jest klasy C1(Q). Zatem funkcja F jest szukanym potencjalem pola . O
Twierdzenia 8, 9 mozna krotko sformutowaé jako

Twierdzenie 10. W dowolnym obszarze 2 C IR? nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) catka pola wektorowego v nie zalezy od drogi catkowania;
(ii) catka pola wektorowego U po dowolnej krzywej zamknietej jest réwna zeru;
(iii) pole v jest polem potencjalnym.

Wzér (63) mozna uwazaé za analogiczny do znanej wlasnosdci calki funkcji jednej
zmiennej: dla dowolnej funkcji g(t) ciagltej w przedziale [a, b] mamy

b
/ g(t) dt = G(b) — G(a),

gdzie G jest dowolna pierwotng funkcji g, co oznacza, Ze spetniona jest rownosé
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Potencjal pola wektorowego stanowi wiec odpowiednik funkcji pierwotnej i, podobnie jak
ona, jest okredlony z dokladnoscia, do stalej - wraz z funkcja, F(z,y) réwniez funkcja

spehia zwiazki (61) a wiec jest potencjalem tego samego pola ¢. Obranie stalej C' w (70)
odpowiada ustaleniu punktu poczatkowego («, 3) w calce (64).

Przykiad 9. W Przykladzie 6 bylo rozwazane pole elektryczne wytworzone przez
tadunek elektryczny e umieszczony w poczatku uktadu wspoéirzednych, okreslone wzorem

—

i=-2 (r= /2% +y? #0).

rr2’
Pole to jest potencjalne w obszarze Q = IR2?\ {(0,0)}, jako potencjat mozna przyjaé funkcje
e
F - ¢
(z,y) =~

(proste sprawdzenie warunkéw (61) pozostawiamy Czytelnikowi). Jak okazaliSmy, catka
pola ¥ po krzywej K 4 p taczacej punkty A, B jest réwna

(7o ).

Wréémy teraz do twierdzenia Greena (punkt 2) zakladajac, ze obszar ID jest kolem
jednostkowym ograniczonym okregiem K. Wprowadzajac opis parametryczny okregu K
mozemy prawg strone (46) zapisa¢ w postaci

2m
/Pda:+Qdy:/ (P2 + Qy)dt
K 0

zgodnie z ogélnym wzorem (63).

czyli

27
/PM+Q@:/(m®ﬁ,
K 0

gdzie (¥)s oznacza skladowa pola wektorowego v = [P, Q] styczna do K. Jezeli wobec
tego przyjmiemy, ze ¥ jest polem predkoéci cieczy plynacej w pewnym obszarze Q C IR?
zawierajacym kolo ID, to caltke krzywoliniowa po prawej stronie (46) mozna uwazaé za
miare zawirowania cieczy. Jezeli funkcje P, (Q sa klasy C'(Q), to zgodnie z twierdzeniem
Greena zawirowanie to jest okreslone przez wyrazenie pod catka podwdéjnag po lewej stronie
(46) réwne, z doktadnoscia, do znaku, dtugosci wektora rot ¢ (stad pochodzi polska nazwa
rotacji - wirowosé pola). Jezeli w obszarze Q C IR? zachodzi réwnosé

oQ oOP
71 — - — =0,

(1) oxr Oy

to z (46) wynika, ze dla dowolnego okregu K ograniczajacego kolo jednostkowe ID C Q

mamy
/ Pdxz+ Qdy =0,
K

zatem plynaca ciecz nie tworzy wirow. W zwiazku z tym moéwimy, ze pole wektorowe
7 = [P, Q] jest bezwirowe w obszarze Q jezeli jest klasy C1(Q) i spelia w obszarze
warunek (71). Prosty rachunek pozwala udowodnié
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Twierdzenie 11. Zaléimy, ze pole wektorowe v = [P, Q)] jest klasy C*(2), gdzie Q C R?
jest dowolnie ustalonym obszarem. Jezeli pole v jest potencjalne w obszarze §2, to jest ono
bezwirowe w tym obszarze.

DOWOD. Z zalozenia istnieje funkcja F(x,y) klasy C1(Q) taka, ze

oF oF
9 _p or _
Ox ’ Oy @

w obszarze 2. Wdwczas
0Q _ 0 (or or _ o (or
or 0z \ oy )’ oy Oy \ Oz

i réwnosé (71) wynika z twierdzenia o pochodnych mieszanych (rozdz. II twierdzenie 5).
U

Przyklad 10. Przewodnik prostoliniowy, w ktérym plynie prad elektryczny, wytwarza
pole magnetyczne ¥ w plaszczyZnie prostopadlej do przewodnika (wektor ¢’ okreslamy jako
sile dzialajaca na dodatni biegun igly magnetycznej). Jezeli obierzemy prostokatny uklad
wspolrzednych w przestrzeni tak, by przewodnik lezal na osi z-6w, przy czym zwrot tej osi
wyznacza kierunek pradu, to pole v jest okreslone w plaszczyznie zy, i przy tym

(i) natezenie |¥(z,y)| pola w punkcie (z,y) jest odwrotnie proporcjonalne do odleglosci
r = \/x2 + y2 od przewodnika,

(ii) wektor ¥(z,y) jest styczny do okregu K, o srodku w poczatku ukladu i
promieniu r,

(iii) patrzac w kierunku osi z-6w widzimy obieg okregu K, wyznaczony przez zwrot
wektora ¥(z,y) jako zgodny z zegarem (rys. 39).

e o

[rys. 39]
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Z warunkéw (i), (ii), (iii) wynika, ze przy odpowiednim obiorze jednostek pole ¥ jest
okreslone wzorem

’U(xay):%[%yaiL (T#O)
czyli
(72) i) = glwal,  (r£0)

Latwy rachunek pozwala sprawdzi¢, ze pole ¥ okreslone wzorem (72) jest bezwirowe w
obszarze 2 = IR? \ {(0,0)}, mamy bowiem

T

P(z,y) Y Qz,y) = P

T2+ y2’
i stad przez rézniczkowanie dostajemy (71). Okazemy, ze pole to nie jest potencjalne.
Istotnie, niech K, bedzie okregiem o srodku w poczatku ukladu i promieniu a. Opis
parametryczny okregu K, zorientowanego zgodnie ze zwrotem wektora ¢ ma postac

T = acost, Yy = asint, (0 <t <2m),

zatem stosujac wzdr (14) dostajemy

1 2
/ Pdzx+Qdy = —/ ((—a sint)Z + (a cos t)y) dt
K, 0

a2

czyli
2
(73) / Pdx+ Qdy = / (sin®t + cos®t) dt = 2.
K, 0
Poniewaz dla dowolnego a > 0
/ Pdx+Qdy #0,
K,

7 twierdzenia 10 wynika, ze pole ¥ nie moze by¢é potencjalne w obszarze Q = IR? \ (0, 0).

7 podanego przykiadu wida¢, ze twierdzenie odwrotne do twierdzenia 11 nie jest praw-
dziwe bez dodatkowych zalozen dotyczacych obszaru. Udowodnimy je w przypadku, gdy
rozwazany obszar jest przedzialem otwartym.

Twierdzenie 12. Niech Q C IR? bedzie przedziatem otwartym okreslonym nieréwnoscia-
mi
a<zx<b, c<y<d, (a,c> —00; b,d < 0).
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Jezeli pole wektorowe v = [P, Q] klasy C*(Q) jest bezwirowe w obszarze S to jest ono
potencjalne w tym obszarze.

DOWOD. Dowdd polega na skonstruowaniu rozwiazania uktadu réwnan (61). Zatézmy,
ze funkcja F(z,y) klasy C'(Q) jest rozwiazaniem tego ukladu i ustalmy z, € (a,b),
wowczas calkujac pierwsze z réwnan (61) przy dowolnie ustalonym y € (¢, d) dostajemy
dla z € (a,b)

(74) Fla) = [ Pl di+ o),

o

gdzie funkcja g(y) jest staly calkowania. Calka po prawej stronie (74) jest catka, wzgledem
zmiennej ¢ zalezng od parametru y. W poczatkowym wykladzie analizy dowodzi sie, ze przy
zalézeniach uczynionych o funkcji P calka ta ma pochodna wzgledem y, ktorg obliczamy
rézniczkujac pod znakiem calki. Z réwnosci (74) wynika wobec tego, ze réwniez funkcja
9(y) ma pochodna. Rézniczkujac obustronnie (74) mamy zatem

—F(a:y / —Ptydt+g(y)

skad w oparciu o (71) wynika

czyli

%F(x’ y) = Q(.’IJ, y) - Q(xoa y) + gl(y)

Wykorzystujac drugie z réwnan (61) dostajemy stad po redukcji
9'(y) = Q(z,,y),

co po scalkowaniu wzgledem y daje przy utalonym y, € (¢, d)

y
(75) 9() = | Q=zo,s)ds
Yo
Z réwnosci (74), (75) wynika, ze jezeli istnieje rozwigzanie uktadu (61), to przy ustalonych
Zo, Yo Ma ono postac

(76) ) = [ P+ [ QGeos)ds

o yO

Dla zakoriczenia dowodu nalezy sprawdzié, ze funkcja F(x,y) okreslona wzorem (76)
rzeczywiscie jest rozwiazaniem klasy C! uktadu (61) czyli szukanym potencjatem pola
¥. Rézniczkujac (76) i wykorzystujac zalozenia dotyczace funkcji P, QQ dostajemy

0
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oraz

B /”” B
—F(x,y) = —P(t,y)dt + Q(x,,y),
9y (z,y) o 3y (t,y) (%o, y)

skad po wykorzystaniu (71)

2F(ﬂﬂ,y)=/ %Q(t,y) dt + Q(zo,Yy)

oy
czyli
(78) L F(@,9) = Q).
dy
Réwnosci (77), (78) koncza dowdd. O

Zauwazmy, ze przy ustalonych (z,,y,) oraz (z,y) calkowanie we wzorze (76) odbywa sie
po lamanej ABC (rys. 40). W dowodzie korzystamy z faktu, ze lamana ta zawarta jest w
prostokacie otwartym €2, wktérym spelnione sa zalozenia dotyczace funkcji P, ). Obranie
punktu (z,,y,) jest réwnoznaczne z ustaleniem stalej C' w réwnosci (70).

[ " J'“'_]"' '
At e 7 - __.g___ - g ..L.n.,_, _ - e K m,{ e e v ?
§ 4 )( % X b Lt
%
H
i
[rys. 40]

Przyklad 11. Niech
7 = [2zy, 7],

mamy zatem
P(z,y) = 2zy, Q(z,y) = 22,
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skad po zrézniczkowaniu dostajemy
0 0
o = —P
5, @ (%:Y) oy (z,9)

dla dowolnych (z,y) € IR2. Pole ¥ jest wiec bezwirowe w calej plaszczyznie, co wobec
twierdzenia 11 jest warunkiem koniecznym istnienia potencjalu. W celu znalezienia po-
tencjatlu pola ¥ nalezy rozwiazac¢ uklad rownan

oF oF
79 - = 2 s = 2_
(79) 5 = 20y oy "
Calkujac pierwsze réwnanie wzgledem z dostajemy przy ustalonym y
(80) F(z,y) = 2’y +g(y),
skad po zrézniczkowaniu i wykorzystaniu drugiego réwnania wynika

z* +¢'(y) = o
czyli
g9'(y) =0.

Wobec tego g(y) jest funkcja, stala, i w oparciu o (80) dostajemy rozwigzanie uktadu (79)
czyli potencjal pola w postaci
F(z,y) =2’y + C.

Przyklad 12. Jak pokazaliémy w Przyktadzie 10, pole wektorowe ¢ okre$lone wzorem
(72) jest bezwirowe w obszarze Q = IR2 \ {(0,0)} ale nie jest polem potencjalnym w tym
obszarze. Latwo natomiast sprawdzi¢ przez rézniczkowanie, ze funkcja

F(z,y)=arc tg=  (z+#0)
x
jest potencjalem pola v w kazdej z péiplaszczyzn otwartych
Ql . x > 0, Qz : z < 0.

Zatem, zgodnie z twierdzeniem 12, pole ¥/ jest potencjalne w kazdym z obszaréw €2y, (2s.
Rozwazmy dwa regularne kontury K;, Ko majace opis parametryczny
x = x;(t), y=1y,(t) (=12 a<t<b).
Méwimy, ze kontury Kq, Ko sa homotopijne w obszarze Q C IR?, jezeli istnieje odwzoro-
wanie ciagte

H: (ts)— (X,Y)eQ (a<t<b 0<s<1)
spelniajace warunki
(i) X(¢,0) =z1(¢), Y(,0)=p() (a<t<D),
(ii) X(¢,1) = 22(t), Y(¢,1)=w2(t) (a<t<h),
(iii) dla dowolnie ustalonego s € (0,1) krzywa o opisie parametrycznym
x=X(t,s), y=Y(t,s) (a <t<b)

jest konturem regularnym lezacym w 2.
7 podanych warunkéw widaé, ze odwzorowanie H okresla deformacje ciagla przeprowa-
dzajaca, kontur K; w kontur K5 bez wychodzenia z obszaru (2.

Na zakoniczenie rozwazan dotyczacych calki krzywoliniowej zorientowanej podamy bez
dowodu twierdzenie dotyczace pél bezwirowych.
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Twierdzenie 13. Zaktadamy, Ze
(a) pole wektorowe v = [P, Q)] jest bezwirowe w obszarze Q C IR2,
(b) regularne kontury Ky, Ko sq homotopijne w obszarze €.
Wéowczas

/Pda:—i—Qdy:/ Pdz+ Q dy.
Kl K2

Przykiad 13. Niech K, bedzie okregiem o srodku w poczatku ukiadu i promieniu a,
zorientowanym dodatnio wzgledem ograniczonego przezen kota. Dla ay > as > 0 przyj-
mijmy

H: X= (sag—l—(l - s)a1> cost, Y = (saZ +(1- s)al) sint,
O0<t<2m, 0<s<1).
Odwzorowanie H jest ciagle i spetlnia w obszarze Q@ = TR? \ {(0,0)} warunki (i), (ii),
(iii), zatem okregi K,, i K,, sa homotopijne w tym obszarze, natomiast pole wektorowe

¥ = [P, Q] okreslone wzorem (72) jest bezwirowe w obszarze Q. Jak okazaliSmy w Przy-
ktadzie 10, zachodzi réwnos¢

/ Pda:+Qdy:/ Pdr+ Qdy =27
Ka, Ka,

zgodnie z twierdzeniem 13.
4. Dlugosé krzywej.

Niech K bedzie krzywa w plaszczyznie IR2. Méwimy, ze K jest krzywa gladka, jezeli ma,
opis parametryczny (1) taki, ze funkcje z(t), y(t) sa klasy C' w przedziale [a, b] i spelniaja
warunek

(81) P2t)+92(t) >0 dla a<t<b

(przez pochodne na koncach przedzialu rozumiemy pochodne jednostronne). Nieréwnosé
(81) oznacza, ze dla dowolnie ustalonego ¢ € [a,b] przynajmniej jedna z pochodnych
z(t), y(t) jest rézna od zera. Wynika stad, ze dla kazdego t € [a,b] istnieje niezerowy
wektor [Z(t), §(t)] styczny do krzywej w punkcie (z(t),y(t)).

W dalszym ciagu bedziemy zakladali, ze K jest krzywa, gltadka. Wprowadzajac podziat

Hia=tg<t1 <---<t,=b
przedziatu [a, b] przyjmijmy oznaczenia
Zj :Ji(tj), Yj :y(tj) (] 20,1,...,7")

i niech A(IT) oznacza lamang o wierzchotkach (z;,y;) (por. rys. 41, gdzie r=>5; krzywa K
narysowana grubsza, linia).
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[rys. 41]

Mozna si¢ spodziewaé, ze im mniejsza jest Srednica podzialu II, tym lepiej dlugosc
L(IT) tamanej A(IT) przybliza dlugosé krzywej K. Ze znanego wzoru na odleglo$é punktéw
plaszczyzny wynika, ze

L(1) = 37 /(e — 250 + (0 = y5-1)”

Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej do funkcji z(t), y(t) otrzymujemy stad

(82 L(I) = Y 4/ (r3) + () At

gdzie
AtJ = tj — tj_]_ oraz Tj, 7_—_7 € (tj—].J tj)

Jezeli 7; = 7;, to wyrazenie po prawej stronie (82) przyjmuje postaé¢ sumy

(83) S(F.IL () = 3 3f82(my) + () Aty

ktora jest suma przyblizona calki z funkcji jednej zmiennej

f(t) = Va2(t) + 92(1).

Liczby 7;, 7; sa na ogot rézne, gdyz sa narzucone przez twierdzenie Lagrange’a stosowane
w przedziale [tj_q,t;] do dwéch réznych funkcji z(t), y(t). Okazemy jednak, ze jezeli
srednica podziatu IT jest dostatecznie mala, to suma (83) malo rézni sie od dlugosci tamanej
wyrazonej wzorem (82). Dokladniej - zachodzi
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Twierdzenie 14. Do dowolnie ustalonego € > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by z warunku
d(IT) < 0 wynikala nieréwnosé

|S(.fa HaT(H)) - L(H)| <e
dla dowolnych 1, Tj € [tj—1,t;]-
DOWOD. Dowdd zaczniemy od lematu.

Lemat. Jezeli A2+ B2 > 0, to dla dowolnego By zachodzi nieréwnosé

(84) VA2 + B2 — (/A2 + B?| < |B - B|.

DOWOD LEMATU. Mamy

BZ
A/ 2_|_b2 /A2_|_B2
¢ \/A2+B2+\/A2+B2

czyli
(85) VA2 + B2 — /A2 + B2 = Q(B - By),
gdzie
Q= B+ B,
VA% + B? + \/A? + B}
Poniewaz
B+ By| <VB2+,/B2<+/A2+ B2+ /A2 + B2,

1 1
mamy

QI<1
i stad wobec (85) dostajemy (84) O

Aby udowodnié¢ twierdzenie zauwazmy, ze

86) SO )~ 1D = Y (i) + () — () + 37(5)) Aty

j=1
Jezeli dla ustalonego j przyjmiemy
(86) #(ry) = A, y(m) =B,  §(75) = By,
to wobec warunku (81) zalozenia lematu sa spelnione i mozemy go zastosowa¢ do oszacow-

ania réznicy (86). W oparciu o nier6wnosé (84) dostajemy zatem

(87) |S(f,10,7(11)) — L(IT)| < Z|y 75) — 9(7)| At
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Z jednostajnej ciaglosci pochodnej 9(t) w przedziale [a, b] wynika, ze do dowolnie ustalonego
e > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by z warunku d(IT) < § wynikata nieréwnosé

€
b—a’

(88) 19(75) —9(75)] <

Z nieréwnosci (87), (88) wynika teza twierdzenia. O

Z twierdzenia 14 wynika, ze dla dowolnego ciagu normalnego {I1,, } podzialéw przedziatu
[a, b] istnieje
lim L(II,)

n—o0

1 ze zachodzi rownosé

b
lim L(IL,,) = / Vi 1 2 dt.

n—0o0

Wobec tego zgodnie z nasza, intuicja geometryczna, mozemy okresli¢ dlugosé |K | gladkiej
krzywej K wzorem

b
(89) |K|:/ V& T di,

gdzie funkcje klasy z(t), y(t) daja opis parametryczny (1) klasy C! tej krzywej.

Przyklad 14. Jezeli funkcja f(x) jest klasy C' w przedziale [a, b], to jej wykres W ma,
opis parametryczny

x =t, y = f(t), (a <t<b).

Poniewaz
P2+P=1+(f)>0,

wykres W jest krzywa, gladka. Jego dlugosé wynosi

b
W)= / I+ (2 da

zgodnie ze wzorem znanym z poczatkowego kursu analizy.

5. Calka krzywoliniowa niezorientowana.
Niech K bedzie krzywa, gltadka na plaszczyznie IR?. Krzywa K ma zatem opis parame-
tryczny

(90) x = z(t), y =y(t), (a <t<b)

klasy C! i speliajacy warunek (81). W dalszym ciagu zatozymy, ze F(t) jest funkcja ciagla
w przedziale [a, b]. Jezeli w szczegblnosci f(z,y) jest funkcja okreslona, i ciagla na krzywej
K, to korzystajac z réwnan (90) mozna przyjac

(91) F(t) = f((),y(1), (a <t <b).
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Rozwazmy podziat
Hia=tog<t1 <---<t,=b

przedziatu [a,b] i niech K; oznacza cze$¢ krzywej K opisang réwnaniami (90) dla
tji—1 <t<t;(j=1,2,...,7). Obierajac punkty posrednie

7j € [tj-1, 1] (G=1,2...,7)

tworzymy sume przyblizong,

T

(92) T(F,IL (W) =Y  F(r)|K;l,

=1

gdzie |K ;| oznacza dlugos¢ krzywej K;. Okazemy, ze przy uczynionych zalozeniach istnieje
liczba G taka, ze dla dowolnego ciagu normalnego {II,, } przedziatu [a, b] i dowolnego ukladu
punktéw posrednich 7(I1,) zachodzi réwnosé

lim T(F,1,,7(II,)) = G.

n—0o0

Liczbe G nazywamy catkq krzywoliniowq niezorientowang funkcji F' po krzywej K, zapisu-
jemy

(93) G = /K F ds.

Jezeli w szczegblnosci funkcja F'(t) jest okreslona wzorem (91), to liczbe G nazywamy calkq
krzywoliniowq niezorientowang funkcji f(x,y) i zapisujemy

G:/Kf(x,y)ds.

Dla dowodu zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem (89)
tj
K| = / N
tj—1

co po zastosowaniu twierdzenia o wartosci sredniej rachunku catkowego daje
N = /2 1 2 )
K| =\i2+y |t:fj At;,

gdzie
Atj = tj — tj_l, Tj € [tj_l,tj].

Sume (92) mozemy wobec tego zapisa¢ w postaci

(94) T(F,I1,7(II)) = Z F(my)va? + 2|, Aty
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Jezeli
(95) T = Tj,

to wyrazenie po prawej stronie (94) ma postaé

(96) S(g.IL7(I) = > 9(75) Aty
gdzie
(97) g(t) = F(t) Vi + 32(b),

jest wiec suma, przyblizong, catki

/a " o) dt.

Ro6wnosé (95) naogdl nie zachodzi, gdyz punkty posrednie 7; zostaly ustalone w dowolny
sposOb, natomiast liczby 7; s narzucone przez twierdzenie o wartosci sredniej. Latwo
jednak okazaé, ze przy dostatecznie malej Srednicy podziatu II sumy (94) i (96) malo sie
réznia. Zachodzi bowiem

Lemat. Do dowolnie ustalonego ¢ > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by dla dowolnie obranych
punktéw posrednich (Il) z warunku d(I1) < 6 wynikala nieréwnosé

(98) IT(F, 11, 7(I1)) — S(g, IT, 7(ID))| < e.

DOWOD LEMATU. Oznaczajac przez R réznice po lewej stronie (98) mamy
T
R <Y |F(my) = F(7)| Va2 + 2|, At
j=1

Funkcja /42 + 92 jest ciagla w przedziale [a,b], a wiec ograniczona w tym przedziale,
wobec tego istnieje stala M > (0 taka, ze

Viz+ 92 <M

dlat € [a,b]. Oprécz tego z jednostajnej ciaglosci funkeji F(t) w przedziale [a, b] wynika, ze
do dowolnego € > 0 mozna dobraé¢ § > 0 tak, by z warunku d(II) < 6 wynikala nier6wnosé

g

(1) — F(7)] < Mb—a)
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Wobec tego
c T
RI<M— At;
Bl < M(b—a); 7

co daje (98). O
Poniewaz funkcja g(t) okreslona wzorem (97) jest ciagla w przedziale [a, b], dla dowolnego
ciagu normalnego podziatéw {II,,} zachodzi

n—00

b
(99) lim S(g, 1T, 7(IT,)) = / o(t) dt.

Z lematu wynika, ze dla dowolnie obranych punktéw posrednich 7(II,) catka po prawej
stronie (99) jest réwniez granica ciagu

T(F,11,,7(IL,)),

zatem calka ta jest szukana liczba G. Jednoczesnie otrzymujemy efektywny wzér pozwala-
jacy sprowadzi¢ catke krzywoliniows niezorientowana, do calki oznaczonej z funkcji jednej
zmiennej

(100) /KFds:/abF(t)\/Wdt

wzglednie

b
(101) /K f(z,y)ds = / F(@ (), y() Va2 + g dt,

jezeli funkcja F(t) jest okreslona wzorem (91). Dla ustalonego ¢ € [a,b] oznaczmy przez
s(t) dlugosé czesci krzywej K opisanej réwnaniami

z = z(u), y =y(u), (a <u<t).

Uwzgledniajac wzér (89) i warunek (81) mamy

0= [ VE

istad p
s
%:\/:i:2+1)2(t)>0 (a <t <b).
Oznacza to, ze funkcja s(t) jest $ciSle rosnaca w przedziale [a,b], istnieje wiec funkcja
odwrotna do niej t(s). Dokonujac podstawienia ¢ = ¢(s) w réwnaniach (90) dostajemy
nowy opis parametryczny krzywej K

= a(t(s)), y = y(t(s)), 0<s<S5=IK]),
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w ktorym parametrem jest dlugosé tuku. Poniewaz

dt 1

ds /32 + gz’
co mozna zapisa¢ w postaci rézniczkowej jako
ds
/32 + 2 ’

W nowym opisie parametrycznym wzér (100) przyjmuje postaé

dt =

(102) /K Fds = /0 " F(i(s)) ds.

Ze wzoru (102) latwo odczytaé interpretacje fizyczng calki krzywoliniowej (93). Przypusé-
my, ze krzywa K jest zrobiona z drutu i niech m(sp) oznacza mase czesci krzywej K dla
0 < s < sg. Wowcezas wyrazenie

m(sp + As) — m(sg)
As

jest Srednia gestoscia liniowa, krzywej na odcinku sg < s < sg + As, za§ granica tego
wyrazenia przy As — 0, czyli pochodna

dm
ds %)

jest gestoscig liniowa krzywej K w punkcie s = so. Przyjmujac gestosé¢ liniowa, jako funkcje

F we wzorze (102) dostajemy
S
/ Fds :/ dm(s) 4
K o ds

AF@:M&,

zatem catka krzywoliniowa po lewej stronie daje calkowita mase krzywej K.

czyli

6. Zwiazek miedzy calka krzywoliniowa zorientowana i niezorientowana.
Niech K bedzie krzywa gladka o opisie parametrycznym (90), zas

i(z,y) = [P(z,y),Q(z,y)]
polem wektorowym okreslonym i ciagtym na K. Zgodnie ze wzorem (14) mamy
b

/KPda:—i-Qdy:/ (P + Qy)(t) dt,

a
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co po uwzglednieniu warunku (81) mozna zapisa¢ w postaci

b
(103) /K Pdz+Qdy— / PV + g2 dt

gdzie

F(t) =

T Y
P +Q
( /2 +y2 / -2 +gz)
Z uczynionych zalozenn wynika, ze funkcja F'(t) jest ciagta w przedziale [a, b], zatem zgod-
nie ze wzorem (100) po prawej stronie (103) mamy caltke krzywoliniowa, niezorientowana,

Wektor
S T Y
et) = :
!\/5:2 +92 \i? + g
jest wersorem stycznym do krzywej K o zwrocie zgodnym z kierunkiem obiegu tej krzywej

wyznaczonym przez opis parametryczny (90) (por. rozdz. IV punkt 3), zas§ funkcja F(t)
ma postac¢ iloczynu skalarnego
F(t) = (4(t), €)),

gdzie ¥(t) jest wektorem pola w punkcie (z(t), y(t)) € K. Wobec tego réwnosé¢ (103) mozna
zapisa¢ w postaci

z=z(t), y=y(t)

(104) /KPda:nLQdy:/K(ﬁ,é')ds.

Zauwazmy, ze przy zmianie orientacji krzywej K lewa strona (104) zmienia znak (por.
punkt 1), za$ po prawe] stronie ulega zmianie zwrot wektora € a wiec zmienia sie znak
funkcji podcatkowe;j.

Twierdzenie Greena (twierdzenia 6, 7) bylo w punkcie 2 sformulowane przy uzyciu
calki krzywoliniowe]j zorientowanej. Okazemy, ze mozna je réwniez zapisaé uzywajac catki
krzywoliniowej niezorientowanej.

Zaltozmy, ze K jest krzywa zamknieta (por. punkt 3). Bedziemy moéwili, ze K jest
gladkq krzywa zamknieta, jezeli ma opis parametryczny (90) klasy C! speliajacy warunek
(81) i przy tym

(105) z(a) = z(b), y(a) =y(®), @y(a)=2-(b), y4+(a)=1y-(b).

Z warunkéw (81) i (105) wynika, ze dla kazdej wartosci parametru t € [a, b] istnieje nieze-
rowy wektor styczny [£(t), §(t)] zorientowany zgodnie z kierunkiem obiegu krzywej.

Wracajac do twierdzenia Greena zalézmy, ze ID C IR? jest obszarem o-normalnym
ograniczonym gladka krzywa zamknieta K zorientowans dodatnio wzgledem tego obszaru.
Jezeli wprowadzimy oznaczenia,

(106) p=0Q, q=-—P,



to po wykorzystaniu (14) prawa strona wzoru (46) przyjmuje postaé

b
/Pdm+Qdy:/(—q:i:+pZ))dt,
K a

co wobec warunku (81) mozna zapisa¢ w postaci

b
(107) /K Pdz+Qdy = / Q)3 + g2 dt,

gdzie

(108)

G(t) = [Pt — g2

z=z(t),y=y(t)

177

Poniewaz funkcja G(t) jest ciagla w przedziale [a, b], zgodnie ze wzorem (100) calka po

prawej stronie (107) jest catka krzywoliniows niezorientowang,

/ G ds,
K

zatem przy oznaczeniach (106) wzér (46) przyjmuje postaé

(109) // < Py )da:dy_/KGds.

Ze wzoru (108) widaé, ze funkcja G(t) ma postaé iloczynu skalarnego

gdzie

zas wektor

=

V2492 i+ 2

jest wersorem normalmym do krzywej K zwréconym na zewngtrz obszaru ID
(por. rys. 42, gdzie t = [, 9] jest wektorem stycznym o zwrocie zgodnym z kierunkiem

obiegu krzywej K).
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[rys. 42]

Wyrazenie podcatkowe po lewej stronie (109) nazywamy dywergencja pola wektorowego w,

zapisujemy

. . Op Oq
d -
wuw = P + oy’

Ostatecznie przy uczynionych zalozeniach mozemy wzoér (46) zapisa¢ w postaci

(110) // divu?d:vdy:/ (W, ) ds.
D K

Sformulowanie twierdzenia Greena w postaci wzoru (110) ma wazng, interpretacje fizyczna,.
Przypu$émy, ze w(x,y) jest polem predkosci cieczy niescisliwej plynacej w obszarze 1D,
woéwczas catka po prawej stronie (110) jest proporcjonalna do objetosci cieczy wyplywajacej
z obszaru. Objetos¢ ta jest rowna objetosci cieczy uzyskanej ze zrédel lezacych w obszarze
ID, wobec tego dywergencja pola w stanowi miare wydajnosci tych zrédet.

Zadania.

1. Narysowa¢ krzywa, K i obliczy¢ nastepujaca catke krzywoliniowg po tej krzywej:
a.) f xYdr +xdy, K ma opis parametryczny

z=t+1, y=2t—1, (0<t<2);
) Jx(@+y)dz+ (x—y)dy, K ma opis parametryczny
r=1"+1, y=1t"-1, (1<t<2);
) f g ycosxdr —rcosydy, K ma opis parametryczny

z =1, y = 2t, (0<t<

);

4>|>1
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d.) f gye“dr +re¥dy, K ma opis parametryczny
z =1 y =4 (0<t<1);
e.) fK (z2 + y)dr — (y*> + ) dy, K ma opis parametryczny

T = sint, Yy = cost, 0<t<

bo | 3

);

2. Niech K = K; U K>, gdzie K; jest pétokregiem o srodku (0,0) i promieniu 1 lezacym
w polplaszczyznie y > 0 i zorientowanym w kierunku malejacej wspolrzednej = zas Ko
oznacza odcinek o poczatku (-1,0) i konicu (0,0). Narysowaé krzywa K i obliczyé calke
krzywoliniowa,

/ ydr + (1 +z)dy.
K

3. Przy pomocy calki krzywoliniowej obliczy¢
a.) pole przedzialu a < z < b, r<y<d,
b.) pole obszaru zawartego miedzy wykresami funkcji y = 2 + sinz oraz y = cosx
dla 0 <z < m;
c.) pole obszaru zawartego miedzy wykresami funkcji x = 3 + cosy oraz x = siny
dla0<y<m
d.) pole obszaru zawartego miedzy krzywa y = z* a prosta y = 1.

4. Przy ustalonym a € IR prosta y = ax dzieli plaszczyzne IR? na dwie pélplaszczyzny
otwarte
Qi: y>ax, Qy: y<ax.

Okazac, ze funkcja
r+ay

Yy — ax

F(z,y) = —arctg

jest potencjatem pola wektorowego (por. Przyklad 10)

7=l =V £0)

w kazdej z pélplaszczyzn Q;, (j =1,2).

5. Sprawdzié, ze podane pole wektorowe jest bezwirowe w calej plaszczyznie IR? i znalezé
jego potencjat:

a.) 7= [y? — 2zy, 2zy — 12|,

b.) ¥ = [10zy — 8y, 522 — 8= + 3],

c.) 7= [4z3y3 — 2y?, 3xty? — 2zy).
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6. Niech ¥ = [P, Q] bedzie jednym z pé6l wektorowych rozwazanych w zadaniu 5 i niech
A= (0,0), B=(2,0). Obliczy¢ calke krzywoliniowa,

B
/ Pdx+ Qdy

A

dwiema metodami:
a.) obierajac odpowiednio droge calkowania,
b.) postugujac sie znalezionym potencjalem pola.

7. Sprawdzié¢, ze pole wektorowe
v=[—,—] (r=+va?+y?>#0)
r’r

jest bezwirowe w obszarze Q = IR? \ {(0,0)} i znalezé jego potencjal, nastepnie obliczy¢
catke krzywoliniowg,

B, y

/ —dzr + = dy,
AT T

gdzie A = (0,-2), B = (3,0).

8. Przy jakich zalozeniach o funkcji f(z,y) catka krzywoliniowa
a.) [x(@+y)de+ f(z,y)dy,
b.) [ f(z,y)dx — z*cosy dy,
c.) [x y3e® dx — f(x,y)dy

nie zalezy od drogi catkowania?

9. Przy jakich zalozeniach o funkcji g(z,y) catka krzywoliniowa
a.) [x(2® +y?)e® dz + g(z,y) dy,
b.) [ 9(z,y)(zdz + ydy)

po dowolnej krzywej zamknietej K jest réwna 07

10. Korzystajac ze wzoru catkowego (89) obliczyé dlugosé
a.) okregu o danym promieniu R,
b.) odcinka taczacego punkty (zo,yo) 1 (1,y1)-
11. Obliczy¢ calki krzywoliniowe niezorientowane
a.) [x(x+y)ds, gdzie K jest okregiem o §rodku w punkcie (a,b) i promieniu R;
b.) [k (z —y)ds, gdzie K jest odcinkiem laczacym punkty (a,d) i (c,d).



