Rozdzial VIII

Calka funkcji trzech zmiennych

1. Calka potréjna na przedziale i na obszarze regularnym.
Przedziatem domknietym TP w przestrzeni IR® nazywamy zbiér punktéw (z,y,z) € R3
okreslony nier6wno$ciami

(1) a<z<d, b<y<?l, c<z</d (a<d,b<t,c<d).

Przedzial IP jest wiec prostopadloscianem o krawedziach réwnoleglych do osi uktadu wspét-
rzednych. Jego objetosé |IP| wyraza sie wzorem

P|=(a—d)(b-0)(c-).

Calke potréjna funkcji f(z,y, z) na przedziale domknietym P C IR? okredlimy w podobny
sposéb, jak catke funkcji dw6ch zmiennych na przedziale plaskim (por. rozdz. V punkt 2).
Whnetrzem przedziatu IP (por. rozdz. III punkt 5) jest przedzial otwarty okreslony przez
nieréwnosci ostre
a<z<a, b<y<d, c<z<c.

Przez podzial Il przedzialu domknietego IP rozumiemy przedstawienie go w postaci sumy
k
n: P=Jwp,
=1

gdzie IP; (j = 1,2,..., k) sa przedzialami domknietymi o rozlacznych wnetrzach. Obiera-
jac, przy ustalonym podziale II, punkty posrednie

mozemy dla funkcji f(z,y, z) okreslonej w przedziale IP utworzyé sume przyblizong
k

S(f,TLp(I) = > £(&5,m5, G) P

J=1
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Podobnie, jak w przypadku plaskim, srednica dowolnego zbioru ID C IR? nazywamy liczbe

diamID = sup d(p,q),
p,g€D

gdzie d(p,q) oznacza odlegtosé punktéw p,q (por. rozdz. punkt 3). Srednica, prostopa-
dloscianu IP jest dlugos¢ jego przekatnej

diamIP = \/(a/ — a)2 + (b’ — )2 + (¢ — ¢)2.
Srednice podzialu II okreslamy jako

d(II) = maxdiamIP;,
J

za$ ciag {I1,,} podzialéw przedzialu IP spehmiajacy warunek

lim d(II,,) = 0

n—o0

nazywamy ciqgiem normalnym podziatow.
Méwimy, ze funkcja f(z,y, 2) jest catkowalna na przedziale domknietym IP C IR3, jezeli
istnieje liczba G spelniajaca warunek

G = li_)m S(f, I, p(I1,))

dla dowolnego ciagu normalnego podzialéw {II,,} i dowolnego obioru punktéw posrednich
p(Il,). Liczbe G nazywamy catkq potrdjng funcji f(x,y,z) na przedziale IP i oznaczamy

symbolem
/// flx,y,2z)dxdydz.
P

) J[| 1@y dwayaz = tim s(s.10,p01,))

Wobec tego

gdzie {I1,,} jest dowolnie obranym ciagiem normalnym podziatéw przedziatu IP za$ p(Il,,)
oznacza dowolnie obrany ukiad punktéw posrednich odpowiadajacy podziatowi II,,.
Podamy bez dowodu odpowiednik twierdzenia 1 rozdz. V:

Twierdzenie 1. Funkcja f(x,y,z) okreslona i ograniczona w przedziale domknietym
IP C IR3 jest catkowalna na tym przedziale, jezeli spelnia jeden z nastepujacych warunkéw:
(i) f jest ciggta w przedziale IP;
(ii) punkty nieciagltosci funkcji f lezaq na powierzchni S C P okreslonej (po ewentualnej
zamianie zmiennych) réwnaniem z = g(x,y), gdzie g jest funkcjq ciagla w pewnym ptaskim
obszarze reqularnym (por. rozdz. V punkt 4);
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(iii) punkty nieciagtosci funkcji f leza w zbiorze bedacym sumq skoriczonej iloSci
powierzchni opisanych w punkcie (ii).

Niech ID C IR3 bedzie ograniczonym obszarem domknigtym (por. rozdz. V punkt 4).
Moéwimy, ze ID jest obszarem regularnym, jezeli jego brzeg (por. rozdz. III punkt 5) jest
suma, skoficzonej ilosci powierzchni opisanych w punkcie (ii) twierdzenia 1.

Uwaga: cytowane definicje dotycza obszaréw plaskich, przenosza, sie jednak latwo na
przypadek przestrzenny - dokladne sformulowanie pozostawiamy Czytelnikowi.

Okreslimy teraz calke potrdjna na obszarze regularnym ID postepujac podobnie, jak w
przypadku dwéch zmiennych. Zakladajac, ze funkcja f(z,y, z) jest ciagla w ID przyjmu-
Jemy

jb(xayaz)'_ { 0 dla ($,y)§éHD

oraz

(3) ///ID f(z,y,2)dxdydz = // Ipfo(m,y, z)dz dydz,

gdzie IP jest dowolnym przedzialem domknietym zawierajacym obszar ID. Poniewaz fy
moze by¢ nieciagla jedynie na brzegu obszaru ID, calka po prawej stronie (3) istnieje zgodnie
z twierdzeniem 1 (iii). Latwo réwniez okazaé, ze catka ta nie zalezy od wyboru przedziatu.

Wszystkie twierdzenia udowodnione w rozdziale V dla caltki podwojnej przenosza, sie
na przypadek calki potrdjnej. Oméwimy dokladniej odpowiedniki twierdzen 6, 6’ oraz
twierdzen 8, 9 o zamianie calki na caltke iterowana. Modyfikacja dowodu twierdzenia 6
daje

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f(z,y,z) jest ciagta w przedziale domknietym TP C R3
okreslonym nierdwnosciami (1), to

(4) A%j@%@m@W:LdeQ[}@%@w)@rm

Wygodniejszy, bez uzycia nawiaséw, zapis réwnosci (4) ma posta¢ (por. Uwaga po
twierdzeniu 7 rozdz. V)

(@) ﬂ%j@%@mwwzédmﬂﬁy[}@%aw

W réwnosciach (4), (4’) mozna oczywiscie zamieni¢ role zmiennych z,y, z. Wynika stad,
ze calka iterowana po prawej stronie nie zalezy od kolejno$ci wykonywanych catkowan.
Przyklad 1. Opierajac sie na réwnosciach (4), (4’) obliczymy catke potrdjna,

A:///Ip(a:-l—y-l—z)da:dydz,
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gdzie IP jest przedzialem okreslonym nieréwnosciami
0<z<a, 0<y<bh, 0<Lz<e

Catkujac wzgledem z przy chwilowo ustalonych z,y dostajemy

/Oc(a:-l—y-l—z)dz:c(a:-i-y)-l- [g}:

zatem

¢ 1
/ (a:+y+z)dz:c(x+y)+§c2.
0

Ustalajac chwilowo x calkujemy otrzymana, réwnosé¢ wzgledem y, co daje

b c
1 1
/ dy / (x +y+ 2)dz = bex + —bc? + +-b’c.
0 0 2 2
Obustronne catkowanie wzgledem x ostatniej réwnosci daje
L 2 2
A= E(a bc + ab”c + abc®).

Méwimy, ze obszar domkniety ID C IR3 jest normalny wzgledem plaszczyzny y, jezeli
jest okreslony przez warunki

(5) 9(z,y) < z < h(z,y), (z,y) € ID¥,

gdzie ID* jest obszarem regularnym w plaszczyznie IR? a funkcje g, h sa ciagte w ID*. Z po-
danej definicji wynika, ze obszar ID* jest rzutem prostopadlym obszaru ID na plaszczyzne
xy. Zamieniajac role zmiennych okreslamy podobnie obszar normalny wzgledem po-
zostalych plaszczyzn ukladu wspétrzednych.

Latwo sprawdzi¢, ze obszar normalny wzgledem jednej z plaszczyzn uktadu wspolrzed-
nych jest obszarem regularnym, wobec tego mozemy rozwazaé catke funkcji ciaglej na takim
obszarze. Rozumujac podobnie, jak w dowodzie twierdzenia 8 rozdz. V otrzymujemy

Twierdzenie 3. Jezeli funkcja f(x,y, z) jest ciaglta w obszarze ID normalnym wzgledem
plaszezyzny xy okreslonym przez warunki (5), to

(6) ///]D (@9, 2) d:cdydz://* (/g::)y)f(a:,y,z) dz> da dy.

Uwaga. Calka wzgledem zmiennej z po prawej stronie (6) jest calka zalezna od parame-
tréow x,y. W poczatkowym kursie analizy dowodzi sie, ze calka taka jest ciagla funkcjg
zmiennych x,y przy zalozeniu, ze funkcje f, g, h sa ciagle, wobec tego catka podwdéjna po
obszarze ID* po prawej stronie (6) istnieje.
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Zalézmy teraz, ze ID* jest obszarem normalnym wzgledem osi z-6w opisanym
nieréwnosciami
a<z<b  p(z)<y<q(z),

gdzie funkcje p, q sa ciaglte w przedziale [a,b] oraz p(z) < ¢q(z) dla a < z < b. Opierajac
sie na twierdzeniu 8 rozdz. V mozemy réwnosé (6) zapisa¢ w postaci

(7) ///]D f(z,y,2)dxdydz = /ab [/pj:) (/g;(wyj) f(z,y, 2) dz) dy] dx

lub, bez uzycia nawiaséw, jako

b q(z) h(z,y)
(7) /// f(z,y,2)dedydz :/ dx / dy / flx,y, z)dz.
D a p(z) g(z,y)

Zamieniajac role zmiennych mozemy w podobny spos6b sprowadzi¢ do calki iterowanej
caltke potrdjna z funkcji ciaglej na obszarze normalnym wzgledem dowolnej z plaszczyzn
ukladu wspétrzednych.

Rozwazymy teraz sytuacje gdy funkcja f(z,y,z) jest stala, réwna 1. Wéwczas dla
dowolnego podziatu II przedziatu IP i dowolnie obranych punktéw posrednich p(IT) mamy

S(f, 10, p(Il)) = [IP|

J[[ dwiyiz= .

W przypadku dowolnego obszaru regularnego ID suma przyblizona

S(fo, IT, p(IT))

jest réwna objetosci bryly zlozonej z przedzialéw, przy czym bryla ta aproksymuje obszar
ID tym lepiej, im mniejsza jest srednica podziatu I1. Opierajac sie na definicji (3) mozemy
wobec tego przyjal, ze objetos¢ obszaru regularnego ID wyraza si¢ wzorem

(8) D| = ///]D d dy dz.

Przyklad 2. Obliczymy objeto$¢ obszaru ID ograniczonego plaszczyznami

i wobec tego zgodnie z (2)

plaszczyzna P o réwnaniu
r+y—z+1=0

i powierzchnia, walcowa, okreslona, réwnaniem

y = 22 (0<z<1).
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Plaszczyzna P przecina plaszczyzne zy wzdluz prostej [ o réwnaniu
r+y+1=0,
przy czym dla z > 0, y > 0 mamy
z=z+y+1>0.
Wobec tego obszar przestrzenny ID jest obszarem normalnym okreslonym przez warunki
0<z<z+y+1, (z,y) € D,

gdzie ID* (por. rys. 50) jest obszarem plaskim, normalnym wzgledem osi z-6w, okreslonym
przez nieréwnosci
0<z<1, 2?2 <y<l.

C A

[rys. 50] |

Zgodnie z (8) i regula (7’) mamy zatem

1 1 rz4+y+1
D :/ dx/ dy/ dz
0 T2 0
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i wykonujac kolejno catkowania otrzymujemy

1 1 1 1 qy=1
|]D|:/ dm/ (a:-l—y+1)dy:/ [(a:+1)y+§y2] ,dz
0 z2 0

Y1y, ) 3
|]D|:/ <——m —2 -z +m+—) dz.
o U 2 2

Po obliczeniu ostatniej calki dostajemy

zatem

1 1 1 1 391 79
]D:[__s__ P _}_ .
D 107 T 1% 3% T3 9% T 6o

2. Zamiana zmiennych w calce potréjnej.

Rozumowania dotyczace calki podwdjnej przenosza sie latwo na catke potréjna. W dal-
szym ciagu bedziemy opierali si¢ na definicjach podanych w rozdz. VII punkt 2 dotyczacych
funkcji dwéch zmiennych i obszaréw plaskich. Latwo przenie$¢ je na przypadek
przestrzenny; proponujemy, by Czytelnik zrobit to samodzielnie jako ¢wiczenie.

Rozwazmy odwzorowanie

Q:"L.:QD(UHan)a y:¢(uav7w)7 Z:X(U,U,’IU)

3 3
UV, W T,y,2"

obszarze Q C IR? mozemy, podobnie jak w przypadku dwéch zmiennych, utworzyé macierz
Jacobiego. Wyznacznik tej macierzy

z przestrzeni IR w przestrzen IR Zakladajac, ze ® jest klasy C' w pewnym

Pu  Pv  Pw
J(u,v,w) = ¢u '@bv ’pr
Xu Xv Xw

nazywamy jakobianem odwzorowania ®.

Przykiad 3. Niech ® bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorami

T =rcos ¢ cos b, Yy = rcos ¢ sin 6, z =rsing,
9
) 20, ©<o<am, ~T<p<T),
-odpowiada ono wprowadzeniu wspdtrzedych sferycznych w przestrzeni ]Ri,y’z (por.

rozdz. IV punkt 7). Jakobian odwzorowania ® ma postaé

cos¢pcosf —rcospsinf —rsin¢cosh
J(r,$,0) = |cos¢psinf® rcos¢pcosf —rsingsinb |,
sin ¢ 0 7 COS ¢
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co po rozwinieciu wyznacznika wedlug ostatniego wiersza daje

(10) J(r,¢,0) = A sing + Brcos ¢,
gdzie
| —rcos¢sinf —rsingcosf| o .
(11) A= rcos¢gcos) —rsin¢gsinb ‘ =7 singcos ¢
oraz
__|cos¢cosf —rcos¢sinf| 2
(12) B= cos¢sinf  rcos¢cosb ‘_ rcos” .

Uwzgledniajac (10), (11), (12) dostajemy
(13) J(r,0,¢) = r?cos ¢.
Przyklad 4. W przestrzeni ]Rg’y’z mozemy rowniez wprowadzi¢ wspdtrzedne walcowe

T = rcoséb, y =rsinf, z=w,

14
(14) (r>0, 0<6<2mr, —o00o<w<o),

gdzie r = |OP'|, P' = (z,y,0) jest rzutem prostopadtym punktu P = (z,y, z) na plasz-
czyzne ry zas 6 oznacza kat w plaszczyznie ry miedzy dodatnia, pdlosia, z-6w a wektorem
OP'. Jakobian odwzorowania ® okreslonego wzorami (14) ma postaé

cos —rsinf 0
J(r,0,w)=|sinf rcosf 0
0 0 1

zatem rozwijajac wyznacznik wedlug trzeciego wiersza dostajemy
(15) J(r,0,w) =r.

Definicja dyfeomorfizmu podana w rozdz. VII punkt 2 przenosi si¢ bez zmian na przy-
padek obszaru domknietego IB C IR3. Podamy bez dowodu odpowiednik twierdzenia 1
z tego rozdziatu.

Twierdzenie 4 (o calkowaniu przez podstawienie). Zakladamy, ze
19 B jest domknietym obszarem regularnym w przestrzeni IRz’%w;

P odwzorowanie

P ZU:(p(’U,,’U,’LU), y:lb(%vaw)a Z:X(’U,,’U,’w)

jest dyfeomorfizmem w obszarze IB;
L obraz D zbioru B przy odwzorowaniu ® jest domknietym obszarem regularnym
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w przestrzeni R3S 9,23

49 funkcja f(z,vy, z) jest ciagla w obszarze ID.
Wéowczas

/// flz,y,2)dedydz =

/// pu, v, w) w(“””w)aX(UaUa’w)>|J(U,v,w)|dudvdw.

Uwaga. Zgodnie z zalozeniem 3° mamy
D=%(B), B=3& (D),

wobec tego przyjmujac oznaczenie

(0, w), 9w, v, 0), x(,0,0) ) = (f 0 @) (u,v,w)

mozna wzér (16) zapisa¢ krécej w postaci

(167) //]Dfda:dydz://L_I(D)(focbﬂﬂdudvdw.

Opierajac sie na wzorze (8) mozemy teraz sformutowaé

Whniosek. Przy zatoZeniach twierdzenia 4

(17) ID| = //]B 17| du dv dw.

Przypusémy teraz, ze chcemy obliczy¢ catke

(18) / / [ fp.)dodyds

przy uzyciu wspélrzednych sferycznych (Przyklad 3) zakladajac przy tym, ze

(z1) f jest funkcja, ciagta, w regularnym obszarze domknigtym ID C R3 .2

(z2) D = ®(IB), gdzie ® oznacza odwzorowanie okreslone wzorami (9) zas IB jest regu-
larnym obszarem domknietym w przestrzeni ]R:;’,g, » zawartym w przedziale

0<r<R, 0<6<2m, <¢<

ol 3
e

Poniewaz

®(r,0,¢) = @(r,0 + 27, ¢)
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oraz, zgodnie z (13);
J(0,6,¢) = J(r,0,£7) =0,

odwzorowanie ¢ nie jest naogdét dyfeomorfizmem w obszarze IB i nie spelnia wobec tego
zalozenia 2° twierdzenia 4. Mimo to mozna, podobnie jak w przypadku wspéirzednych
biegunowych na plaszczyznie (rozdz. VII punkt 2), przeksztalcié¢ catke (18) wprowadzajac
wspétrzedne sferyczne i korzystajac ze wzoru (15). WprowadZzmy w przestrzeni ]Ri’,e, &
przedzialy

K.: 0<r<e 0<0<2m, —gggbgg,

S': 0<r<R, 0<6<2n, g—a‘g(bgg,
(19) \ - hn

S2: 0<r<R 0<0<2m, -2 <¢<-—o+e

W.: 0<r<R, 0<0<e, —ggqﬁgg

i niech Y. oznacza ich sume. Z nieréwnoéci (19) wynika, ze

(20) lim |%| = 0.
e—0

Kazdy ze zbioréw ®(K.), ®(S?), ®(S?), ®(W,) jest podzbiorem przestrzeni RJ , , okreslo-
nym we wspéhrzednych sferycznych przez odpowiednia, nier6wnosé (19), przy czym zbiory
te sa zawarte w kuli o Srodku w poczatku ukladu wspétrzednych i promieniu R. Dokladnie;j:
®(K.) jest kulg o srodku (0,0,0) i promieniu ¢;
D(S1), (S2) sa stozkami kotowymi o wierzchotku w punkcie (0,0, 0) i kacie rozwarcia
tworzacych 2¢;
®(W,) zawiera sie¢ w wycinku przestrzeni lezacym miedzy dwoma plaszczyznami prze-
chodzacymi przez o z-6w i tworzacymi kat ¢.
Wobec tego kazdy z tych zbioréw zawiera sie¢ w pewnym przedziale tréjwymiarowym,
ktorego objetos¢ dazy do zera przy ¢ — 0, przyjmujac zatem

B(T.) = A,
mamy
(21) lim |A.| = 0.
e—0
Niech
]Be:]B\Esv ]DEZID\A&
wowczas

D, = ®(B,)

i przy tym kazdy ze zbioréw IB, ID daje si¢ roztozy¢ na sume dwéch obszaréw regularnych
o roztacznych wnetrzach w nastepujacy sposob:

(22) B=B.U%, D=ID,UA..
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Twierdzenie 10 rozdz. V udowodnione dla calki na plaszczyZnie przenosi sie bez zmian na
calke potrdjna, (proponujemy Czytelnikowi przeprowadzenie dowodu). Wobec tego rozklad
(22) daje

(23) //]Dfdacdydz://]D fda:dydz-l—//A fdxdydz

oraz

(24) //B(fo@)mdrcwdgb:///]Be(fo<I>)|J|drd9dq§+///ze(fo<1>)|<]\drdeqS.

Zauwazmy, ze
1° dla dowolnie ustalonego ¢ > 0 odwzorowanie ® jest dyfeomorfizmem w obszarze IB.,
wobec tego na mocy twierdzenia 4

(25) ///Defd:vdydz:///IBs(fo@)|J|drd0d¢;

20 7 ciaglosci funkeji f oraz (f o ®)|J| wynika istnienie stalej M > 0 takiej, ze
|f($,y,z)| SM dla (iU,y,Z) e

oraz

((fo®)|J[(r,0,¢)| <M dla (r,0,¢) € B

i wobec tego (por. twierdzenia 2’, 3’, 4’ rozdz. V dotyczace calki podwdjnej)

(26) ‘//A fdz dy dz gM///A dodydz = M|A.,|

oraz

(27) ‘///Es(fod))u\drdedd)‘ < M///E drdf d¢ = M|S.|.

Mozemy teraz sformulowaé
Twierdzenie 5 (o calkowaniu przez podstawienie we wspéirzednych
sferycznych).Zaktadamy, ze
1% ® oznacza odwzorowanie okreslone wzorami (9) (odpowiadajace wprowadzeniu
wspotrzednych sferycznych w przestrzeni ]Ri’y’z );
2 spetnione sq zatozenia (z1), (z2).
Wowczas zachodzi réwnosé

(28) //]Dfdacdydz:///IB(fo<I>)r2cosgbdrd0dq5.
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DOWOD. Z oszacowani (26), (27) wynika, ze

il_I)I(l)///A fdxdydz=0
15%///2 (f o ®)|.J| drdf dp = 0.

Wobec tego, uwzgledniajac (23) i (24), mozemy przej$¢ do granicy przy € — 0 w réwnosci
(25), co daje teze. O

oraz

Podobne uwagi dotycza przeksztalcania calki (18) przy uzyciu wspélrzednych walcowych.
Oznaczajac przez ® odwzorowanie okreslone wzorami (14) mamy

O(r, 0, w) = ®(r,0 + 27, w)
oraz, zgodnie z (15),
J(0,0,w) =0,

zatem odwzorowanie ® nie jest na ogdt dyfeomorfizmem w dowolnie obranym obszarze 1B

przestrzeni ]Rf’g’w. Mimo to pozostaje stuszny odpowiednik twierdzenia 4, ktory sformu-

lujemy nastepujaco:

Twierdzenie 6 (o calkowaniu przez podstawienie we wspéirzednych
walcowych). Zaktadamy, ze

19 funkcja f(x,vy, z) jest ciagla w reqularnym obszarze domknietym 1D C ]R;y’z;

2 ® oznacza odwzorowanie

r=rcosf, y=rsinf, z=w

(odpowiadajace wprowadzeniu wspdtrzednych walcowych w przestrzeni R3 , .);

w7y7z
L mamy
D = ¢(IB),

gdzie IB C ]Ri”e’w jest reqularnym obszarem domknietym zawartym w przedziale
r>0, 0<0<2r, —o0o<w< .

Wowczas zachodzi réwnosé

(29) //]Df(a:,y,z)da:dydz:///]Bf(rcos@,rsinﬁ,w)rdrd&dw.

DOWOD. Dowéd przebieg podobnie do dowodu twierdzenia 5 przy uwzglednieniu réwnosci
(14), (15) (por. réwniez dow6d twierdzenia 2 rozdz. VII). Szczegély pozostawiamy Czytel-
nikowi. ]
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Przyklad 5. Obliczymy objetos¢ kotowego stozka Scietego S o wysokosci h i promie-
niach podstaw R, Rs. Przy odpowiednim obiorze uktadu wspéirzednych powierzchnia
stozka jest opisana réwnaniem

z=my/x2+ y2?,

gdzie m jest dana, liczba, dodatnia. Przekrdj stozka plaszczyzna y = 0 dla z > 0 podany
jest na rys. 51, z ktérego widad, ze

(30) h =ho —hy oraz %:Z—z:m

[r:ys. 51] |

Stozek S jest okreslony w przestrzeni IRi,%z przez nieréwnosci

my/x2 +y? < z, 0< hi <z< hs,

ktére po wprowadzeniu wspéhrzednych walcowych przyjmuja postaé
(31) hlf’wghz, 0§9S27I'

oraz, przy ustalonych w, 6

(32) 0

VAN

/

AN
IE
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Stosujac wzor (8) dostajemy zgodnie z twierdzeniem 6

(33) |S|:///S dxdydz:///IBrdrdOdw,

gdzie IB jest obszarem domknietym w przestrzeni ]RT 9. OPisanym przez nier6wnosci (31),

(32). Jest to obszar normalny wzgledem plaszczyzny IRG’U), gdyz mozna go okresli¢ przez
warunki

OSTSE, (w, 0) € B*,
m

gdzie IB* oznacza przedzial okreslony nieréwnosciami (31). Wobec tego, zgodnie z twierdze-

niem 3, réwnosé (33) daje
si= [ ([ rar) ana

czyli, po obliczeniu wewnetrznej calki,

— 1 2

Zamiana calki podwéjnej po prawej stronie (34) na calke iterowana (por. rozdz. V

twierdzenie 6) daje
1 27 hz
=5 / do / w? dw
2m 0 h1

skad po obliczeniu wewnetrznej calki dostajemy
(35) S| = 5 (h3 - h).

Wprowadzone parametry m, hi, hy latwo wyrazi¢ przez dane zadania h, R,, Ry korzysta-
jac z (30). Prosty rachunek daje

Ry Ry h
hi=h—>t " hy=h—>2 =
YRRy T "Ro—Ry T Ry—-Ry

skad po podstawieniu do (35) dostajemy

R3
ro — Ry

S| = —7rh
czyli, po rozlozeniu licznika na czynnika i skréceniu,

S| = —7rh (R? + R1R, + R2).



226

Przechodzac do granicy przy R; — 0 dostajemy stad znany wzor na objetos¢ stozka
kotowego o wysokosci h i promieniu podstawy R = Rs.

Przykiad 6. Obliczymy objetos¢ kuli K o promieniu R. Zakladajac, ze kula ma
Srodek w poczatku ukiladu wspéirzednych przestrzeni ]Rg,%z mozemy ja opisa¢ we wspol-
rzednych sferycznych przy pomocy nieréwnosci

(36) 0<r<R, 0<60<2r, —-<¢<

bo | 3
SE

Przyjmujac f = 1 w twierdzeniu 5 dostajemy zgodnie z (8) i (28)

KR :///IBr2cos¢drd9dq5,

gdzie IB oznacza przedzial domkniety w przestrzeni ]Rf’&  okreslony nieré6wnosciami (36).
Zamieniajac catke po prawej stronie na calke iterowang (por. Twierdzenie 2) dostajemy

R 27 5
|KR\:/ r2dr/ d9/ cos ¢ dop,
0 0 -z

3R

=[5 ] i

co po scalkowaniu daje

[NE]

ME

Ostatecznie otrzymujemy znany wzor na objetos¢ kuli

4
|KR| = gﬂ'RS.

3. Interpretacja fizyczna calki potrgjnej.

Wréémy do definicji catki potréjnej po obszarze regularnym ID z funkeji f(x, y, z) ciaglej
w ID, ktéra podaliémy w punkcie 1. Niech IP bedzie przedzialem domknietym zawierajacym
ID i niech II oznacza podzial

k
(37) n:  P=|Jwp,
j=1

przedziatu IP, w ktérym IP; (5 = 1,...,k) sa przedzialami domknietymi o roztacznych
wnetrzach. Aby utworzy¢ sume przyblizona, catki mozemy

19 z rozkladu (37) wybraé¢ tylko te przedzialy IP;, ktére maja niepusty przekrdj z ob-
szarem ID - przedzialy te oznaczymy jako IP} (j =1,...,k* < k),

20 zalozyé, ze

(38) P = (fj,nj,gj) € IP; NID (_] =1,..., k*)
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Przyjmujac
-
(39) S*(f, 10, p(I0) = Y~ f(&5,m5, G) [P
7j=1
mamy
(40) / / fdvdydz = lim S*(f, 1L, p(IL,))
]D n—,oo

dla dowolnego ciagu normalnego podziatéw {II,} przedziatu IP.

Przypus$émy teraz, ze obszar ID jest wypehiony substancja, o gestosci f(z, y, 2), woéwczas
suma przyblizona (39) aproksymuje mase tego obszaru z tym lepsza dokladnoscia im
mniejsza jest Srednica podziatu I1. Z uwagi na (40) mozna zatem przyjaé, ze masa ob-
szaru ID wyraza sie wzorem

(41) M = ///]D f(z,y,2)dxdydz.

Niech U bedzie ukladem punktéw materialnych P; = (zj,y;j,%;) 0 masie m;
(j=1,...,s). Wéwczas
(i) momentem statycznym uktadu U wzgledem plaszczyzny Y. nazywamy wyrazenie

S
Mg = Z djmj,
1=1
gdzie d; oznacza odleglo$¢ wzgledng punktu P; od plaszczyzny ¥ (tzn. odleglos¢ opatrzona,
znakiem + lub - zaleznie od tego, po ktérej stronie plaszczyzny ¥ znajduje si¢ punkt P;);

(ii) Srodkiem masy ukladu U nazywamy punkt (£,7,() o wspéhrzednych okreslonych
wzorami

1 O 1< 1 O
§=— E m;T;, n=— E ;Y5 (== E m;zj,
Ul 4 Ul 4 U] 4
J=1 J=1 J=1
gdzie

U= m;
j=1

oznacza calkowita mase ukltadu U;
(iii) momentem bezwtadnosci uktadu U wzgledem plaszczyzny (prostej, punktu) nazy-

wamy wyrazenie
S
— 2.
B = E d;mg,
=1

gdzie d; oznacza odleglos¢ punktu P; od tej plaszczyzny (wzglednie prostej lub punktu).
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Pojecia te latwo przenie$¢ na przypadek masy rozlozonej w obszarze regularnym ID
z ciagla, gestoscia, f(x,vy,z). Zauwazmy, ze j-ty wyraz sumy (39) mozna w przyblizeniu
uwazaé za mase m; skupiong w punkcie p; spelniajacym relacje (38), przy czym dokladnosé
przyblizenia wzrasta gdy srednica podzialu dazy do zera. Z uwagi na przejscie graniczne
(40) okreslimy zatem

(A) momenty statyczne obszaru ID wzgledem plaszczyzn uktadu wspdlrzednych jako calki

sz:/// zf dzdydz, Myz:/// zf dzdydz,
D D
D

(B) $rodek masy obszaru ID jako punkt (&,7, (), ktérego wspétrzedne (&,7, () wyrazaja

sie wzorami . .
§:M///]Dxfdxdydz, nzﬁ///myfdxdydz,
1
CZM///]szdxdydz,

gdzie M oznacza mase obszaru ID okreslona, wzorem (41);
(C1) momenty bezwtadnosci obszaru ID wzgledem ptaszczyzn uktadu wspdtrzednych jako

catki
Bwy:///z2fdxdydz, Byz:/// 22 f dz dy dz,
D
B~ [[[ vtdvaya
D

(C2) momenty bezwtadnosci obszaru ID wzgledem osi ukladu wspdlrzednych jako catki

Bmz/// (y? + 2%) fdx dy dz, By:/// (2 + 2%) f dz dy dz,
D D
B, = /// (22 4+ y?) f de dy dz;
D

(C3) moment bezwtadnosci obszaru ID wzgledem poczatku uktadu wspdlrzednych jako

catke
Bo = /// (22 +y% + 22) fdr dy dz.
D
Ze wzoréw (A), (B) otrzymujemy natychmiast réwnosci
M¢=M,,, Mn=M,,, M({ = My,.

Wynika z nich, ze umieszczajac caltkowita mase obszaru w jego §rodku masy otrzymujemy

punkt materialny, ktérego momenty statyczne wzgledem ptaszczyzn uktadu wspoétrzednych
sg rowne odpowiednim momentom tego obszaru.
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Przykiad 7. Znajdziemy srodek masy pétkuli IDp o promieniu R przyjmujac, ze
gestosé f = 1. Umieszczajac §rodek kuli w poczatku uktadu uktadu wspéirzednych mozemy
przyjaé, ze obszar IDp jest okreslony we wspéirzednych prostokatnych przez nieréwnodci

?+y?+22 <R’ z2>0

za$ we wspolrzednych sferycznych przez nieréwnosci

(42) 0<r<R, 0<6<2m, 0

IA
ASS
IA
N[ 3

Zgodnie ze wzorem (41) mamy (por. Przyklad 6)
2 53

za$ definicja (B) w oparciu o twierdzenie 5 daje réwnosci

1 1
5:—/// r3cos2q§c0s9drd0d¢, nz—/// T3COS2¢Sin9d7‘d9d¢a
44) M e M1 e

¢ = %///IP 73 cos ¢ sin ¢ dr df dep,

w ktérych IPr oznacza przedzial w przestrzeni IRff’g’ » Okreslony nier6wnosciami (42). Po
zamianie calek potréjnych na calki iterowane (por. Twierdzenie 2) wzory (44) przyjmuja,

postaé
1 R 2T £l
g:—/ rrdr/ cos0d0/ cos® ¢ dg,
M 0 0 0

1 (R . 21 z ) 1 B 5 3
":M/O r dr/o sm&d&/() cosZ ¢ dg, C:M/o T dT/O sin ¢ cos ¢ d¢

z ktorej po obliczeniu calek wynika, ze

(

3
§=n=0, C_IG—WR

Zadania.
1. Niech IP bedzie przedzialem okreslonym nieréwnosciami (1) i niech

f(z,y,2) = p(x)q(y)r(z),

gdzie p, g, r sa funkcjami ciaglymi jednej zmiennej. Udowodnié, ze

a’ b’ ¢
// fda:dydz:/ pda:/ qdy/ rdz.
P a b c
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2. Obliczy¢ caltke potrdjna

///(a:2+y2+z2)dxdydz

zakaladajac, ze IP jest przedzialem okreslonym nieréwnosciami

0<z<a, 0<y<bh, 0<Lz<ec

3. Obliczy¢ objetosé pbszaru ID ograniczonego plaszczyznami
z =0, y =38, z =0,

plaszczyzna, P o réwnaniu
r+2y—24+1=0

i powierzchnia, walcowa, okre$lona, réwnaniem

y = z° (0<z<2).

4. Opierajac sie na wzorze okreslajacym objetosé kuli o promieniu R (por. Przyklad 6)
obliczy¢ objetos¢ elipsoidy ograniczonej powierzchnig o réwnaniu
2 2 2

x Yy z
?+_+c_2:1’ (a,b,c > 0).

Wskazowka: wprowadzi¢ odpowiednig transformacje zmiennych z,y,z i oprzec¢ sie na
twierdzeniu 4.

5. Uzywajac wspolrzednych walcowych obliczy¢ objeto$¢ walca kotowego i stozka kotowego
o wysokosci A 1 promieniu podstawy R.

6. Niech IDgp oznacza czes¢ kuli o sSrodku w poczatku ukladu i promieniu R zawarta
miedzy plaszczyznami y = 0 oraz y = v/3z. Znalez¢ §rodek masy obszaru IDp zakladajac,
ze gestosé f = 1.

Wskazowka: zastosowaé wspolrzedne sferyczne.

7. Niech ID bedzie czesdcig kuli o §rodku w poczatku uktadu i promieniu 1 lezaca nad
plaszczyzna z = ¢ (0 < ¢ < 1). Zakladajac, ze gesto$é f spehia jeden z warunkéw

G) f=1, (i) fr)=e, (i) f(r)=1+7

(gdzie 7 = /22 4+ y2 + 22) znalez¢ Srodek masy obszaru ID oraz moment bezwladnosci
tego obszaru wzgledem poczatku uktadu.
Wskazéwka: jak w zadaniu 6.

8. Zmnalez¢ $rodek masy kolowego stozka Scigtego o wysokosci h i promieniach podstaw
R1, Ry zakladajac, ze gestos¢ f = 1.

Wskazéwka: wprowadzi¢ wspoélrzedne walcowe i przeprowadzi¢ rachunki podobne, jak w
Przykladzie 5.



