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Wstep

Skrypt ten powstal na podstawie notatek do wyktadu ,,Algbra liniowa 2” prowa-
dzonego przez prof. dr. hab. Jacka Swiagtkowskiego. Przeznaczony jest dla studentéw
pierwszego roku matematyki, w szczegolnosci dla stuchaczy kursu z algebry liniowe;j
2 w latwiejszym nurcie A.

Zaltozeniem skryptu byta pomoc stuchaczom w lepszym zrozumieniu tresci oma-
wianych w trakcie wyktadu, dlatego zostal on napisany prostym jezykiem i wzboga-
cony o liczne rysunki i przyktady.

Tresci omawiane w trakcie wyktadu, a tym samym zawarte w niniejszej pracy,
obejmujg zakres klasycznej algebry liniowej potaczonej z geometrig analityczna, dla
przestrzeni R3, R™ oraz dowolnych przestrzeni wektorowych. Skrypt ten w wielu
miejscach bedzie zawieral odwotania do analogicznych poje¢ omawianych w trakcie
wyktadu ,,Algebra liniowa 1”71 zawartych w pierwszej czesci skryptu napisanej przez
Patrycje Piechaczek, dlatego wskazane jest, aby czytelnik chcacy zapoznaé sie z
niniejsza pracg opanowat najpierw material omawiany w pierwszej czesci.

Pierwsze cztery rozdzialy poswiecone zostaly na oméwienie podstawowych po-
je¢ uzywanych przy badaniu przestrzeni R3, przy czym szczegdlny nacisk polozono
na geometryczng interpretacje tych poje¢, a dopiero w oparciu o nie wprowadza
sie teorie z algebry liniowej. Nastepnie (rozdzialy 5 - 11) oméwiono przeksztalcenia
przestrzeni R®, szczegdlny nacisk potozono na poznanie teorii dotyczacych przeksz-
talcen liniowych, poczynajac od geometrycznych przyktadéw takich przeksztatcen,
poprzez omdwienie najwazniejszych wlasnosci, a konczac na wprowadzeniu pewnych
klas przeksztatcen liniowych. W odniesieniu do nich wprowadza sie rowniez poje-
cie wartosci i wektorow wtasnych oraz macierzy przeksztalcenia. Kolejne rozdziaty
(12-13) dotycza pewnych rodzajéw macierzy rozmiaru 3 x 3, wraz z odniesieniem
do przeksztatcen zadanych tymi macierzami. W dalszej czesci (rozdzial 14) wpro-
wadzono nowe uktady wspotrzednych, zarowno na ptaszczyznie jak i w przestrzeni,
ktore beda wykorzystywane do badania powierzchni stopnia drugiego, omawianych w
rozdziale 15. W skrypcie dos¢ duzo uwagi poswieca sie réznym metodom rozwigzy-
wania uktadéw réownan liniowych z wieloma niewiadomymi (rozdzialy 16,18,21).
Dalsza czes¢ zawiera teorie dotyczaca przestrzeni wyzszych wymiaréw, przy czym
zrezygnowano tu z odwolywania sie do intuicji geometrycznych. Pozostawiono je-
dynie analogie do przestrzeni R? i R3. Nastepnie (rozdzial 18) wprowadzono teorie
dotyczaca macierzy dowolnego rozmiaru. Omoéwiono tam dziatania na macierzach,
jak réwniez ich zastosowanie. Na koniec (rozdzial 24) podano przyktady poje¢ wys-
tepujacych w przestrzeniach R™ oraz w dowolnych przestrzeniach wektorowych, ktére
mozemy rozpatrywaé jako uogoélnenia poje¢ pojawiajacych sie w R® i R™.

Mam nadzieje, ze skrypt ten przyczyni si¢ do lepszego zrozumienia tresci oma-
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wianych w ramach wyktadu. Zycze Czytelnikowi czerpania jak najwiekszej przyjem-
nosci z odkrywania algebry liniowej.

Barbara Szczepanska
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Rozdziat 1

Punkty i wektory w R’

W rozdziale tym zajmowaé bedziemy sie podstawowymi wlasnosciami prze-
strzeni R3, w ktérej wprowadzony zostal uktad wspotrzednych. Zdefiniujemy pojecia,
ktore bedziemy wykorzystywac¢ w dalszych badaniach tej przestrzeni. Nauczymy si¢
wykonywaé podstawowe dziatania na wektorach z R3, okredlimy réwniez wlasnosci
tych dziatan.

1.1 Wspdblrzedne punktéw w R3.

> Uktad wspélrzednych O,,. w przestrzeni

Przypomnijmy, ze uklad wspétrzednych w R? sktada sie z trzech wzajemnie
prostopadtych osi liczbowych o wspolnym poczatku w punkcie O, zwanym poczat-
kiem uktadu wspotrzednych. Wspoélrzedne na osiach okresla¢ bedziemy zgodnie ze
skalg jednostkowsa. Osie te oznaczamy odpowiednio O,, O,, O,. Tradycyjnie przyjeto
sie oznacza¢ pionowg o$ uktadu wspotrzednych przez O,, natomiast poziome przez
O, i Oy, tak jak to pokazuje ponizszy rysunek.

Czesto, na rysunkach, zamiast pisa¢ O, O,, O, bedziemy opisywac osie przez x, y, z.

Uktad utworzony przez te osie nazywamy uktadem O,, ., natomiast ptaszczyzny,
oznaczane Ogy, Oy, Oy, z ktérych kazda zawiera dwie osie uktadu, nazywamy pta-
szczyznami wspotrzednych uktadu.

>(Qkreslenie wspoéilrzednych punktéw

Niech A, A,, A, beda rzutami prostokatnymi punktu A na osie O,,O,, O,
odpowiednio. Wspétrzednymi x4, y4, z4 punktu A nazywamy wspotrzedne rzutéw
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Ay, Ay, A, na poszezegbdlnych osiach. Wspohrzedne punktu A bedziemy zapisywac
jako (z4,ya,24)-

Rozwazmy inny, bardziej pogladowy, sposob okreslenia wspotrzednych punktu
A. Niech A’ bedzie rzutem prostokatnym punktu A na plaszczyzne O,,,.

~
A~

A

ZA YA

Ia/ !y

5 A’

Wspétrzedne punktu A’ w uktadzie O,y to (xa,ya). Okreslmy z4 jako odleglosé
punktu A od swojego rzutu A’, gdy A lezy powyzej plaszczyzny O,,, lub z4 to ta
odlegtoé¢ ze znakiem minus, gdy A lezy ponizej ptaszczyzny Og,. Wspolrzednymi
punktu A bedziemy wtedy nazywaé trojke liczb (za,ya, z4).

>Roéwnowazno$¢ okreslen wspotrzednych punktow

Uzasadnijmy teraz, ze te dwa sposoby okreslenia wspotrzednych sg rzeczywiscie
rownowazne. Wezmy dowolny punkt A. Poprowadzmy przez ten punkt pltaszczyzny
prostopadte do osi uktadu. Nazwijmy te plaszczyzny A,,, A,., A,.. Zauwazmy, ze
punkty przeciecia tych ptaszczyzn z osiami uktadu bedg rzutami A na poszczegdlne
osie. Plaszczyzny Oy, Oy, Oy, Asy, Ayz, Ay ograniczaja pewien prostopadiodcian,
ktérego wierzchotkami sa A,, A,, A,,0, A, A'.

&~

A,
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Zauwazmy, ze punkt A’ jest rzutem punktu A na plaszczyzne O,,. Wspoélrzedne
tego punktu na ptaszczyznie O,, wyznaczone sa przez rzuty punktu A’ na osie
Oy, O,. Nietrudno przekonac sie, ze sa to odpowiednio punkty A, oraz A,. Wystarczy
teraz pokazac, ze trzecia wspoéirzedna rowniez jest wyznaczona jednoznacznie. Z
réwnolegtosci ptaszczyzn O,, oraz A,, wynika, ze odlegtos¢ A od O, jest réwna
odlegtodci A, od Oy, czyli wspotrzednej A,. Uzasadnilismy zatem, ze przedstawione
powyzej dwa sposoby okreslania wspotrzednych sg réwnowazne.

Przyjmijmy, ze zapis A(z,y, z) oznacza¢ bedzie punkt A o wspoétrzednych (x,y, 2).

Uwaga 1.1.1 (jednoznacznos$¢ wyznaczenia punktu przez wspdélrzedne).
Dla kazdej trajki liczb rzeczywistych (x,y, z) istnieje dokladnie jeden punkt A o takich
wspotrzednych.

Jako uzasadnienie powyzszej uwagi sprobujmy, dla wspéhrzednych (z,y, 2),
znalez¢ odpowiadajacy im punkt. Dwie pierwsze wspotrzedne okreslaja potozenie
punktu na ptaszczyznie O,,. Jak wiemy wspotrzedne punktu na plaszczyznie sg wyz-
naczone jednoznacznie, istnieje wiec doktadnie jeden punkt A’ ktéry na plaszezyznie
O,y ma wspoélrzedne (z,y). Trzecia wspolrzedna okresla odlegto$¢ szukanego punktu
od swojego rzutu na plaszczyzne O,,,. Jezeli 2 jest liczbg dodatnig to szukany punkt
A bedzie znajdowal sie nad ptaszczyzng O,,, jezeli natomiast jest liczba ujemna, to
pod. Zauwazmy, ze po ustalonej stronie ptaszczyzny, istnieje doktadnie jeden punkt
znajdujacy sie w odleglodci |z| od A’ taki, ze A’ jest jego rzutem na plaszczyzne O,
Punkt A jest zatem jednoznacznie wyznaczony przez swoje wspotrzedne.

1.2 Odleglo$é punktéw w 13,

Aby obliczy¢ odlegto$é punktu A o wspoélrzednych (x, y, z) od punktu B o wspol-
rzednych (z',y/, 2') rozwazmy rzuty tych punktéw na ptaszczyzne O,,,.

Z‘
B
Al
| C N
5 | Y
A |
T B’

Na tej ptaszczyznie punkty A’ i B’ maja wspéhzedne A" = (z,y), B" = (2/,v').
Zatem ich odlegtos¢ wynosi

A'B'| =[x — )2 + (y — )2

Figura A’B'C'A jest prostokatem, wiec |[AC| = |A’'B’|. Ponadto |BC| = |z — 2/|.
Stosujac twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata ABC, otrzymujemy
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2
[ABP = |ACP + |CBP = (\/(z — 2/ + (y —y)?) + (2~ 2)"
Stad
ABP> = (z — 2+ (y — v)* + (= — 2)2

Odlegtosé tych punktéow wyraza si¢ zatem wzorem

(1.1) [AB| = /(z — 2/} + (y —y/)2 + (2 — 2))2.

1.3 Wektory w R°.

Podobnie jak w przypadku plaszczyzny punkt X (xi, 29, x3) bedziemy utozsa-
miac¢ z jego wektorem wodzacym, czyli wektorem o poczatku w poczatku uktadu
H
wspotrzednych i koicu w punkcie X. Wektory takie oznacza¢ bedziemy X lub X.

z

(*/Ijlv X2, 3;.3)

" ’

>Wspoirzedne wektora

Rozwaza¢ bedziemy réwniez wektory zaczepione w punkcie nie bedacym po-
czatkiem uktadu wspotrzednych. Niech

A == (aflua’27a‘3>7 B = (b17b27b3)7

—
gdzie A jest poczatkiem wektora, a B jego koncem. Za wspotrzedne wektora AB
przyjmuje sie

(12) 14—B>: [bl —al,bg—ag,bg—ag].

Przyktad. Wektor o poczatku w punkcie A = (2,1, —3) i koficu w punkcie B =
(—2,6,8) ma wspolrzedne

AB =[-2—-2,6—1,8— (=3)] = [-4,5,11].

Obserwacja 1.3.1. Zauwaimy, ze jesli poczgtek wektora, punkt A, pokrywa sie
z poczgtkiem ukladu, czyli A = (0,0,0), a koniec wektora ma wspélrzedne B =
(b1, by, b3), to wspdlrzedne wektora AB pokrywajq sie ze wspotrzednymi punktu B.
Tak wiec wektory wodzgce punktow majq takie same wspotrzedne jak te punkty.

Uwaga 1.3.2 (kolumnowy zapis wspoéirzednych). Wspélrzedne wektora be-
dziemy czesto oznaczaé

Zs3

Oznaczenie takie nazywane jest kolumnowym zapisem wspoirzednych.
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Definicja 1.3.3 (rowno$é wektoréw). Wektory U i V nazywamy réwnymi, jesli
maja jednakowe dtugosci, kierunki i zwroty.

Zauwazmy, ze wektory rowne wektorowi V' to wszystkie wektory uzyskane przez
przesunigcie wektora V' do innych punktéw zaczepienia. Réwnos$é wektorow mozemy
rowniez rozpoznawaé przy uzyciu ich wspotrzednych, o czym mowa jest w nastepu-
jacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1.3.4 (wspolrzedne a réwno$é wektordw). Wektory w przestrzeni
sq rowne wtedy 1 tylko wtedy gdy majg rowne wspotrzedne.

Dowdd twierdzenia pomijamy.
— —
Przyktad. Rozwazmy dwa wektory AB oraz C'D, gdzie:
A=(1,1,1), B=(3,-2,5), C = (5,—1,7), D = (7,—4,11).

Wspoétrzedne tych wektorow to

2 2
— —
AB=| -3 |, CD=| =3
4 4

. . . . . H . ﬁ 7
Zatem, jak wynika z powyzszgo twierdzenia wektory AB i C'D sg rowne.

Zauwazmy, ze kazdy wektor zaczepiony jest rowny wektorowi wodzgcemu, ma-
jacemu takie same wspotrzedne.

1.4 Dzialania na wektorach.

Ponizej w czysto algebraiczny sposob zdefiniujemy podstawowe dzialania na
wektorach.

>Dodawanie wektoréw

Niech dane beda wektory

a1 N
X = To s Y = Y2
Z3 Ys

Ich sumg bedziemy nazywaé¢ wektor

1+ W%
T3+ Y3

Aby przekonaé sie o zgodnosci powyzszego okreslenia z tradycyjna geometry-
czng definicja dodawania wektoréw, rozwazmy w przestrzeni dwa wektory X i Y o
wspolnym poczatku w punkcie (0,0, 0).
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(21 4+ Y1, 22 + Y2, T3 + U3)

(yL= Y2, y:s)
0

Geometrycznie sume dwoch wektoréw okresla sie jako przekatna rownolegtoboku
zbudowanego na tych wektorach. PrzenieSmy zatem réwnolegle wektor Y tak, aby
jego poczatek znalazl sie w punkcie (z1, 29, x3). Nietrudno przekonaé sie, ze koniec
tak przesunietego wektora wypada w punkcie (x; + y1, 22 + Yo, x3 + y3). Wektor

1+
wodzacy o konicu w tym punkcie, czyli o wspétrzednych | x5+ yo |, jest sumag
T3 + Y3
wektorow X iY.
>Mnozenie wektora przez skalar
T1
Niech dany bedzie wektor X = | zo | oraz liczba rzeczywista k. Iloczynem liczby
T3
k i wektora X nazywamy wektor
k- T
(1.4) k-X=1| k-x
k- xT3

Pokazemy teraz zgodnos$¢ powyzszego okreslenia z geometryczna definicjg mnoze-
nia wektora przez liczbe. Ograniczymy sie do przypadku gdy k& > 0. Iloczyn danego
wektora przez k to wektor o tym samym kierunku i zwrocie, ale k razy diuzszy.
Niech dany bedzie wektor Y, bedacy iloczynem wektora X oraz liczby k.

Z
Y3 I~

T3[3

X

Nietrudno uzasadnié¢, np. stosujac tw. Talesa, ze jezeli rzutem wektora X na pta-
szezyzne O, jest wektor X', to rzutem wektora Y jest wektor Y, ktéry ma ten sam
kierunek i zwrot co wektor X', ale jest od niego k razy dluzszy, tak jak to zostato
przedstawione na rysunku powyzej. Z okreslenia mnozenia wektora przez liczbe na
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plaszczyznie otrzymujemy wiec, ze y; = kxy oraz y, = kxy. Podobnie z wtasnosci
rzutu na o$ O, otrzymujemy y3 = kxs. Tak wiec mamy

k‘-I‘l

k‘l’g

W przypadku gdy k£ < 0 rozumowanie bedzie wyglada¢ analogicznie.

T —I1
Dla £ = —1 otrzymujemy k- X = (=1)- [ zo | = | —x2 |. Wektor ten jest
T3 —X3

nazywany wektorem przeciwnym do X, tzn. wektorem o tym samym kierunku i
dtugosci, ale o przeciwnym zwrocie. Oznacza¢ go bedziemy —X.

>Wlasnosci dzialan na wektorach

Okreslimy teraz, podobnie jak na ptaszczyznie, podstawowe wlasnosci powyzej okre-
slonych dziatan.

(1) X+U=U+X

2) (X+U)+V=X+(U+V)

(3) Istnieje wektor O = | 0 | taki, ze dla kazdego X mamy
0

X+0=0+X=X.

(4) Dla kazdego wektora X istnieje wektor — X, taki ze

X+ (-X)=0.

G)t- (X+U)=t-X+t-U
6) t+s) - X=t-X+s-X
(1) t-(s-X)=(t-s)- X
®)1- X=X (-1)-X=-X

£ CGwiczenie. Uzasadnienie powyzszych wtasnosci, na podstawie algebraicznych de-
finicji dziatan na wektorach, pozostawimy do wykonania czytelnikowi.

>Ro6znica wektorow

Niech dane beda wektory
T Y1

€3 Y3
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Wtedy ich réznicg bedziemy nazywacé¢ wektor

1 — Y
T3 —Ys

>Dltugos$é wektora

Przypomnijmy, ze dtugosé¢ wektora ABtoz definicji dtugosé odcinka AB. Z réwnania
(1.1) dla punktow

aq b1
A= as |, B=] b
as bs
mamy wiec
(1.6) [AB| = /(b1 — a1)? + (b — a2)? + (b3 — a3)?.

1.5 Rozklad wektora wzgledem ustalonych trzech
wektorow.

Definicja 1.5.1 (niewspoéiptaszczyznowosé wektorow). Wektory X, Y, Z w R3
nazywamy niewspotplaszczyznowymi, jesli nie istnieje ptaszczyzna, w ktorej wszys-
tkie sg zawarte.

Definicja 1.5.2 (rozklad wektora). Rozkladem dowolnego wektora V' wzgledem
ustalonych trzech wektoréw niewspoéiptaszezyznowych XY, Z, nazywamy przed-
stawienie wektora V' w postaci

V=Vx+ W+ Vg,
gdzie Vx || X, W ||Y, Vz||Z.

Fakt 1.5.3 (istnienie rozkladu). Niech X,Y,Z bedg niewspolplaszczyznowymi
wektorami w R3. Wéwczas kazdy wektor V' posiada rozktad wzgledem XY, Z.

Dowdd. Niech Pxy bedzie plaszczyzng zawierajaca wektory X i Y.

Rzutem wektora V' na ptaszczyzne Pxy w kierunku wektora Z jest wektor U. Otrzy-
mujemy zatem

V=U+Vg
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gdzie Vyz||Z. Wektor U zawiera sie w plaszczyznie Pxy, wiec mozemy go na tej
ptaszczyznie roztozy¢ wzgledem X i Y. Otrzymujemy

U=Vx+Vy,

gdzie Vx||X, VyHY
Ostatecznie
V=U+V,=Vx+Vy+ V.

]

1.6 Przedstawienie wektora w postaci kombinacji
liniowej trzech wektorow.

Definicja 1.6.1 (kombinacja liniowa wektoréw). Kombinacja liniowa wektorow
X, Y, Z nazywamy wektor postaci

s- X+t Y+r-Z
gdzie s, t,r sa liczbami rzeczywistymi, nazywanymi wspotczynnikami kombinacji.

Jezeli wektor V' daje sie przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow X, Y, Z,
czyi V=5s-X+1t-Y +r-Z dla pewnych s,t,r to mowimy wtedy, ze wektor V'
rozktada si¢ w kombinacje liniowa tych wektordw.

7 2
Przyktad. Wektor V =] —12 | jest kombinacja liniowg wektorow X = | 0 |,
6 3
1 —1
Y=| -2, 2= 4 |, poniewaz
-5 0

V=2-X40-Y+(=3) - Z

>Wyznaczanie rozkladu wektoré6w w kombinacje liniowa

U1 T hn <1
DaV=| v |, X=|ax |, Y=| 1y |, Z=| 2 | podang w definicji
U3 I3 Ys <3

rownos¢ V =s- X +1¢-Y 4+ r- Z mozemy zapisaé¢ jako

v=8T1+t-y1+7r-21
Vpg=5-To+1-Ys+71-2
Vo =583+t -yYs+7r-z3

Szukanie rozktadu danego wektora w kombinacje liniowa zadanych wektorow sprowadza
sie zatem do rozwigzania pewnego uktadu réwnan liniowych.
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v Przyktad. Rozwazmy wektory

6 1 2 2
v=| 3|, x=| 1|, vy=| 1|, z=| =2
-5 1 —2 4

Szukanie rozktadu wektora V' w kombinacje liniowa wektoréw X, Y, Z, czyli znale-
zienie takich x,y, z, aby

1 2 2 6
x-| =1 | +vy- 1 [+2z-] =2 | = 3 1,
1 -2 4 -5

sprowadza sie do rozwigzania uktadu rownan

T+2-y+2-2=6
—r+y—2-2=3
rT—2-y+4-2=-5

Rozwigzaniem tego uktadu sa

1
x ) y ) z 2

Zmalezlismy zatem rozktad wektora V' w kombinacje liniowg wektoréow X, Y, Z. Wy-
glada on nastepujaco

1
V=(-1)X+3Y+;-2Z

1.7 Roéwnanie parametryczne prostej w przestrzeni.

Na poczatek zajmijmy sie przypadkiem, gdy dana prosta L przechodzi przez
poczatek uktadu wspotrzednych. Wezmy dowolny wektor U zawarty w prostej L.
Wtedy, podobnie jak na ptaszczyznie, prosta L mozemy opisa¢ réwnaniem

X=tT,

gdzie t € R.

Zauwazmy, ze dla réznych wartosci parametru ¢ dostajemy kolejno wspotrzedne
roznych punktow tej prostej, przy czym kazdy punkt, przy odpowiedniej wartosci ¢,
da si¢ w ten sposéb przedstawi¢. Podstawiajac za t kolejno wszystkie liczby rzeczy-
wiste, dostaniemy wspotrzedne wszystkich punktow tej prostej.

W ogoélnym przypadku, tzn. gdy prosta nie zawiera poczatku uktadu wspotrzed-
nych, wybierzmy punkt poczatkowy V' € L. Wtedy prosta mozna zapisa¢ rOwnaniem

X=V+t-U,

gdzie t € R, a U jest wektorem zawartym w L.
Przy uzyciu wspétrzednych i przy oznaczeniach

U1 Uy
V = (%) s U= U9 s

U3 U3z
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rOWNos¢ powyzszg mozemy zapisac jako

xlzvl—i—t-ul
x2:1}2+t-u2
1’2:U3+t'U3

Takie przedstawienie nazywamy rOwnaniem parametrycznym prostej we wspot-
rzednych.

1.8 Roéwnanie parametryczne ptaszczyzny w prze-
strzeni.

Dla ptaszczyzny I1 zawierajacej poczatek uktadu wspotrzednych rozwazmy dwa
niewspotliniowe wektory U, W zawarte w tej plaszczyznie. Zauwazmy, ze dowolny
wektor z ptaszczyzny Il mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa U, W i ze kazda taka
kombinacja wyznacza wektor z ptaszczyzny II. Dang plaszczyzne mozemy zatem
opisa¢ rOwaniem

X=t-U+s-W,

gdzie t € R, s € R (parametry).
Dla dowolnej ptaszczyzny niech V' bedzie punktem poczatkowym. Wtedy

X=V+t-U+s-W,

gdzie t i s sa parametrami rzeczywistymi, a U, W sa wektorami z tej ptaszczyzny.
Uzywajac wspotrzednych

U1 Uy wq
V = (%) s U = U9 s W = wa s
U3 us w3

rownos¢ powyzsza przedstawia sie jako

Ty =v1+t-u +s-w
To =Vy+1: U+ 5 Wy
Ty =v3+1-uz+s-ws

Taki sposob zapisu nazywamy réwnaniem parametrycznym ptlaszczyzny we
wspotrzednych.

1.9 Liniowa zaleznos$¢ i niezaleznos¢ wektorow w
przestrzeni.

Dwa wektory X, Y nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli

X=t-Y lubY =t -X.
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Geometrycznie liniowa zalezno$¢ oznacza wspotiniowosé lub rownolegtosé wektorow.
Trzy wektory X, Y, Z nazywamy liniowo zaleznymi, jezeli

X=t-Y+s-Z lub Y=t-X+s-Z lub Z=t-X+s5-Y,

tzn. jeden z nich daje si¢ przedstawi¢ jako kombinacja liniowa dwo6ch pozostatych.
Geometrycznie réownos¢ X = t-Y + s - Z oznacza, ze wektory X,Y,Z lezg na
jednej plaszczyznie. Zauwazmy, ze jezeli Y i Z sa niewspotliniowe, to wyznaczaja
ptaszczyzne t - Y + s - Z i X nalezy do tej plaszczyzny. Jezeli natomiast YV i Z
sg wspotliniowe, to kombinacje t - Y + s - Z wyznaczaja prosta lub w szczegdlnym
przypadku, gdy Y =01 Z = 0, punkt.

Przyktad.
(1) Rozwazmy wektory

4 p 1
A=| 7], B=| 3|, c=|2
6 9 4

Wektory A, B, C sg liniowo zalezne, bo
A=1-B+2-C.

(2) Wektory 0, X sg liniowo zalezne, bo

0O=0-X.

Definicja 1.9.1 (liniowa niezaleznosé tréjki wektoréw). Wektory X,Y, Z sa
liniowo niezalezne, jesli zaden z nich nie wyraza si¢ jako kombinacja liniowa dwdch
pozostatych.

Podamy teraz inng, bardziej uzyteczna, charakteryzacje liniowej niezaleznosci
dla trzech wektoréw.

Lemat 1.9.2 (liniowa niezaleznos¢ a kombinacja wektorow). Wektory X, Y, Z
sq lintowo niezaleine wtedy i tylko wtedy, gdy jedyna ich kombinacja liniowa t - X +
s-Y 4+r-Z dajgca wektor zerowy to kombinacja ze wspotczynnikams

t=s5s=r=20
(tzw. kombinacja trywialna).

Dowdd. Zaktadamy, ze wektory X, Y, Z sa liniowo niezalezne. Gdyby t- X +s-Y +
r-Z = O i jeden ze wspoétczynnikéw np. t # 0, wéwcezas mieliby$my

t-X=—-s-Y—r-Z [:t

x=-_ S yv_". g
t t

Zatem X jest kombinacjg liniows wektorow Y i Z, co przeczy zatozeniu o linio-
wej niezaleznosci. Dowiedliémy zatem, ze z faktu liniowej niezaleznosci wektorow
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X,Y, Z wynika trywialnos¢ kombinacji liniowej dajacej wektor zerowy. Sprobujmy
teraz dowies¢ implikacji w przeciwng strone. Zaktadamy, ze jedyna kombinacjg li-
niowa wektoréw X, Y, Z dajaca O jest kombinacja trywialna. Gdyby wektory X, Y, Z
byly liniowo zalezne, czyli np.

X=tY+s-Z

wtedy mieliby$my B
1-X—-t-Y—-s-Z=0

co przeczy zatozeniu o trywialnosci kombinacji dajacej 0. [

Przyktad. Rozwazmy wektory

3 0 0
A: O ; B: 2 y C: 0
0 0 1

Szukamy takich ¢, s, r aby kombinacja liniowa t- A+ s- B +r-C dawata wektor
ZETOWY.

3 0 0 3t 0
t-A+s-B+r-C=t| 0 |+s| 2 |+7r10]=|2s|=]0
0 0 1 T 0

Otrzymujemy zatem, ze t = s = r = 0. Czyli wektory A, B, C' sg liniowo niezalezne.

Twierdzenie 1.9.3 (jednoznaczno$é rozkladu w kombinacje liniowa). Niech
U, V,W bedqg lintowo niezalezinymi wektorami, zas X niech bedzie dowolnym innym
wektorem w przestrzeni. Wowczas X rozktada sie w kombinacje liniowg

X=t-U+s-V+r-W,
1 to doktadnie na jeden sposob.

Dowad.

Istnienie rozktadu:

Jesli U, V, W sg liniowo niezalezne, to w szczegdlnosci sa niezerowe, zadne dwa z nich
nie sg wspotliniowe, a wszystkie trzy nie lezg na jednej ptaszczyznie. Wektor X, jak
wynika z Faktu 1.5.3, posiada rozktad wzgledem U, V, W, mozemy go zatem zapisac
w postaci X = Xy + Xy + Xy, gdzie Xy||U, Xv||V, Xwl||W. Z réwnolegtosci
wektorow Xy oraz U otrzymujemy, ze istnieje takie ¢, ze Xy = t - U. Podobnie
znajdziemy takie s, ze Xy = s -V, oraz takie r, ze Xy = r - W. Podstawiajac te
iloczyny za Xy, Xy, Xy otrzymujemy szukany rozktad

X=t-U+s-V+r-W.

Jednoznaczno$c¢ rozkladu:
Zal6ézmy, ze rozktad ten nie jest jednoznaczny.
Rozwazmy dwa rozktady

X:tl'U+81'V+T1'W:tQ'U+82'V+7‘2'W
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Pokazemy, ze rozktady te sa identyczne, tzn. maja jednakowe wspotezynniki przy
poszczegolnych wektorach. Zauwazmy, ze mozemy napisa¢ nastepujace rownosci

O=X—-X=t,-Uts;-VAr - W—ty-U—s3-V —ry- W=
:(tl—tg)'U+(81—82)'V+(T1—T2)'W

Z liniowej niezaleznosci wektorow U, V, W wynika, ze
t1—t2=0, s1—8=0, 11 —ra=0,

czyli
t1 =12, S1 =82, 11 =712

Zatem te dwa rozklady sa identyczne. O



Rozdziat 2

Iloczyn skalarny w RS

W tym rozdziale zajmiemy sie¢ pojeciem iloczynu skalarnego. Ma ono bardzo
wiele zastosowan, z ktérych czes¢ tutaj podamy. Na poczatek w czysto algebraiczny
sposéb zdefiniujemy to pojecie i wyprowadzimy jego najwazniejsze wtasnosci. W
kolejnych podrozdziatach zapoznamy si¢ z geometrycznymi konsekwencjami iloczynu
skalarnego. W dalszych rozdziatach tego skryptu bedziemy bardzo czesto wracaé¢ do
tego pojecia. Okaze sie, ze jest ono jednym z wazniejszych narzedzi, wykorzysty-
wanych do badania wtasnosci przestrzeni.

2.1 Definicja i podstawowe wtasnosci iloczynu ska-
larnego.

Definicja, ktora teraz podamy ma charakter czysto algebraiczny, geometrycznym
okresleniem iloczynu skalarnego zajmiemy si¢ w dalsze]j czesci.

Definicja 2.1.1 (iloczyn skalarny). Iloczynem skalarnym wektor6w

T Y1
X = ) N Y = Y2 N
z3 Ys

oznaczanym przez X oY, nazywamy liczbe

(2.1) XoY =x1-y1+x2- Y2+ T3 Ys.

Zauwazmy, ze iloczyn skalarny to funkcja, ktora dowolnej parze wektoréow przy-
porzadkowuje liczbe rzeczywista.

Przyktad. Iloczyn skalarny wektorow

-3 -2
A=| 2 |, B=| 4
4 ~1

to



Rozdziat 2. lloczyn skalarny w R? 24

> Wilasnosci iloczynu skalarnego

Dla dowolnych wektoréw X,Y,Z € R3 oraz dowolnej liczby rzeczywistej t za-
chodza réwnosci:

(1) XoY =Y oX

2) Xo(Y+Z)=XoY +Xo0Z
3) (t-X)oY =t(X oY)

(1) X oX = |X|?

W dowodach tych wtasnosci korzysta¢ bedziemy z definicji iloczynu skalarnego,
oraz z podstawowych wtasnosci operacji na zbiorze liczb rzeczywistych, takich jak
przemiennos$¢ i taczno$¢ mnozenia, oraz rozdzielno$¢é mnozenia wzgledem dodawania.

Dowdéd (1).
XoY =z 1+ yo+a3-Yys=y1-T1+yY2 -T2+ y3-x3=Y 0X

O
Dowad (2).
Ty % 21 1 Y1+ 2
XoY4+2)=| o2 |0 ya |+ | 2 = a9 o otz | =
T3 Ys z3 T3 Ys + 23
=21(y1 + 21) + 22(y2 + 22) + x3(ys + 23) =
= T1Y1 + Ty + T3Y3z + T121 + To2o + T323 =
T1 Y1 T z1
=| 2 o] yo |+ | 22 |o]| 22 | =XoY +XoZ
Z3 Ys T3 Z3
O
Dowéd (3).
x1 (7 txy Y1
(t-X)oY =|t-| z ol yo | =1 txg |of| vy | =
x3 Y3 txs Y3
= (tx1) - y1 + (tza) - yo + (txs) - ys = x1 - (tya) + 22 - (ty2) + w3 - (tys) =
= t(iCl . yl) -+ t(l’z . yg) + t(l’g . yg) = t(X e} Y)
O
Dowad (4).
X1 X1
XoX=| 29 |o] 2o | =2121 + 222 + 2323 =
XT3 T3

= 2} + 23 + 25 = (\/2f + 23 + 23)* = [X]”

]
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2.2 Kat miedzy wektorami.
Roéwnosé, ktora udowodnimy ponizej, bywa czesto przyjmowana za geometry-
czng definicje iloczynu skalarnego.

Fakt 2.2.1 (iloczyn skalarny a kat miedzy wektorami). Niech X,Y bedg wek-
torami z przestrzeni R, o niech bedzie kgtem pomiedzy X a'Y. Wtedy

(2.2) XoY =|X]| |Y]:cosa.

Dowadd. Korzystajac z twierdzenia cosinusow, dla wektorow X, Y, X — Y, mamy

X Y|P =|XP+|Y)? =2 |X]|-|Y]| cosa.

Y
Ale z wlasno$ci iloczynu skalarnego wiemy réowniez, ze
X -YPP=X-Y)o(X-Y)=XoX-XoY—-YoX+YoVY =
= |XPH+|YP -2 |X]|o|Y]
Po podstawieniu do twierdzenia cosinuséw otrzymujemy
IXP+ Y2 =2 |X|o|Y]|=|XP+|YV]*?—2-|X]|-|Y] cosa.
Zatem, redukujac jednakowe sktadniki po obu stronach, dostajemy
XoY =|X| |Y]-cosa.
O

Prosta konsekwencja powyzszego faktu jest zaleznosé, ktora pozwoli nam obliczaé
kat miedzy wektorami bezposrednio z ich wspotrzednych.

Whiosek 2.2.2. Jesli a jest kgtem pomiedzy wektorami XY, to

2. — Xo¥ __ ZT1y1+T2y2+T3Ys3 )
23 Y e At
3
Przyktad. Obliczmy kat a pomiedzy wektorem A = | —4 | a wektorem B =
-1
2
1 |. Korzystajac ze wzoru (2.3) otrzymujemy
-3

~ 0, 2621.

COS&x =

5
V26 - V14

Z tablic mozemy teraz odczyta¢ przyblizong wartos¢ kata o

a =~ 75,
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Ze wzoru (2.3) mozemy wyprowadzi¢ bardzo uzyteczna zaleznosé, ktéra pozwoli
nam bardzo szybko sprawdzi¢ prostopadtosé¢ wektorow.

Whiosek 2.2.3 (iloczyn skalarny a prostopadlos$é wektoréw). Wektory X,Y €
R3 w przestrzeni sq prostopadie wtedy i tylko wtedy, gdy cosa =0, cayli X oY = 0.

Cwiczenie. Jako ¢wiczenie czytelnik moze przy uzyciu powyzszego wniosku spraw-
dzi¢ prostopadtos¢ wersoréw uktadu wspotrzednych.

2.3 Rzut prostokatny wektora X na prostg wzdtuz
wektora Y.

W tym podrozdziale zastosujemy iloczyn skalarny do wyprowadzenia wzoru na
rzut prostopadly wektora na prosta.

Dla pary wektoréw X,Y mozemy okresli¢ przeksztatcenie, ktére przyporzad-
kowuje wektorowi X jego rzut na prosta wzdtuz wektora Y. Rzut ten rowniez bedzie
wektorem. Sprébujmy znalezé zaleznosé jaka musi spetniaé¢. Oznaczmy ten rzut przez

X'

Zauwazmy, ze wektor X' jest wspotliniowy z wektorem Y, wiec X’ = ¢-Y dla pewnego
t € R. Skoro X' jest rzutem prostokatnym X, to (X — X’) musi by¢ prostopadty do
wektora Y. Zatem, jak wynika z Wniosku 2.2.3

(X —X)oY =0.
Stad, po podstawieniu i uproszczeniu otrzymujemy
0=(X—-t-Y)oY=XoY —-t-YoY=XoY —t-|Y
Korzystajac z tej zaleznosci mozemy wyznaczy¢ t
t-lYP=XoY

t—XOY
e

Podstawiajac do réwnosci okreslajacej X’ mamy

(2.4) X' =t Yy =22V
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T Y1
Zalezno$é te, we wspotrzednych, dla X = | x5 |, Y = | y2 |, mozemy zapisaé
T3 Ys
jako
Y1
¥/ = T + TaYo + T3ys
2 .2 .2
Y1 +ys +u3 Ys

2.4 Roéwnanie ogdlne ptaszczyzny przechodzacej
przez poczatek ukladu wspoélrzednych.

Sprébujmy znalezé réwnanie ogélne plaszezyzny przechodzacej przez (0,0, 0).
Oznaczmy ja przez [1. Plaszczyzna ta jest wyznaczona przez wektor do niej prostopadty

a
U=12D0
c
U
L —
Wezmy dowolny punkt X = | y | z tej plaszczyzny, wtedy rowniez wektor OX
z

nalezy do tej ptaszczyzny, tak wiec jest prostopadtly do wektora U, zatem jak wiemy
—
z Wniosku 2.2.3, iloczyn skalarny OX i U jest rowny 0, stad

ar + by + cz = 0.

Zauwazmy, ze kazdy wektor z ptaszczyzny II musi speliaé te rownos$c¢, moze ona
by¢ przyjeta za ogodlne réwnanie tej ptaszczyzny.

2.5 Réwnanie ogdlne plaszczyzny.

Zajmijmy sie teraz plaszczyzna, ktéra niekoniecznie przechodzi przez poczatek
uktadu wspoélrzednych. Wezmy dowolny punkt A(zo,yo, z0) nalezacy do II. Pla-
a
szczyzna ta jest prostopadta do wektora U = | b
c
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—

WeZmy dowolny punkt X (z,y, z) nalezacy do tej ptaszczyzny. Wektor AX réwniez

nalezy do tej ptaszczyzny, wiec jest prostopadty do wektora U, zatem ich iloczyn
r — X9

— —
skalarny AX o U = 0. Wspotrzedne wektora AX = | y—1vyo |, wiec, po podstaw-
zZ— 20
ieniu, mamy
T — Xg a
Y=y |o| b [=0
Z— 2z c

a(r —xo) + by — o) +c(z —20) =0
ar + by +cz—axg—byy —czg =0

Przyjmujac za d = —axo—byo—-czg, otrzymujemy, ze dowolny punkt z tej ptaszczyzny
spetia

ar +by+cz+d=0,

zatem réwnanie to mozemy przyjaé za ogolne rownanie plaszczyzny II.

-1
Przyktad. Réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt 1 i prostopadtej
2
3
do wektora | 5 | ma postac
7

3r+by+ 724+ (3—5—14) =0,

czyli
3r+by+72—16 =0.

Whniosek 2.5.1. Kazde rownanie postaci ax+by+cz+d = 0, w ktorym przynajmniej
jeden ze wspétczynnikow a, b, c jest miezerowy, opisuje pewng plaszczyzne.

Dowdd. Aby sie o tym przekonaé, wezmy dowolng tréjke liczb xg, yo, 2o spelniajaca
to rownanie. Otrzymujemy wtedy axg+ byg+czo+d = 0 czyli d = —azy — byy — c2p.
Réwnanie ax+by+cz+d = 0 mozemy zapisaé jako a(x—x0)+b(y—yo)+c(z—20) = 0,
czyli

x — T a

y—yo |[o| b | =0.

zZ— 2 c
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Zauwazmy, ze (x — xo,y — Yo, 2 — 29) to wspodlrzedne wektora taczacego dowolny
x

punkt o wspétrzednych | y |, z punktem staltym Ag(zo, o, 20). ROwnanie to opisuje
z

zbiér punktéw A(z,y,z), dla ktérych wektor AgA jest prostopadly do wektora
a
b | . Rownanie to okresla zatem ptaszczyzne przechodzaca przez punkt (zo, yo, 20)
c

a a
i prostopadta do wektora | b |. Wektor | b | nazywany jest wektorem nor-
c c

malnym ptaszczyzny ax + by + cz +d = 0.

Whniosek 2.5.2. Jezelid = 0, to plaszczyzna przechodzi przez poczgtek uktadu wspot-
rzednych.

Dowdd. Jak wiemy z poprzedniego wniosku, rownanie postaci ax + by +cz +d =0
okresla pewng ptlaszczyzne. Zauwazmy, ze jezeli d = 0 to v = 0,y = 0,z = 0
speliaja to réwnanie, czyli punkt (0,0,0) jest zawarty w plaszczyznie okreslone;
tym wzorem. O

2.6 Kat pomiedzy plaszczyznami w R? zadanymi
réwnaniami ogélnymi.

Dwie rézne plaszczyzny w przestrzeni sa rownolegte lub si¢ przecinaja. W tym
drugim przypadku naturalnym wydaje sie pytanie pod jakim katem sie one przeci-
naja. Rozwazmy nieréwnolegte ptaszczyzny 115, II. Zauwazmy, ze przecinaja sie one
wzdtuz prostej, nazwijmy ja L. Wezmy plaszczyze 113, prostopadta do rostej L. Za-
uwazmy, ze czescig wspolng pltaszezyzn I3 i 11y, oraz ptaszezyzn 113 i 1y, sg proste.
Kat miedzy tymi prostymi przyjmujemy za kat miedzy ptaszczyznami II;, II,. Za-
uwazmy, ze kat o takiej mierze tworza rowniez wektory normalne ptaszczyzn 11y, I1s,
zaczepione we wspolnym punkcie ptaszczyzn 11y, Iy, I13.
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Udowodnijmy, ze te katy rzeczywiscie sa sobie rowne. Niech ptaszczyzny 11, II; beda
dane rownaniami
Iy : a1z 4+ by + 1z 4+ dy =0,

Iy : asx + boy + coz 4+ dy = 0.

Wowezas wektory normalne tych ptaszczyzn to odpowiednio

ai a2
N, = by , Ny = by
C1 Co

Oznaczmy kat miedzy wektorami normalnymi tych ptaszczyzn przez 3. Moga wowczas
zaj$¢ dwie sytuacje.

Przypadek 1 Ponizszy rysunek przedstawia ptaszczyzne Il3, na ktérej zaznaczone
sg jej przekroje z ptaszczyznami 11y, I1s.

Zauwazmy, ze w tym wypadku a+v = 90°, zatem o = 90° — v, ale réwniez 3+ v =
90°, skad mamy, ze 3 = 90° — 7. Otrzymujemy zatem

a= 0.

Tak wiec wybrany kat pomiedzy plaszczyznami II; i II, jest taki sam jak kat
pomiedzy wektorami normalnymi tych ptaszczyzn.

Przypadek 2 Podobnie jak poprzednio, rysunek przedstawia ptaszczyzne Il3 i jej
przekroje z ptaszczyznami Iy, I1s.
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W tym wypadku mamy o+ 3+90°+90° = 360° a stad o+ 3 = 180°. Otrzymujemy
zatem o = 180° — 3.
Ostatecznie, po rozwazeniu obu przypadkéw mamy

a=/p lub a=180°"— 3.
Oznacza to, ze jeden sposrod katéw miedzy plaszezyznami jest réwny katowi pomiedzy

ich wektorami normalnymi, za$ drugi jest dopelnieniem tego kata do 180°.

Whniosek 2.6.1 (kat miedzy plaszczyznami). Cosinus jednego z kgtéw pomiedzy
plaszczyznami 11y, 11y danymi rownaniams

H12G1I+b1y+012+d1:0,

H23a2$+62y+622+d220

wyraza sie WZOTEM

25 COSx = NioN, = ajaz+bibotcico )
( ) IN1]IN2| \/af-i-b%-i-c%\/a%-i-b%—i-c%

Przyktad. Cosinus jednego z katéw pomiedzy plaszczyznami o réwnaniach
r+2y—32+2=0oraz 2 — 4y + 2+ 1 = 0, wynosi

2-8-3 -9 -9 3Ve
VIF4+9-VA+16+1 V14-v21 7-v6 14

Zatem, jak tatwo mozemy sprawdzi¢, ten kat to w przyblizeniu

Ccosa =

~ —0,52.

a~ 1220,

Otrzymalisémy zatem, ze jeden z katéw pomiedzy danymi ptaszczyznami to kat o
mierze okoto 122°.

2.7 Kat pomiedzy plaszczyzng i prosta w R°.

Postaramy sie teraz wyznaczy¢ kat pomiedzy plaszczyzng II a prostg L. Oz-
naczmy przez L' rzut prostokatny prostej L na plaszczyzne I1. Kat pomiedzy prosta
L a ptaszczyzng 11, to kat pomiedzy prosta a jej rzutem na plaszczyzne.

Przyjmijmy, ze ptaszczyzna Il zadana jest réwnaniem az + by + cz +d = 0,
natomiast L niech bedzie prosta o wektorze kierunkowym U.

N
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Niech 3 bedzie katem pomiedzy wektorem kierunkowym U a wektorem normalnym
ptaszczyzny 11, oznaczanym N. Zauwazmy, ze jesli § jest katem ostrym jak na ry-
sunku powyzej, to mamy

a=90" — 3.
Jezeli natomiast [ jest katem rozwartym, jak na rysunku ponizej, to
a=pF—90°.
U
(8
N L

Majac dane réwnanie plaszczyzny Il oraz wektor kierunkowy U prostej L,
mozemy z tych wspétrzednych wyliczy¢ kat (3, a nastepnie «, ktory jest jednym
z katéw pomiedzy zadang plaszczyzna a prosta.

Przyklad. Znajdzmy kat pomiedzy ptaszczyzng Il o réwnaniu 20 —y+22—4 =10

1
a prosta o wektorze kierunkowym U = | —2 | . Wektor normalny ptaszczyzny 11
-1
2
to N=| —1 |. Cosinus kata pomiedzy wektorami U i N, jak wynika z Wniosku
2
2.2.2, wynosi

2 V6
cosff = ——= = —~0,2722.

) VI-v6 9
Kat 3 jest wiec katem ostrym, zatem o wyraza sie wzorem o = 90° — 3, czyli
sina = cos 3. Stad a ~ 15° Tak wiec kat pomiedzy plaszczyzng II a prosta o

wektorze kierunkowym U, to kat o mierze okoto 15°.

2.8 Pole réwnolegtoboku zbudowanego na wek-
torach U, W w R°.

W tym rozdziale zastosujemy iloczyn skalarny do obliczania p6l rownolegtobokow
w przestrzeni R3.
Wezmy dwa dowolne wektory z przestrzeni R®

U w1
U=\ uw |, W= w
Uus ws

Zauwazmy, ze wektory te wyznaczaja pewien rownolegtobok. Réwnolegtobok ten
oznacza¢ bedziemy Ry .
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U

7, geometrii wiemy, ze

P(Ryw) = |U| - |W|-sina,
gdzie a to kat pomiedzy wektorami U i W. Mamy ponadto

sina = V1 —cos2a, gdy 0° < o < 180.

Korzystajac z tych zaleznosci oraz ze wzoru (2.5), otrzymujemy

UOW>2_

P(Rygw) = U] W] -sina = |U|[WIV1 - cos?a = 'U”W'J '~ (i

(UoW)?

|U|2|W|2 = \/|Uv|2|I/V|2 - (U o W)2

= JIUIQIWIQ— UPW?

Podsumowujac - pole rownolegtoboku rozpietego przez wektory U, W wynosi

(2.6) P(Ryw) = \JIlURIW]? = (U o W)2.




Rozdziat 3

Iloczyn wektorowy

W tym rozdziale zajmiemy si¢ iloczynem wektorowym. W pierwszym podroz-
dziale zdefiniujemy to pojecie, w kolejnym podamy jego podstawowe wtasnosci, po-
kazemy jak mozemy je wykorzysta¢. Ostatni podrozdzial po$wiecimy na podanie
geometrycznej interpretacji iloczynu wektorowego, ktora pozwoli na wprowadzenie
kolejnej bardzo uzytecznej wtasnosci - zwigzku iloczynu wektorowego z objetoscia
rownolegloscianu.

3.1 Definicja iloczynu wektorowego.

Dla danego wektora A € R? nietrudno podaé¢ przyklad wektora A’ € R?

prostopadtego do A. Dla A = ( “

a ) jest nim wektor o wspélrzednych A" =
2

( T ) . Zastanéwmy sie teraz w jaki sposob dla danych dwoch wektoréw A, B €

a1
ai
R3? znalez¢ wektor prostopadty do nich obu. Sprawdzmy, ze dla A = | ay |, B =
as
b azbz — baas
by | wektor X = —a1bs + biaz | jest wtasnie takim wektorem, czyli jest
bs aiby — brap

prostopadly do A i do B. Jak wynika z Wniosku 2.2.3, dwa wektory sa prosto-
padte, jezeli ich iloczyn skalarny jest rowny 0. SprawdZzmy zatem prostopadtosé¢ X i

asbs — baas a
XoA= —a1b3 + blag @) as =
a1by — brasy as

= a2b3a1 — b2a3a1 — (llbgCLQ + b1a3a2 + a1b2a3 — b1a2a3 =
= bl(CLgCLQ - CL26L3) + bQ((Zlag — CL3CL1) + b3(a2a1 - CLlCLQ) =0.

Podobnie sprawdzmy prostopadtos¢ X i B.

azbs — baas by
XoB=| —aibg+biaz |o| by | =
ale — b1a2 bg

34
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= Clngbl — bz@gbl — albgbg + b1a3b2 + a1b2b3 - bl&gbg =
= CL1(b2b3 — bgbg) + az(bgbl — b1b3) + ag(b1b2 — bgbl) =0.

Tak okreslony wektor X jest zatem dobrym przyktadem wektora prostopadtego do
obu wektoréw A oraz B.

Definicja 3.1.1 (iloczyn wektorowy). Wektor X okreslony powyzej, czyli

azbz — baas
(31) X = —albg + blag R
a1b2 — blCLg

nazywany jest iloczynem wektorowym wektoréw A i B, co oznaczamy przez

X =AxB.
3 -1
Przyktad. Iloczynem wektorowym wektorow A = 0 |, B=| —2 | jest
—2 1
—4
wektor X = | —1
—6

> Spos6b na zapamietanie wzoru na iloczyn wektorowy

Wprowadzimy teraz interpretacje iloczynu wektorowego, ktéra okaze sie by¢
tatwym sposobem na zapamigtanie wzoru na ten iloczyn. Interpretacja ta korzysta
z pojecia wyznacznika macierzy 2 X 2. W tym celu przypomnijmy, ze wyznacznikiem

macierzy A = CCL Z) nazywamy liczbe okreslong wzorem det A=a-d —b-c.

Uwaga 3.1.2 (wyznacznikowa interpretacja iloczynu wektorowego). Jesli
ay by Ty
[o5)) X bg = i) s to
as bs T3

L Q9 b2 _ aq bl . aq bl
T = det <a3 b3> , L9 = det <a3 bg) , L3 = det <CL2 bg) .

Zauwazmy, ze macierz, ktorej wyznacznik liczymy w celu wyznaczenia x,, pow-

ar b
staje przez wykreslenie z macierzy | as by | pierwszego wiersza, podobnie macierz
az bz
ar b
pojawiajaca si¢ we wzorze na ro powstaje przez wykreslenie z macierzy | as b9
ag bz

drugiego wiersza. Analogicznie powstaje trzecia macierz.
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3.2 Wilasnosci iloczynu wektorowego.

Podamy teraz najwazniejsze algebraiczne wlasnosci iloczynu wektorowego. Wek-
tory A, B, C, wystepujace ponizej, to dowolne wektory z przestrzeni R?, za$ t jest
dowolna liczba rzeczywista.

(1) Ax B =—Bx A. Wtasnos¢ ta nazywana jest antyprzemiennoscig iloczynu
wektorowego.
— 0 —
(2) JeSiA=0=]0 |,toAxB=BxA=0.
0

(3) Jesli A=t - B,to Ax B= 0.
(4) Ax(B+C)=AxB+AxC
(5) (tA) x B = t(A x B)

Dowéd (1).

Wtasnosé ta wynika z antyprzemiennosci wyznacznika 2 x 2. Zauwazmy, ze

a b b a
det(c d)—ad—bC——(bc—ad)——det<d c>'

Zatem, jesli Ax B = | z |,a Bx A= | 2, |, to korzystajac z powyzszej
T3 xh
rownosci oraz z wyznacznikowej interpretacji iloczynu skalarnego, ktora wprowadzil-
aq b1
ismy w Uwadze 3.1.2,dla A= | ay |,B=| by | mamy
as b3
by a as b
o 2 42y} 2 Y2y
x; = det (bs a3> = —det <a3 bg) x7.
Podobnie zf, = —x5 oraz 2y = —x3. Otrzymujemy zatem B x A = —A x B. [
Dowdd (2).
0 bl T
Zauwazmy, zedla A= | 0 |, B=| by |,jezeli AXx B=| x5 |, to korzystajac
0 b3 x3

z wyznacznikowej interpretacji iloczynu skalarnego, otrzymujemy

- 0 b\
r1 = det <0 b3>_0'

Podobnie x5 = 0 oraz z3 = 0. O
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Dowdd (3).
X1
7, wyznacznikowej interpretacji iloczynu skalarnego, dla A x B = | x5 |, gdzie
T3
tby by
A= | tby |,B=] by |, mamy
tbs bs
thy b
T = det (tbz bz) = tb2b3 - tbgbg = 0.
Podobnie x5 =0, z3 = 0. O
Dowad (4).

Zauwazmy, ze

det | 2 brtea) _ det [ 2 bz Fdet |2 2.
az bztcs ag bz as Cc3
Zatem pierwsza wspotrzedna wektora A x (B+C) jest réwna pierwszej wspohrzedne;
wektora A x B+ A x C. Podobnie druga i trzecia wspotrzedna. Otrzymujemy zatem

Ax(B+C)=AxB+AxC. O
Dowad (5).

aq b1 I ZL"I
DlaA=|a |,B=]| by |jeSi AxB=| xo |,(tA)xB=| 2}, |, to

as bg I3 $g

;o tag ba\ as b\
x7 = det (tag b3> =1-det <a3 b3> =t 2.

Podobnie zf, =t - x5, % =t - x3. Otrzymalidmy zatem (tA) x B = t(A x B). O

Bezposrednia konsekwencja wlasnosci (2) i (3) jest wniosek pozwalajacy na bardzo
szybkie sprawdzenie liniowej zaleznosci pary wektordw.

Whniosek 3.2.1 (iloczyn wektorowy a liniowa zaleznos$é¢ wektoréw). Jesli
—
wektory A i B sq liniowo zalezne, to A x B = 0.

3.3 Geometryczna interpretacja iloczynu wekto-
rowego.

[loczyn wektorowy jest wektorem, ktérego kierunek, dtugosé i zwrot mozemy
wyznaczy¢, korzystajac z jego geometrycznych wtasnosci.
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> Kierunek iloczynu wektorowego

Fakt 3.3.1. (1) Jesli wektory A i B sq wspétliniowe, to A X B = 0.

(2) Jesli A i B sq niewspdtliniowe, to wektor A x B jest prostopadly zaréwno do
A jak i do B, czyli wyznacza kierunek prostopadly do plaszczyzny rozpietej przez
wektory A i B.

Dowdd. Pierwsza cze$¢ powyzszego faktu wynika z trzeciej wtasnosci udowodnionej
w poprzednim podrozdziale. Precyzyjny dowod pomijamy. Prostopadtos¢ wektorow
Ax BiAoraz A X B1i B zostala pokazana na poczatku tego rozdziatu. Zauwazmy,
ze jezeli A 1 B nie sa wspoétliniowe, to wyznaczaja plaszczyzne, wiec jesli wektor
A x B jest prostopadly do A i do B, to jest prostopadly rowniez do ptaszczyzny
wyznaczonej przez te wektory, wyznacza wiec kierunek do niej prostopadty. Il

> Dhtugosé iloczynu wektorowego

Niech R4 p bedzie rownolegtobokiem rozpietym przez wektory A i B.

R
A AB

B

Zwiazek iloczynu wektorowego A x B z tym rownolegltobokiem okresla nastepujacy
fakt.

Fakt 3.3.2 (iloczyn wektorowy a pole réwnolegloboku). Diugosé wektora
A x B jest réwna polu réwnolegtoboku R4 p.

aq bl
Dowéd. Niech A= | ay |, B=| by |,1iniech a oznacza miare kata pomiedzy
as bs

wektorami A i B. Przypomnijmy, ze wtedy pole rownolegloboku R4 g mozna obliczy¢
korzystajac ze wzoru P(R4 ) = |A| - |B| - sina. Mamy réowniez

|A x B|? = (agbs — byas)? + (—a1bs + bias)* + (ayby — bras)?.

Po tatwym przeksztatceniu, ktore pozostawimy do wykonania czytelnikowi, otrzy-
mujemy

|14><.B|2 = (a%—f—a%—i—ag)-(b%%—bg—kbg)—(a1b1+a2b2—|—a3b3)2 = |AA|2|B|2—(‘AO.B)2 =
— [AP B = (JA| - |B] - cosa)” = |AP - | B]* - (1 - cos’ a) =

= |A]*-|B)? - sin®a = [P(Rap)]*
Pierwiastkujac obie strony, otrzymujemy |A x B| = P(R4 p), tak jak chcieli$my. [
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Whiosek 3.3.3. A x B to wektor prostopadty do plaszczyzny wyznaczonej przez A
i B, ktorego diugosc jest réwna polu rownolegltoboku rozpietego przez A i B.

> Zwrot iloczynu wektorowego
Dla dowolnych dwoch wektoréw mamy zatem jednoznacznie wyznaczony kierunek
i dtugo$¢ wektora bedacego ich iloczynem wektorowym. Aby mieé¢ jednoznacznie

wyznaczony wektor musimy jeszcze okresli¢ jego zwrot. W tym celu zastosujemy
regute sruby prawoskretne;j.

Definicja 3.3.4 (Sruba prawoskretna). Sruba prawoskretng nazywamy srube,
ktora wkreca sie, gdy jest obracana w prawo.

Krecac sruba od X do Y wkreca sie ona w kierunku Z.

Z

Fakt 3.3.5 (zwrot wektora A x B). Zwrot wektora A X B jest taki jak kierunek,
w jakim wkreca sie $ruba prawoskretna, gdy jest obracana od A do B.

Przykltad. Sprobujmy teraz, bez odwolywania sie do wzoru, korzystajac tylko z
1

geometrycznej interpretacji, znalezé iloczyn wektorowy X wektorowe; = [ 0 | ,eq =
0
0
1 | . Jak wiemy z Faktu 3.3.1, X bedzie wektorem prostopadtym do ptaszczyzny
0
wyznaczonej przez e; i eg, czyli do plaszczyzny O,,. Réwnolegtobok wyznaczony

przez e; i es to kwadrat o boku dlugosci 1, zatem, jak wynika z Faktu 3.3.2,

0 0
|A x B| = 1. Szukanym wektorem X moga by¢ zatem wektory | 0 | lub 0
1 -1

o

€1
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Stosujac regute $ruby prawoskretnej, otrzymujemy

0
X:€1X62: 0
1

£ Cwiczenie. Jako sprawdzenie poprawnosci tak wyznaczonego iloczynu wektoro-
wego, czytelnik moze wyznaczy¢ ten wektor korzystajac ze wzoru (3.1).



Rozdziat 4

Wyznacznik macierzy 3 X 3

W matematyce istnieja pojecia, ktére znajduja szerokie zastosowanie w réznych
dziedzinach. Jednym z takich pojec¢ jest wyznacznik macierzy kwadratowej. Odgrywa
on wazng role miedzy innymi przy rozwiazywaniu uktadow réwnan liniowych z
wieloma niewiadomymi, oraz w geometrii. Na poczatek poznamy definicje wyz-
nacznika, nastepnie omoéwimy jego najwazniejsze wlasnosci. Na koniec zajmiemy
sie niektorymi jego zastosowaniami.

4.1 Podstawowe definicje.

W pierwszej czesci skryptu wprowadzone zostato pojecie wyznacznika macierzy
rozmiaru 2 X 2. Podamy teraz definicje odpowiednika tego pojecia dla macierzy 3 x 3.

a b c
Definicja 4.1.1 (wyznacznik macierzy). Wyznacznikiem macierzy M = |d e f
g h 1
nazywamy wyrazenie algebraiczne postaci
(4.1) | det M = aei+bfg+ cdh — gec — hfa —idb. |
-2 30
Przyktad. Wyznacznik macierzy M = | 1 2 5| wynosi
7 1 4

det M = —-16 +105+0 -0+ 10 — 12 = 87.

Ponizej podamy tatwy sposéb na obliczanie wyznacznika macierzy bez koniecznosci
pamigtania wzoru.

Uwaga 4.1.2 (regula Sarrusa). W praktyce w celu obliczenia wyznacznika stosowac
bedziemy regute Sarrusa.

a b c
Do danej macierzy | d e f| dopisujemy kolumne pierwszq i drugg. Otrzymujemy
g h 1

uktad

Q@ Qe
> o o
S S
SESHES
> o o
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Nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wyrazow znajdujgcych sie na ukosnych prostych
wychodzqgcych z trzech pierwszych wyrazow pierwszego wiersza, a od wyniku odejmu-

jemy iloczyny wyrazow znajdujgcych sie na ukosSnych prostych wychodzgcych z trzech

pierwszych wyrazow ostatniego wiersza, tak jak to pokazuje ponizszy schemat.

\x;x /
><

SN
A

Otrzymujemy wowczas podany w Definicji 18.3.1 wzor na wyznacznik danej macierzy.

Mozna rowniez okresli¢ wyznacznik dla tréjki wektorow. Niech

aq bl C1
A= as s B = b2 s C= Co
as b3 C3

Definicja 4.1.3 (wyznacznik wektoréw). Wyznacznikiem wektoréw A, B,C
nazywamy liczbe

a; by
det(A,B,C) =det [as by co
az bz c3
3 —2 1
Przyktad. Wyznacznik wektorow A= 1 5 |, B = 1 |,C=1] 3 | wynosi
1 3 0
3 =21
det| 5 1 3|=0-6+15—-1-27—-0=—-19.
1 3 0

4.2 Wlasnos$ci wyznacznika.

Ponizej okreslimy najwazniejsze, zaréwno arytmetyczne, jak i geometryczne
wtlasnosci wyznacznika.

> Wyznacznik jako iloczyn mieszany

Fakt 4.2.1 (wyznacznik a iloczyn wektoréw). Dia A, B,C € R? mamy
det(A,B,C)=Ao(BxC)=(AxB)oC.

Ze wzgledu na wystepujace w powyzszej tozsamosci pojecia iloczynu skalar-
nego i wektorowego, wyznacznik trojki wektoréw bywa czesto nazywany iloczynem
mieszanym tych wektorow.
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Dowdd. Korzystajac z definicji iloczynu skalarnego i wektorowego mamy

aq bacg — cabs
AO(BXC):(AXB)OC: as o —b1C3+C1b3 =
as bicy — c1by

= ay(bacg — cab3) + ag(—bics + c1bs) + asz(bica — c1by) =

= a1bocz — aycabs — asbics + aseibs + asbico — azciby = det(A, B, C)
Podobnie pokazujemy, ze det(A, B,C) = (A x B) o C. O
Fakt 4.2.2. Dla A, B,C € R® mamy

det(A, B,C) = —det(B, A,C) = —det(A,C,B) = —det(C, B, A) =
=det(B,C,A) = det(C, A, B).
Dowdod. Korzystajac z poprzedniego faktu oraz z wlasnosci iloczynu wektorowego
otrzymujemy
det(B,A,C)=(Bx A)oC=(—AXxB)oC=—(AxB)oC = —det(A, B,C),
det(B,C,A) = (Bx(C)oC =Ao (B xC)=det(A,B,C).

Dla pozostatych réwnosci dowody wygladaja analogicznie. Otrzymalismy wiec, ze
zamiana dwoch kolumn w macierzy, ktorej wyznacznik liczymy, powoduje zmiang
znaku wyznacznika, natomiast cykliczne przestawienie kolumn macierzy nie zmienia
warto$ci wyznacznika. O

Cwiczenie. Dowody pozostalych réwnosci, pozostawimy do wykonania czytel-
nikowi.

Uwaga 4.2.3. Znak ,-"pojawia sie, gdy dokonujemy zamiany ktorychkolwiek dwoch
wektorow sposrod A, B,C. Takie zamiany dwoch wektorow nazywamy transpozy-
cjami. Zatem wyznacznik zmienia sie na przeciwny przy transpozycji ktorychkol-
wiek dwdch wektorow. Wyznacznik nie zmienia sie, przy przestawieniu cyklicznym,
np. gdy wektory przesuniemy o jedno miejsce do przodu, zas pierwszy przeniesiemy
na koniec.

> Macierz transponowana i jej wyznacznik

Bardzo waznym pojeciem zwigzanym z macierzami jest macierz transponowana
do danej macierzy.

a b c
Definicja 4.2.4 (macierz transponowana). Jeslim = |d e f |, to macierza
g h k
transponowana do macierzy, oznaczang symbolem m?, nazywamy macierz
a d g
mf=1|b e hl|,
c [k

otrzymana z m przez zamiane wyrazéw potozonych symetrycznie wzgledem przekat-
nej gtowne;j.
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Uwaga 4.2.5. Macierz transponowang mozna rowniez uzyskaé poprzez zapisanie
kolumn macierzy m jako wierszy w macierzy m’.

Jak nietrudno sie przekona¢ wyznaczniki macierzy m i macierzy do niej tran-
sponowanej sg sobie rowne, o czym mowi nastepujacy fakt.

Fakt 4.2.6 (wyznacznik macierzy transponowanej). Dla macierzy m mamy
det(m) = det(m”).

Cwiczenie. Dowdd tej whasnosci, wynikajacy wprost z definicji wyznacznika, po-
zostawimy do wykonania czytelnikowi.

> Wyznacznik a liniowa niezaleznos¢

Podamy teraz bardzo uzytecznag wtasnos¢ wyznacznika, dzieki ktorej w tatwy
sposob mozna sprawdzié, czy trojka wektoréw jest liniowo niezalezna.

Fakt 4.2.7. (wyznacznik a liniowa zaleznosé) Wyznacznik wektorow A, B,C' €
R3 jest réwny zero wtedy i tylko wtedy gdy wektory te sq liniowo zaleine.

Dowdd. Niech det(A, B,C) = 0. Gdyby wektory A, B,C byly liniowo niezalezne,
wtedy mieliby$my, ze wektory A, B sg niewspoétliniowe, czyli wektor A x B jest
niezerowy. Ponadto C nie nalezaloby do ptaszczyzny wyznaczonej przez A i B,
wiec nie bylby prostopadly do A x B. Zatem (A x B) o C # 0, ale wiemy, ze
(Ax B)oC =det(A, B,C) = 0. Otrzymalismy wiec sprzecznosé, ktéra oznacza, ze
jesli det(A, B,C) = 0, to wektory A, B, C sa liniowo zalezne.

Udowodnijmy jeszcze implikacje w druga strone. Zaltézmy, ze A, B,C sa liniowo
zalezne czyli np. A nalezy do ptaszczyzny wyznaczonej przez B i C. Wynika stad,
ze A jest prostopadty do B x C, wiec Ao (B x C') =0, ale jak wiemy Ao (B x () =
det(A, B, C), stad det(A, B,C) = 0. Otrzymalismy wiec, ze jesli wektory sa liniowo

zalezne, to ich wyznacznik musi by¢ réwny zero. O]
2 -1 3
Przyktad. Sprawdzmy, czy wektory A=1 0 |, B= 1 , C=111|sa
1 -1 2
liniowo niezalezne. W tym celu obliczmy wyznacznik tych wektoréw.
2 -1 3
det{ 0 1 1|=4-140-34+2-0=2
1 -1 2

Wyznacznik ten jest niezerowy wiec wektory A, B, C' sa liniowo niezalezne.
> Wieloliniowo$¢ wyznacznika

Okreslimy teraz wtasnosci, ktére nazywane sg wieloliniowo$cia wyznacznika.

Fakt 4.2.8 (wieloliniowo$é wyznacznika). Dla wektoréw A, Ay, Ay, B,C € R?
oraz liczby rzeczywistej t mamy

(a) det(tA, B,C) = det(A,tB,C) = det(A, B,tC) =t - det(A, B,C),
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(b) det(A1 + AQ, B,O) = det(Al,B, C) —+ det(Ag, B,C)

Dowdéd powyzszego faktu tatwo wynika z podstawowych wtasnosci iloczynu skalar-
nego i wektorowego, dlatego go pominiemy.

Dla A, B, By, By, C,C,,Cy € R?, mozemy wyprowadzi¢ wzory podobne do tych
z podpunktu (b) w Fakcie 4.2.8.

Whniosek 4.2.9.
det(A, Bl + BQ, C) = det(A, Bl? C) + det(A, BQ, C),
det(A, B, Cl + CQ) = det(A, B, Cl> + det(A, B, 02)

Zajmijmy sie geometrycznymi wtasnosciami wyznacznika.

> Wyznacznik a objeto$¢ rownolegltoscianu i czworo$cianu

Fakt 4.2.10 (wyznacznik a objeto$é réwnolegloscianu). Dia A, B,C € R?
warto$é bezwzgledna wyznacznika | det(A, B, C)| jest réwna objetosci réwnoleglos-
cianu Ry po zbudowanego na wektorach A, B, C.

Dowéd. Niech S bedzie polem podstawy réwnolegloScianu R4 g ¢, czyli polem réw-
nolegtoboku R4 g zbudowanego na wektorach A, B (patrz rysunek). Niech € bedzie
wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny podstawy, o zwrocie takim
jak iloczyn wektorrowy A x B. Jak wiemy z Faktu 3.3.2 |A x B| = S, co daje
(AxB)=S-¢

o A g

™y

Otrzymujemy zatem
|det(A,B,C)|=[(Ax B)oC|=|(S-€)oC|=S-|€cC|=S"|e|-|C|-cosa.

Jak nietrudno sie przekonaé |C|-cos a = H jest wysokoscig réwnolegtoécianu. Wiemy
rowniez, ze |€] = 1, a stad |det(A,B,C)| =5-H =V(Rap.c). O

1
Przyktad. Objeto$¢ réwnolegtoscianu zbudowanego na wektorach A = 1 ,
-1
1 2 1 1 2
B=|[0]|, C=]3 | wynosi|det[ 1 0 3|/=]0-34+2—-0-3-2|=6.
1 2 -1 1

[\
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Bezposrednig konsekwencja powyzszego faktu jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.11 (objeto$é czworoscianu). Objetosé czworoscianu zbudowanego
na wektorach A, B,C wynosi %| det(A, B, C)].

Dowdéd. Zauwazmy, ze pole tréjkata zbudowanego na wektorach A, B jest rowne
potowie pola réwnolegtoboku zbudowanego na tych wektorach. Oznaczmy ten tréjkat
T'4.p, czworoscian zbudowany na A, B, C' oznaczmy przez Cy p ¢. Otrzymujemy wiec

1
V(Cape) = 3 P(Tap) - H =

—_

1
.p(RA’B).HZE.p(RA’B).H:

1 1
= 6 . V(R&B,C') = 6 . |det(A,B,C’)|.

2

W

]

> Znak wyznacznika i orientacja

Dla trojki liniowo niezaleznych wektorow A, B,C' wprowadzamy pojecie ich
orientacji w przestrzeni.

Definicja 4.2.12 (orientacja tréjki wektoréw). Uporzadkowana tréjka wek-
toréw A, B, C' jest prawoskretna (dodatnio zorientowana), gdy wektor C' tworzy z
wektorem A x B kat a < 90°. Podobnie tréjka wektoréw jest lewoskretna (ujemnie
zorientowana), gdy kat o pomiedzy C' a A x B spelnia warunek a > 90°.

Réwnowaznie mozemy powiedzieé, ze uktad jest dodatnio zorientowany, gdy C'
lezy po tej samej stronie ptaszczyzny wyznaczonej przez A i B, co A X B, natomiast
jest ujemnie zorientowany, gdy lezy po przeciwnej stronie tej ptaszczyzny.

Rysunek po lewej stronie przedstawia trojke wektoréw dodatnio zorientowanych,
rysunek po prawej stronie - ujemnie zorientowanych.

Uwaga 4.2.13 (orientacja a wyznacznik). Trdjka wektorow A, B,C jest pra-
woskretna wtedy 1 tylko wtedy gdy det(A, B,C) > 0, natomiast lewoskretna, gdy
det(A, B,C) < 0.

Dowdéd. Zauwazmy, ze jesli wektor A x B lezy po tej samej stronie ptaszczyzny co
wektor C, to mniejszy z katéw miedzy tymi wektorami jest mniejszy niz 90°, a w
takim wypadku cosinus tego kata jest dodatni.



Rozdziat 4. Wyznacznik macierzy 3 x 3 47

Hap

Jak nietrudno sie przekonaé, cosinus kata miedzy wektorami A x B a C' ma
znak taki sam jak iloczyn skalarny tych wektoréw, czyli (A x B) o C' > 0 gdy
(LA x B,C) < 90° ale jak wiemy (A x B)oC = det(A4, B, C). Mozemy wnioskowaé,
ze trojka wektoréw jest dodatnio zorientowana, gdy det(A, B,C') > 0. Podobnie
mozemy pokazac¢, ze trojka wektorow jest ujemnie zorientowana, gdy mniejszy z
katéw pomiedzy wektorami A x B a C' jest wiekszy niz 90°.

A

I8 B

AxBl

Oznacza to, ze jego cosinus jest mniejszy od zera a tym samym det(A, B,C) < 0. [

1
5 3 -2
2
Przyktad. Wektory A = 1 , B=[0], C= 2 tworzg uktad
-2 1 1
: 3 -2
2
ujemnie zorientowany poniewaz det | 1 0 2 [=0—-12—-2—-0—-1-3= —18.
-2 1 1

Uwaga 4.2.14. Orientacja wektorow zalezy od kolejnosci wektorow. Przyktadowo
trojka wektorow zmienia orientacje na przeciwng po przestawieniu dwoch wektorow.

Cwiczenie. Ustal doktadnie, w jaki sposob orientacja trzech wektoréw zmienia sie
pod wpltywem zmian ich porzadku. Kiedy zmienia si¢ na przeciwng a kiedy pozostaje
bez zmian. (Poréwnaj Fakt 4.2.2).

4.3 Zastosowania wyznacznika 3 x 3.

Zajmijmy sie teraz nie wymienionymi wczesniej zastosowaniami wyznacznika w
geometrii analitycznej przestrzeni.

Jak wiemy z Faktu 4.2.7 trzy wektory sa wspotptaszczyznowe jesli ich wyz-
nacznik jest rowny zero. Dzieki temu w tatwy sposéb mozemy okresli¢ warunek na
wspotplaszezyznowosé czterech punktow.



(1)

(2)

(3)
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Wspoélptaszczyznowosé czterech punktéw w przestrzeni.

Punkty A, B,C,D € R? W, p@st@)ni leza na jednej ptaszczyznie wtedy i
tylko wtedy gdy wektory AB iC’ ,A}D sa wspotptaszezyznowe | a to zachodzi
wtedy 1 tylko wtedy gdy det(AB, AC, AD) = 0.

Réwnanie plaszczyzny réwnoleglej do dwéch wektorow.
7 powyzszej wlasnosci mozemy wyprowadzi¢ réwnanie ptaszczyzny rownolegtej

aq bl
do dwoéch danych wektorow A = | ay |, B = | by i przechodzacej
as b3
Zo
przez punkt Xy = | yo |. Oznaczmy szukang plaszczyzne przez I1. Wezmy
20
x
. . %
dowolny punkt X = | y | nalezacy do tej ptaszczyzny, wtedy wektor X X
z

—
rowniez bedzie sie zawiera¢ w tej ptaszczyznie, zatem wektory A, B, X X beda
wspotptaszezyznowe.

Jak pokazalismy mprzednim podpunkcie dla takich wektoréw zachodzi

réwnosé det(A, B, X Xy) = 0. Po podstawieniu wspétrzednych otrzymujemy
aq bl T — Xo

wiec det |as by y—1yo| = 0, co rozwijajac wzgledem trzeciej kolumny,
as bg Z— 20

mozemy zapisaé jako

(4.2)

b b b
(x — xg) det (ZQ b:23> — (y — yo) det (Zl b;) + (2 — zp) det <a1 b;) =0

3 3 Q2

Zawazmy, ze rOwnanie to jest spetnione dla kazdego wektora z ptaszczyzny 11,
jak rowniez kazdy wektor, ktéry spelnia to rownanie jest wspolptaszezyznowy
z A, B, nalezy wiec do plaszczyzny I1. Mozemy wiec przyjaé, ze réwnosé (4.2)
jest réwnaniem tej ptaszczyzny.

Rownanie ptaszczyzny wyznaczonej przez trzy punkty.

Majac dane trzy punkty A, B, C' mozemy znalez¢ rownanie plaszczyzny wyz-
naczonej E}zez_t)e E}nkty. Dla dowolnego X nalezacego do tej pltaszczyzny
wektory AB, AC', AX ( s Lsp(’)lplaszczyznowe , a zatem ich wyznacznik jest
réwny zero det(AB, AC, AX) = 0, co jednoznacznie wyznacza nam szukana
plaszczyzne.
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Ponizszy przyktad ilustruje jak wyglada tak uzyskiwane réwnanie ptaszczyzny
dla punktéw A, B, C' o konkretnych zadanych wspotrzednych.

Przyklad. Wyznaczmy réwnanie plaszczyzny zawierajacej punkty

1 0 1
A=12]|,B=|2|,C=1|5].
3 4 ( 1
T N —1 N 0 N z—1
Dla X = | y | mamy AB = 0 , AC = 3 , A X = y—2
z 1 -2 z—3
Dla takich wektorow otrzymujemy
-1 0 x-1
det| 0 3 y—2]=0.
1 -2 2-3

Mamy wigc =3 - (z —1) —2- (y — 2) — 3(2 — 3) = 0, czyli réwnanie szukanej
ptaszczyzny to —3x — 2y — 32 + 16 = 0.

(4) Dodatnia i ujemna strona ptaszczyzny.
Dla uporzadkowanej trojki punktow A, B, C' mozemy okredli¢ strony ptaszczyzny
przez nie wyznaczonej. Dodatnia strong ptaszczyzny wyznaczonej przez A, B, C'
nazywamy te czes¢ przestrzeni, w ktorej znajduje sie koniec wektora ABx AC.
Druga czes¢ tej przestrzeni nazywamy strong ujemna.

strona dodatnia

strona ujenina

Dla dowolnego punktu X € R? mozemy tatwo sprawdzi¢ po ktérej stronie
plaszczyzny znajduje sie ten punkt, mamy bowiem

(a) X lezy po dodatniej stronie ptaszczyzny wyznaczonej przez A, B, C wtedy
—_—
i tylko wtedy gdy det(AB, AC, AX) >0
(b) X lezy po ujemnej stronie plaszczyzny wyznaczonej przez A, B, C' wtedy
—_— T —
i tylko wtedy gdy det(AB, AC, AX) <0

Dowad. Zaﬂa@, Z_e> X lezy po dodatniej stronie wtedy i tylko wtedy gdy trojka
wektorow AB, AC, AX jest dodatnio zorientowana. Podobnie X lezy po ujemnej
stronie wtedy i tylko wtedy gdy ta trojka wektoréw jest ujemnie zorientowana.
Powyzsza wlasnosé jest zatem konsekwencjg Uwagi 4.2.13. O
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4.4 Zastosowanie wyznacznika do rozwigzywania
ukladu 3 réwnan liniowych z 3 niewiadomymi.

Kolejnym bardzo waznym zastosowaniem wyznacznika jest uzycie go do rozwiazy-
wania uktadéw trzech réwnan liniowych z trzema niewiadomymi. Uktad

a1 + by +c1z =dy
(4.3) asT + boy + coz = dy
asr + byy + c3z = d3

gdzie a;,b;, c;,d; sa dane, natomiast x,y,z sa niewiadomymi, mozemy rozwiazac
metoda ,przez podstawianie”, bywa ona jednak czesto bardzo czasochtonna. Ko-
rzystajac z pojecia wyznacznika mozna wyprowadzi¢ ogélne wzory na rozwigzanie
takiego uktadu. W tym celu postuzymy sie wektorowsg interpretacja danego uktadu.
Mozemy go bowiem zapisa¢ jako

al bl Cl dl
x| ax | +y-| b [+2-| 2 |=] do |,
a3 b3 C3 ds

lub krocej
r-A+y-B+z-C=D.

Rozwiazanie naszego uktadu sprowadza sie zatem do znalezienia wspoétczynnikéw
rozktadu wektora D w kombinacje liniowa wektoréw A, B, C. Aby wyznaczy¢ wspot-
czynnik x, pomndézmy skalarnie obie strony otrzymanego réwnania przez B x C.
Otrzymamy wowczas

(x-A4+y-B+2z-C)o(BxC)=Do(Bx(C),
co, korzystajac z whasnosci wyznacznika, mozemy zapisa¢ jako
det(x-A+y-B+2-C,B,C)=det(D,B,C),

czyli z-det(A, B,C)+y-det(B, B,C) + z-det(C, B, C) = det(D, B, C). Zauwazmy,
ze det(B, B,C) = (B x B) o C' = 0. Podobnie det(C, B,C) = C o (B x C) =0, bo
B x C 1L C. Otrzymujemy zatem

z - det(A, B,C) = det(D, B, ().
W analogiczny sposéb mozemy wyprowadzi¢ zaleznosci
y-det(A, B,C) =det(A, D,C)

z-det(A, B,C) =det(A, B, D).
Przy zatozeniu, ze det(A, B, C) # 0 rozwiazaniem ukltadu (4.3) jest

4 — det(D.B.C)
= det(A,B,C
_ det(A D C

Y= qet(A,B,C

det(A,B,D) D
~ T de(

det ABC)
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£ Cwiczenie. Postaraj sie¢ wyprowadzié¢ zaleznosci y - det(A, B,C') = det(A, D, C),
z - det(A, B,C) = det(A, B, D) stosujac rozumowanie podobne do tego, ktére poz-
wolito uzyskaé zaleznosé z - det(A, B, C) = det(D, B, C).

Otrzymane rozwigzanie mozemy zapisa¢ w ogodlniejszej postaci. W tym celu
zdefiniujmy pewne uzyteczne pojecia.

aq bl C1
Definicja 4.4.1. Macierz (A, B,C) = | az by ¢y | nazywamy macierza gltéwna
az by ¢

uktadu (4.3).

Macierze pomocnicze powstaja przez zastapienie kolumn wspoétczynnikow przy
pewnej niewiadomej, kolumng wyrazéw wolnych. Dla uktadu (4.3) mamy wiec trzy
macierze pomocnicze: (D, B, (), (A, D,C), (A, B, D).

Wyznacznikiem gléwnym danego uktadu nazywamy wyznacznik macierzy gtownej,
czyli W = det(A, B, C).

Wyznacznikami pomocniczymi nazywamy wyznaczniki W, = det(D, B, (),
W, =det(A,D,C), W, =det(4, B, D).

Zauwazmy, ze W, to wyznacznik macierzy powstatej przez zastapienie w macierzy
gtownej kolumny odpowiadajacej zmiennej x przez kolumne wyrazéw wolnych. Wyz-
nacznik ten jest wykorzystywany do wyznaczenia zmiennej x. Macierz we wzorze na
W, powstaje przez zastgpienie kolumny odpowiadajacej zmiennej y przez kolumne
wyrazéw wolnych, natomiast sam wyznacznik wykorzystujemy do wyznaczenia zmien-
nej y. Do znalezienia z uzywamy wyznacznika W, ktory powstaje w analogiczny
Sposob.

Mozemy teraz sformulowaé¢ ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.2 (rozwigzanie ukladu réwnan). Jesli W # 0 to uklad (4.3)
ma doktadnie jedno rozwigzanie, ktore przedstawia sie nastepujgco
W, Wy W,
r=— =— z= .
wo YT W W
Uwaga 4.4.3. Twierdzenie powyzsze ma analogiczng postaé, jok dla uktadu dwoch
rownan lintowych z dwiema niewiadomymi.

v Przyklad. Rozwiazmy uktad

r+4y+z2z=1
20 =3y +22=95

r—y=3
3 4 1
Macierza gtéwna tego ukladu jest macierz |2 —3 2 |. Wyznacznik tej macierzy
1 -1 0

wynosi W =0—-2+4+84+3+6 — 0= 15. Wyznaczniki pomocnicze to

1 4 1
Wy=det|5 -3 2[=0-5+244+9+2—-0 =30,
3 -1 0
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311
Wy=det|2 5 2| =0+6+2-5-18-0= —15,

1 30

3 4

W,=det |2 -3 5 =-27T—-24+20+3415—-24 = —15.
1 -1 3
Rozwigzaniem naszego uktadu jest wiec trojka liczb
30 —15 —15
xr= =2, y= z= =—1

15 5 7T 15



Rozdziat 5

Przeksztalcenia liniowe przestrzeni

Rozdzial ten poSwiecimy na zapoznanie sie z przeksztatceniami przestrzeni. W
szczegolnosci zajmiemy si¢ przeksztatceniami liniowymi. W pierwszym podrozdziale
wprowadzimy podstawowe definicje, w kolejnych poznamy rézne, geometryczne przy-
ktady przeksztatcen liniowych.

5.1 Podstawowe definicje.

Uwaga 5.1.1. W algebrze liniowej punkt o wspétrzednych (xq, x2, x3) czesto utozsa-
T1
miany jest ze swoim wektorem wodzgcym, czyli wektorem o wspotrzednych | xo
T3

Q2

1|
€2
T3 (ll‘L T2, 41‘3)

X

Definicja 5.1.2 (przeksztalcenie przestrzeni). Przeksztalcenie T przestrzeni
jest to pewna regula, ktora kazdemu wektorowi X (punktowi) przestrzeni, przy-
porzadkowuje jednoznacznie pewien wektor (punkt), oznaczony 7'(X) i zwany obrazem
wektora X przez przeksztatcenie T'.

T )
Uwaga 5.1.3. Czesto bedziemy stosowad zapis T | xo | = | o |, ktory oznacza,
T3 xh
i) 'y
Ze obrazem wektora | wmo | przez przeksztalcenie T jest wektor |
Z3 xé’)

93



Rozdziat 5. Przeksztatcenia liniowe przestrzeni 54

Najwazniejszymi przeksztatceniami przestrzeni sa tzw. przeksztalcenia liniowe
i tylko takimi bedziemy zajmowaé sie w dalszej czesci tego rozdziatu.

Definicja 5.1.4 (przeksztalcenie liniowe). Przeksztalcenie T : R* — R? jest
przeksztalceniem liniowym, jesli mozna je opisaé¢ za pomocg wzoru

T axy + bre + cra
(5.1) T| 2o | = | dry+exs+ fas
T3 gr1 + hxy + ix3
Iy
dla dowolnego wektora | =, | € R?, gdzie a,b,c,d, e, f, g, h, i oznaczaja stale liczby.
T3

Kazdemu przeksztatceniu liniowemu mozemy jednoznacznie przyporzadkowac
pewna macierz, zwang macierzg tego przeksztatcenia. W wielu przypadkach bardzo
utatwi to opis, jak i badanie wlasnosci danego przeksztalcenia.

Uwaga 5.1.5 (macierz przeksztalcenia liniowego). Macierz

a b ¢
(5.2) d e f
g h 1

nazywamy macierzq przeksztatcenia T, zadanego wzorem (5.1).

I
Przyktad. Przeksztatcenie T, ktore dowolnemu wektorowi | xo | przyporzad-
T3
T, — 3T9 + T3
kowuje wektor 221 + 73 jest przeksztatceniem liniowym, bo
X2
T 1 — 3Ty + T3 1oz +(=3) 29+ 1-23
T| z9 | = 2x1 + x3 = 221 +0-2904+1-23 ,
T3 To O-21+1-29+0-23

czyli da sie przedstawi¢ w postaci (5.1) dla
a=1,b=-3,c=1,d=2,e=0,f=1,g=0h=1,i=0.
Macierza tego przeksztatcenia jest

1 -3 1
2 0 1
0 1 O

W kolejnych podrozdziatach zapoznamy sie z rozmaitymi przyktadami przek-
sztalcen, ktore okaza sie by¢ przeksztatceniami liniowymi.
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5.2 Rzut prostopadly na prostag wzdluz wektora
U.

Na poczatek zdefiniujmy czym, dla dowolnego punktu X i prostej L jest rzut
prostopadty tego punktu na te prosta.

Definicja 5.2.1 (rzut prostopadly na prosta). Rzutem prostopadltym punktu
X na prostg L, nazywamy taki punkt X', o koncu na prostej L, ze roznica X — X’
jest wektorem prostopadtym do L.

2 X!
X - X'
L 04
Yy
T

-3
> Rzut prostopadly na prostg wzdluz wektora U = D
1

Rozwazmy teraz zagadnienie rzutu prostopadtego wektora dla konkretnej proste;j
L, mianowicie dla prostej wzdhuz wektora U, czyli prostej przechodzacej przez

-3
poczatek uktadu, o wektorze kierunkowym U. Niech U = D . Prosta wzdtuz
1
-3 —3t
wektora U mozna wéwczas zapisaé jako t - U =t - D = 5t | . Dla takiej
1 t

prostej L sprobujmy znalez¢ rzut prostopadty wektora X na L. Zadanie to sprowadza
sie do znalezienia odpowiedniej wartosci parametru ¢, tak aby X’ = ¢ - U, bedacy
rzutem wektora X na prostg wzdtuz U, spetnial warunki okreslone w Definicji 5.2.1,

T+ 3t
czyli aby X — X' = X —tU = | x5 — 5t | byl prostopadly do tej prostej, a tym
T3 — t

samym byt prostopadty do wektora U. Musi wiec zachodzi¢
(X —X)oU=0.
Ten warunek mozemy zapisaé jako

l‘1+3t -3
o —5t | o 5 =—-3x1 — 9t +5x9 — 25t + 23—t = 0.
l’g—t 1
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Wspoétrzedne x4, xo, x5 traktujemy tutaj jako dane, mozemy wiec wyznaczy¢ t
(—9—25—1) 't—3$1+5$2+l’3 =0

—31’1 + 5$2 + T3 = 35t
—3z1 + 5xy + 23

t =
35
Zatem wektor X' mozemy zapisaé jako
, —3ZE1 + 5[L‘2 + x5 —3 9 :ﬁ—)l g %5
X =tU = 35 —3 T %2t 550
1 Sy 4 Byt
—5 %1+ 3502 + 357

Jest to wzor postaci zgodnej z definicjg przeksztalcenia liniowego, rzut ten jest wiec
przeksztalceniem liniowym, ktérego macierzg jest

9 15 _3
3?5 2%5 535

P ® 0¥
35 35 35
> Rzut prostopadly na prostag wzdluz wektora U - przypadek ogdlny

Zastanowmy sie jednak, jak wyglada wzor takiego przeksztatcenia, dla prostej L
poprowadzonej wzdtuz dowolnego wektora U € R? o zadanych wspotrzednych U =
Uy
uy |. Sprawdzmy, czy zawsze bedzie to przeksztatcenie liniowe. Dla przypadku
us
ogblnego, sprobujmy znalezé takie t, aby X’ = tU oraz (X — X')oU = 0.

L~
A

X'=tU

<

Otrzymujemy wiec (X —tU)o U =0
XoU—-t-UoU=0
XoU=t-UoU=tU|?
a stad mozemy juz wyznaczy¢ t

_XOU
- UP
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Ogélny wzér na rzut to zatem

(5.3) X' =tU =35 U
I U1
We wspotrzednych, dla X | zo |, U= | us | wzor ten przyjmuje postac
T3 us3
T Uy
T e} U2
Iy Uy Uy
, I3 us T1U| + ToUo + T3Us
X' =T T2 = . U2 = U9 =
2 ud +u3 +ul
T3 Uy s 1 2 3 Us
Uz
Usg
x1u1+x2u1m+x3u1U3 u? up us
u1+u2+u3 uy 24w +u§ 1 + 2+ua+u2 Z2 + uy +u +u2 3
x1u1m+x2u2+x3u2% _ uluQ UU3
2+u%+u3 - uf +u +u2 T+ 2+u2+u2 T3+ u +u5+u2 €3
x1u1U3+x2u2u3+x3u§ ujug ug
W tudul Wl T+ 2+u2+u2 To + 2+u2+u2 €3

Zatem zgodnie z Definicjg 5.1 jest to przeksztatcenie liniowe. Macierzg tego przek-

sztatcenia jest
2

Uy u1U2 ujug
u%—l—u%-‘,—ug u%—&-ué—i—ug u%—l—u%—‘rug
uju U UU3

2, .,2.1.2 21.21.2 2, .,2.1.2
uytusytug uy+uytus u1+u§+u3
uuz ugu3 Uz

22,2 2. .22 2. 0,2
uitustuy  ujtuptuz  uitustug

Macierz te mozemy tez zapisa¢ w postaci

1 u? Uy ugug
2
5 9 3 U1Us Uy Ua2U3
ui + Uy + us Uz Uslls U%
Whiosek 5.2.2. Rzut prostopadly na prostg wzdiuz dowolnego wektora U € R? jest
przeksztatceniem lintowym.

5.3 Symetria wzgledem ptaszczyzny.

Innym przyktadem przeksztalcenia liniowego jest odbicie (symetria) wzgledem
plaszczyzny przechodzacej przez poczatek uktadu wspotrzednych. Rozwazmy to
przeksztalcenie na przyktadzie odbicia wzgledem ptaszczyzny zadanej réwnaniem
3z — 5y — 22z = 0. Skorzystamy z nastepujacego opisu warunkéw, jakie spetnia punkt
X’ bedacy obrazem punktu X przez to przeksztalcenie.

Fakt 5.3.1 (obraz punktu w symetrii wzgledem plaszczyzny). Obrazem
punktu X w odbiciu wzgledem plaszczyzny 11 jest punkt X' spelniajocy nastepujgce
dwa warunk:
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1. X' lezy na prostej | prostopadiej do 11 przechodzqcej przez X .
2. Srodek S odcinka X X' nalezy do plaszczyzny I1.

[
t X
/ +S
I1 l
4 Y/
'
Postugujac sie powyzszymi dwoma warunkami znajdzmy obraz X' = | z
g
sl
punktu X = | x5

w symetrii wzgledem ptaszczyzny I1 : 3x — by — 22z = 0. Wektor
T3

3
—5 | . Prostg [, tzn. prosta prostopadta do
-2

IT przechodzaca przez X, mozemy wigc zapisa¢ w postaci [ :
podstawieniu wspotrzednych daje

normalny ptaszczyzny II, to N =

X 4+t-N, co po

T 3 T+ 3t
[: To |+t =5 | = | x9— 5t
T3 -2 T3 — 2t
T+ 3t
Punkt X’ nalezy do prostej [, wiec dla pewnej wartosci t mamy X' = | x5 — 5t
Tr3 — 2t
Wiemy réwniez, ze punkt S, jest Srodkiem odcinka X X', czyli
1 / %1‘1 + %Z‘:l %xl + %l’l + %t T+ %t
S:§(X+X): ?..'L'Q‘I—?ZE/Q = §1$2+§1$2—§t IQ_Et
51’3 + 5@73 51‘3 + 55['3 —t

r3 — t
Punkt ten nalezy do ptaszczyzny 11 zatem jego wspotrzedne spetniajg warunek

3 o

Przeksztalémy te rownosé traktujac wspotrzedne xq1, z9, 3 jako dane, zas wartoscé
parametru ¢ jako niewiadoma, ktora wyliczamy

3[151 — 51‘2 - 21’3 + 19t = 0,
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19t = —31’1 + 51‘2 + 21‘3,
t 5 + > +
= ——T + —x9 + —T3.
1971 " 197 " 197

Stad po wstawieniu wyliczonej wartosci dla parametru ¢ otrzymujemy

9 15 6 10 15 6
x|+ 3t 1 — E'rl -+ El’g + El’g _Exl + EZ’Q + E.ﬁﬂg
/ 15 25 10 15 6 10
X = To — 5t = T2 —+ E‘Tl — ExQ — ELEg = Exl — El’g — EIg
_ 6. 10, _ 4 6. _ 10 15
r3 — 2t T3+ 1571 — %2 ~ 503 1921 ~ %2 T 19%3

Symetria wzgledem ptaszczyzny 3z — by — 22 = 0 jest wiec przeksztatceniem linio-
wym. Macierz tego przeksztatcenia to

10 15 6
1 1 1
1 % Mo
19 1 19
© 1 i
19 19 19

5.4 Jednokladno$é J; o skali k wzgledem (0,0, 0).

Jednoktadno$é Ji, o skali k wzgledem (0,0,0), jest réwniez przeksztalceniem

I
liniowym. Obrazem wektora X = | x5 |, w takiej jednokladnosci, jest wektor
T3
lezacy na prostej wyznaczonej przez wektor X, ale pomnozony przez k, czyli
Je(X)=k-X.

Ponizej przedstawiamy przyktad takiego przeksztatcenia dla k = %

>~
A~

kX

(0,0,0

Xz

We wspotrzednych jednoktadnos$é o skali £ mozemy przedstawié¢ jako

T il ]{le k'$1+0'I2+0'$3
Jk T2 =k- ) = kl’g = O[L‘1+k172+0$3
xIs3 Z3 k?fL’3 OIL‘1+OZE2+I{I$3

Przeksztalcenie Jj, jest wigc rzeczywiscie przeksztatceniem liniowym, ktorego macierzg
jest

E 0 0

0 k O

0 0 k
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5.5 Rzuty i symetrie zwigzane z osiami i plaszczyz-
nami wspoélrzednych.
> Rzut na plaszczyzne

Zgodnie z oznaczeniami, wprowadzonymi w Rozdziale 1, ptaszczyzny wspotrzed-
nych to Oy, Oz, Oy.. Rozwazmy rzut prostokatny na plaszczyzne O,,, oznaczmy
go Ppy.

X
Y
X 5
x
Zauwazmy, ze obrazem punktu X = | y | przez takie przeksztaltcenie bedzie punkt
z
x x x
X'=1| y |,awiec przeksztatcenie to mozemy opisa¢ wzorem P, [ y | = | v
0 z 0

Z postaci tego wzoru mozemy wnioskowac, ze P, jest przeksztalceniem liniowym,
ktorego macierzg jest

100
m(Py)=[0 1 0
00 0

000 1 00
W analogiczny sposob otrzymujemy m(P,,) = [0 1 0| orazm(FP,,) = |0 0 0],
0 01 0 01

gdzie P,

vz, Pr. 0znaczaja rzuty na ptaszczyzny O,., O,., odpowiednio.

> Symetria wzgledem plaszczyzny

Rozwazmy teraz symetrie wzgledem tych ptaszczyzn. Niech S, oznacza symetrig
wzgledem O,,. Zauwazmy, ze koniec wektora X’ bedacego obrazem wektora X przez
to przeksztalcenie znajduje si¢ na prostej prostopadtej do ptaszczyzny O,, i prze-
chodzacej przez koniec wektora X. Zgodnie z okresleniem wspotrzednych wektora,
podanym w pierwszym rozdziale, oznacza to, ze wektory X i X’ maja na plaszczyznie
O,, takie same wspoétrzedne, co oznacza, ze dwie pierwsze wspohrzedne tych wek-
torow sag takie same. Ponadto odlegtoé¢ wektora X' od ptaszczyzny O, jest taka
sama jak odlegtos¢ wektora X od tej ptaszczyzny i znajduja sie one po przeciwnych
stronach tej ptaszczyzny, tak wiec trzecia wspélrzedna wektora X’ bedzie miala te
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samg wartos$¢ ale przeciwny znak co trzecia wspotrzedna wektora X. Obrazem wek-

x x x
tora X = [ y | w takiej symetrii bedzie zatem punkt X' =S, [ v | = Y
z z —z

&8

Z postaci wzoru wyznaczajacego obraz wektora przez to przeksztatcenie mozemy
wnioskowadé, ze symetria wzgledem ptaszczyzny jest przeksztalceniem liniowym o
macierzy

1 0 O
m(Sy) =10 1 0
00 —1

Podobnie otrzymujemy

-1
0
0

00 1 0 0
1 0|, m(S,.)=|0 -1 0],
0 1 0 0 1

m(SyZ) =

gdzie Sy, S, sa symetriami wzgledem ptaszczyzn Oy, O,., odpowiednio.
> Rzuty na osie

Zajmijmy si¢ teraz rzutami na osie. Niech P,oznacza rzut na o$ O,.

-
A

Px(X 2
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x x
Jak nietrudno si¢ przekona¢ P, | v | = | 0 |.Rzutna o$ jest zatem przeksztatce-
z 0
100
niem liniowym, ktérego macierz to m(P,) = [0 0 0. Podobnie otrzymujemy
000
x 0 0 00
Ply|=|y |, cayim(P)=(0 1 0f,
z 0 0 00
x 0 000
Ply |=|0],czyim(P,)=[0 0 0
z z 0 01

5.6 Obroty wokdét osi.

Niech Ry, oznacza obrot wokét osi O, o kat 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego
x
wektora X = | y | pierwsza wspotrzedna, okredlona na osi x, pozostanie pod wpty-
z
wem obrotu Ry, bez zmian. Wynika to stad, ze obrét ten przeksztatca ptaszezyzny
prostopadte do osi O, na siebie, a ptaszczyzny te sktadaja sie z punktow o jednakowej
wspolrzednej = (patrz rysunek).

~r

T
ol

Y

Na kazdej pltaszczyznie prostopadtej do osi O, ten przestrzenny obrét Ry, dziala
jak obrot o kat € tej ptaszczyzny. W zwiazku z tym, bazujac na macierzach obrotow
plaszczyzny, wprowadzonych w pierwszej czesci skryptu, mozemy stwierdzi¢, ze
obrazem wektora X jest wektor

x x
Rox| v | = cosf -y +sinf -z
z —sinf -y +cosf -z

1 0 0
Obrot jest wiec przeksztalceniem liniowym o macierzy |0 cosf  siné
0 —sinf cosf



Rozdziat 5. Przeksztatcenia liniowe przestrzeni 63

Analogiczng postac przyjmujg macierze obrotow wokét osi Oy, O,. Nie bedziemy
ich tutaj wprowadzac.

5.7 Przeksztalcenie tozsamosciowe.

Przeksztatceniem tozsamosciowym nazywamy przeksztatcenie I, ktore dla kazdego
X € R? spehia I(X) = X, czyli

T 1 1-214+0-29+0-25
1 T = T = 0$1+1$2+O$3
XT3 XT3 Ol’1+0$2+1$3

Macierz tego przeksztatcenia, nazywana czesto macierzg identycznosciows, to
1 00

m(I) = [0 1 0] . Przeksztalcenie tozsamosciowe jest wiec przeksztatceniem li-
001

niowym. Czasem na oznaczenie przeksztatcenia tozsamosciowego bedziemy uzywac
symbolu Id.

5.8 Przeksztalcenie zerowe.

Przeksztalcenie zerowe Z to przeksztalcenie, ktore dla kazdego X € R? spelnia

Z(X) =0, czyli

T 0 0I1+0$2+0[E3

7 i) = 0 = 0$1+0$2+0[E3

I3 0 0$1+0$2+0I3
000
Jest to wige przeksztalcenie liniowe o macierzy m(Z) = |0 0 0
000



Rozdziat 6

Wlasnosci przeksztalcen liniowych
1 ich macierzy

W tym rozdziale wlasnosciami przeksztatcen liniowych, ktorych przyktady po-
znaliSmy w poprzednim rozdziale. Nauczymy sie sktada¢ przeksztatcenia liniowe.
Poznamy okreslenie iloczynu macierzy i jego zwiazek ze sktadaniem przeksztatcen
liniowych.

6.1 Charakteryzacja przeksztalcen liniowych.

Ponizszy fakt okresla najbardziej charakterystyczne wtasnosci przeksztatcen li-
niowych, dzigki ktérym, w tatwy sposob, mozna sprawdzi¢ czy dane przeksztatcenie
jest przeksztatceniem liniowym.

Fakt 6.1.1 (charakteryzacja przeksztalcen liniowych). Przeksztalcenie prze-
strzeni T @ R® — R® jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy T spetnia nastepujgce
warunks:

(1) addytywnosé: T(X +Y) =T(X)+T(Y) dla dowolnych X,Y,

(2) jednorodnosé: T(rX) = rT(X) dla dowolnego wektora X i dowolnej liczby
rzeczywiste] T.

Dowadd. Pokazemy, ze jesli T jest przeksztatceniem liniowym, to rzeczywiscie spetnione

T U1 a b c
sa warunki (1) i (2). Niech X = [ zo |, Y = | yo | oraz m(T) = |d e f
3 Y3 g h 1
Wtedy
1+ W% a(xy +y1) + b(x1 + y1) + c(z1 + y1)
TX+Y)=T| z24+y2 | = | dlwa+y2) +e(xa+y2) + flza+y2) | =
T3+ Y3 g(3 +y3) + h(ws + y3) +i(v3 + y3)

axy, + bxy + crs + ayy + bys + cys
= dl’1+€$2+fl’3+dy1+€y2+fy3 =
gr1 + hxo +ixs + gy + hys + 1ys

64
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axry + bre + crs ayy + bys + cys T 7
= | dvi+era+ frs |+ | dypn+eye+ fys | =T 22 | +T | yo | =
gx1 + hxy +ixs gy1 + hys + iys3 x3 Y3
— T(X)+T(Y).

Podobnie pokazujemy, ze T'(rX) = rT(X).

T arxy + braxy + cras
TrX)=T| rey | = | droy+erze+ fros | =
rIs grry + hraxe +irxs
r(axy + bxry + cx3) axy + bxy + cxs 1
= | r(dxy +exos+ faz) | =r| dey+exa+ frz | =rT | o | =rT(X).
7“(9.1'1 + hl’g + ’l$3) qry + h&?g + img I3

Zatem rzeczywiscie z faktu liniowosci przeksztatcenia T wynika, ze T' spetnia warunki
(1)1 (2). Pokazemy teraz implikacje przeciwna. Zalézmy, ze przeksztalcenie T' spetnia
warunki (1) i (2). Pokazemy, ze T jest liniowe. Oznaczmy obrazy wersor6w przez
przeksztatcenie T’

1 ay 0 by 0 C1
T 0 = Q9 3 T 1 = bg s T 0 = Cy
0 as 0 b3 1 3
I 0
Mamy wowczas T'| xo | =T 0 . Korzystajac z ad-
T3

dytywnosci przeksztatcenia T', czyli z Warunku (1), otrzymujemy

T O 0 T 0
T 0O |+ ] zo | + 0 =T1] O +T | 29 | +T1] O =
0 0 T3 0 0 T3
1 0 0
= T X1 0 + T ) 1 + T T3 O
0 0 1

Z jednorodno$ci przeksztatcenia T', czyli z warunku (2), otrzymujemy

1 0 0
T I 0 —|— T ) 1 + T T3 O =
0 0 1
1 0 0
0 0 1
ai bl C1 a;xry + bl.ilﬁg + ci1x3
=T (05} + 29 bg + XT3 Co = asx1 + bgl’g + Co3

as b3 C3 asxri + ngQ + c323
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Otrzymalidémy wiec, ze T jest przeksztalceniem liniowym o macierzy
aq b1 C1
m(T) = | as b2 Cy
as bg C3

]

Powyzsze rachunki jako produkt uboczny daja nam nastepujaca cenng ob-
serwacje dotyczaca przeksztatcenia liniowego.

Whniosek 6.1.2 (kolumny macierzy przeksztalcenia jako obrazy wersoréw).
Kolumny macierzy m(T) przeksztalcenia liniowego T : R®* — R® sq wektoramsi bedg-
cymi obrazami wersorow osiowych przez przeksztatcenie T, czyli

1 0 0
T{ol|, 71|, 7o
0 0 1

Mozemy wiec symbolicznie zapisac

1 0 0
m(T)=|T| 0|, T|1], 7o
0 0 1

6.2 Dzialanie macierzy na wektor.

W tym rozdziale wyjasnimy, jak znajdowa¢ obrazy wektoroéw przez przeksz-
tatcenie liniowe T' postugujac sie bezposrednio macierza m(T) przeksztalcenia, bez
odwolywania si¢ do wzoru przeksztatcenia. Stuzyé¢ temu bedzie pojecie dziatania
macierzy na wektor.

a b c
Definicja 6.2.1 (dzialanie macierzy na wektor). Jesli m = |d e f| jest
g h 1
macierzg rozmiaru 3 x 3, za$ T : R® — R3 jest przeksztalceniem liniowym zadanym
ta macierza (tzn. ze m(T) = m), to okre$lmy dzialanie macierzy m na wektor
1 I
xo | tak, aby wynikiem tego dziatania byt wektor 7| o |, czyli
T3 T3
a b c T T axy + bre + cra
d e f o | =T | xo | = | doi+exs+ frs
g h 1 T3 T3 gxy + hxo + i3
2 -1 1 2
v Przyklad. Wynikiem dziatania macierzy |4 2 5| na wektor 5 jest
2 1 0 -1
wektor
2 -1 1 2 2:2—1-5—-1-1 -2
4 2 5 5 =|4-24+2-5-5-1 =] 13
2 1 0 -1 2:2+1-5-0-1 9



Rozdziat 6. Wtasnos$ci przeksztatcen liniowych i ich macierzy 67

W tatwiejszym zapamigtaniu reguty dotyczacej dziatania macierzy na wektor
pomocna moze by¢ nastepujaca uwaga.

Uwaga 6.2.2 (dzialanie macierzy na wektor opisane za pomoca iloczynu

skalarnego). Dzialanie macierzy na wektor mozna zinterpretowaé przy uzyciu iloczynu
Wi

skalarnego. Niechm = | Wy | bedzie dang macierzq rozmiaru 3x3, gdzie Wy, Wo, W3
W

oznaczajq wiersze tej macierzy. Wiersze te bedziemy traktowaé jak wektory z R3.

Wéwczas dla dowolnego wektora X € R? zachodzi

W1 WloX
m-X=| Wy, | X=| WeoX
W3 WgOX

6.3 Sktadanie przeksztalcen liniowych.

Na wektor w przestrzeni mozemy zadziata¢ kolejno réznymi przeksztalceniami.
Operacje taka nazywamy sktadaniem przeksztalcen i to wtasnie tym pojeciem zaj-
miemy si¢ w tym podrozdziale. Sprawdzimy, czy sktadajac dwa przeksztatcenia li-
niowe rowniez otrzymamy przeksztatcenie liniowe. Nauczymy sie wyznacza¢ macierz
ztozenia przeksztatcen liniowych.

Definicja 6.3.1 (zlozenie przeksztalcen liniowych). Ztozeniem przeksztalcenia
T 7z przeksztalceniem S nazywamy przeksztalcenie R, ktére dla dowolnego wektora
X jest okreslone wzorem R(X) = S(T'(X)). Przeksztatcenie takie oznacza¢ bedziemy
R=STlhb R=So0T.

Przyktad. Rozwazmy ztozenie rzutu P,, na ptaszczyzne O, z rzutem prostopadtym

x
P,. naptaszczyzne O,.,. Przypomnijmy, ze dla dowolnego wektora X = [ y | mamy
z
x x x x
Pyly |=1wv |, P:| v |=1] 0 |.Wtedy zlozenie tych przeksztalcen to
z 0 z z
x
przeksztatcenie P, 0P, ., ktére dowolnemu wektorowi [ vy | przyporzadkowuje wek-
z
x x x x
Pmypmz Yy :ny Py, Y :Pry 0 = 0
z z z 0

Zauwazmy, ze wzor ten odpowiada okreslonemu w poprzednim rozdziale rzutowi na
0$ Oy,
x x x
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Mamy wiec
P, P,. = P,.

Wynikiem takiego ztozenia jest wiec rzut na os O,.

W powyzszym przyktadzie ztozenie przeksztatcen liniowych, okazato si¢ by¢
przeksztalceniem liniowym. Zastandéwmy sie, czy tak jest zawsze.

Fakt 6.3.2 (liniowo$¢ zlozenia przeksztalcen liniowych). Zlozenie przeksz-
tatcen liniowych S, T : R®> — R? jest tez prazeksztatceniem liniowym.

Dowdod. Korzystajac z Faktu 6.1.1 wystarczy sprawdzi¢, ze przeksztatcenie ST jest
addytywne i jednorodne. Jednorodno$¢ tego przeksztatcenia pokazemy korzystajac
z jednorodnosci przeksztatcen S,7T. Mamy bowiem

ST(wX) = S(T(vX)) = SWT(X)) = vS(T(X)) = vST(X).

Addytywnos¢ réwniez wynika z wlasnosci przeksztatcen S, T, a doktadniej z ich
addytywnosci. Zauwazmy, ze

ST(X+Y) = S(T(X+Y)) = S(T(X)+T(Y)) = S(T(X))+S(T(Y)) = ST(X)+ST(Y).

Zatem ztozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym. O

> Macierz zlozenia przeksztalcen liniowych

Wiemy juz, ze przeksztalcenie bedace zlozeniem przeksztatcen liniowych jest
przeksztalceniem liniowym. Zastanéwmy sie jednak, jak wyglada macierz takiego
przeksztalcenia, zakladajac oczywiscie, ze znane sa macierze m(S), m(T) przeksz-
tatcen S,T. Jak wiemy z Wniosku 6.1.2 kolumny tej macierz utworzone zostana
przez obrazy wersoréw uktadu, czyli

1 0 0
m(ST)= | sT| o |,s7| 1 |,s7]| 0
0 0 1
Zatézmy, ze
a b ay by ¢
m(S)=|ax by co|, m(T)=[a), bV, c,
as by c3 ay by o

1
Zmajdzmy obraz wektora | 0 | przez przeksztalcenie ST'. Otrzymujemy
0

1 1 al aray + byal, + c1af
ST{O0O|=S|T]| 0 = ay | = | agd] + bedly + coal
0 0 aj azay + bsal, + czal

Podobnie mozemy wyznaczy¢ druga i trzecia kolumne macierzy m(ST). Dla ulatwienia
wprowadzmy oznaczenia
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(1) niech wy,wy, w3 beda wierszami macierzy m(S), czyli np. wy = (aq, by, 1),
ay

(2) niech ky, ko, k3 bedg kolumnami macierzy m(T'), czyli np. ky = | df
ay

Stosujac te oznaczenia mozemy pierwsza kolumne macierzy m(ST) zapisa¢ jako

1 w1 © kl
ST| 0 | =| weoky |.Podobnie wyznaczamy pozostate kolumny tej macierzy
0 ws o ky
0 0 wy © ko
ST 1 =S|T 1 :S(kg) = wQOkQ s
0 0 Ws O kQ
0 0 w1 © k’g
ST 0 [=S[T] 0 =S(ks) = | wooks
1 1 Ws © k3

Ostatecznie otrzymujemy

wlokl w10k2 wlok:g
(61) m(ST) = | Wy O ]{?1 Wy O kQ Wy O k?g
wzok; wgoky wszoks

Whniosek 6.3.3. Wyraz macierzy m(ST) w i—tym wierszu i j—tej kolumnie, jest
iloczynem skalarnym i—tego wiersza macierzy m(S) i j—tej kolumny macierzy m(T).

6.4 Mnozenie macierzy.

Dotychczas zazwyczaj mowiliSmy o macierzach w kontekscie przeksztatcen prze-
strzeni. W oparciu o te przeksztatcenia wprowadzimy w tym podrozdziale abstrak-
cyjne pojecie mnozenia macierzy.

Definicja 6.4.1 (iloczyn macierzy). Iloczynem macierzy m(S) i m(7'), odpowiada-
jacych przeksztatceniom S i T, nazywamy macierz m(ST'), bedaca macierza zlozenia
przeksztalcen S i T. Mozemy symbolicznie zapisa¢ to w postaci

m(S) - m(T) = m(ST).

3 0 8 7 1 5
v Przyklad. Wyznaczmy iloczyn macierzy |7 1 -5, [3 5 —1]|. Zgodnie
2 0 4 0 -2 -3
ze wzorem (6.1) mamy
3 0 8 7 1 5
71 =513 5 —1|=
2 0 4 0 -2 -3
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3.740-348-0  3-147-54+2-(=2)  3-5+40-(=1)+8-(-3)
—[7-74+1-34(=5)-0 7-14+1-5+4(=5)-(=2) 7-5+1-(=1)+(=5)-(=3)| =
2.740-344-0  2-140-5+4-(=2)  2-5+40-(=1)+4-(-3)

21 34 -9
=152 22 49
14 —6 -2

Poznamy teraz najwazniejsze wtasnosci dziatan na macierzach.
Fakt 6.4.2 (wlasnosci mnozenia macierzy).
(1) Mnozenie macierzy 3 x 3 jest lgczne, tzn. (my - mg) - mg = my - (Mg - m3).

(2) Dla dowolnych macierzy 3 X 3 : my,my oraz wektora X € R® zachodzi
(mlmz)X = m1<m2X).

(8) Mnozenie macierzy nie jest przemienne, tzn. zazwyczaj mimsy 7 mamy.

Dowdd (1). Mnozenie macierzy jest taczne, gdyz taczne jest sktadanie przeksztatcen.
Dla przeksztatcen S, T, R mamy

(m(S) - m(T)) - m(R) = m(ST) - m(R) = m((ST)R) = m(5(TR)) =

=m(S) - m(TR) =m(S) - (m(T)-m(R)).

Sprawdzenie tej wlasnosci przez bezposrednie wyliczenie iloczynéw macierzy bytoby
bardzo czasochtonne. O

Cwiczenie. Podobny dowdd, dla wlasnoéci drugiej, pozostawimy do wykonania
czytelnikowi. Podobnie tatwo sprawdzi¢, ze mnozenie nie jest przemienne np. sprawdza-
jac, ze

3 2 -1\ /0 -3 -1 0 -3 -1\ /3 2 -1
01 5|2 -1 =3|#]2 -1 =3|]0 1 5
1 -2 -3)\1 0 3 1 0 3)\1 —2 -3

Co réwniez pozostawimy do samodzielnego sprawdzenia.



Rozdzial 7

Przeksztalcenia odwrotne

W rozdziale tym zajmiemy si¢ pojeciem przeksztatcenia odwrotnego. Podobnie
jak w przypadku dwuwymiarowym, réwniez w przestrzeni R?, dla danego przek-
sztalcenia mozemy sprébowacé okresli¢ przeksztatcenie do niego odwrotne. W pier-
wszym podrozdziale zdefiniujmy, czym jest przeksztalcenie odwrotne i kiedy dane
przeksztalcenie ma przeksztatcenie odwrotne, czyli kiedy jest odwracalne. Poznamy
dwa rownowazne okreslenia odwracalnosci i przeksztatcenia odwrotnego. Nauczymy
sie wyznaczaé przeksztatcenie odwrotne i okresla¢ macierz takiego przeksztatcenia,
najpierw dla przypadku ogélnego a nastepnie dla przeksztatcen liniowych.

7.1 Podstawowe definicje.

Definicja 7.1.1 (odwracalno$é przeksztalcenia i przeksztatcenie odwrotne).

(1) Przeksztalcenie T' nazywamy odwracalnym, jesli jest wzajemnie jednoznaczne,
tzn. réznowartosciowe i ,na”. Przeksztalceniem odwrotnym do
T : 7 — Z nazywamy takie przeksztatcenie S : Z — Z, ze jesli
T(X)=X' toS(X') = X.

(2) Przeksztalcenie T : Z — Z jest odwracalne, jesli istnieje przeksztalcenie S :
Z — 7, takie ze SoT' = Id oraz T o S = Id. Przeksztalcenie S nazywane jest
przeksztalceniem odwrotnym do 7'

Dowéd (réwnowaznodci definicji (1) i (2)).
Zatozmy, ze T jest przeksztalceniem odwracalnym, a S jest przeksztatceniem
odwrotnym do 7" w sensie definicji (1). Pokazemy, ze wtedy T jest odwracalne w

sensie definicji (2), a S jest przeksztalceniem do niego odwrotnym.
Zgodnie z definicja (1), dla kazdego wektora X € Z mamy

S(T(X)) = S(X') = X.

oraz dla kazdego X' € Z
TS(XN)=T(X)=X".

Zatem przeksztalcenie T jest odwracalne w sensie definicji (2), a S jest przeksztatce-
niem do niego odwrotnym.

71
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Pokazemy teraz implikacje przeciwng. Zalézmy, ze T' jest odwracalne, a S jest przek-
sztalceniem odwrotnym do 7' wg definicji (2). Musimy pokazaé, ze T jest réznowar-
tosciowe i ,na”. Wezmy dwa rézne wektory X, Y z przestrzeni Z. Chcemy pokazaé,
ze wowezas T'(X) # T(Y). Jak wiemy z definicji (2), S(T'(X)) = X, S(T(Y)) =Y.
Gdyby T(X) = T(Y), mieliby$Smy

X = S(T(X)) = S(T(V)) = Y.

ale to jest sprzeczne z zatozeniem, wiec rzeczywiscie przeksztatcenie T jest roznowar-
tosciowe. Pokazemy jeszcze, ze dla dowolnego X € Z istnieje Y, taki ze X = T(Y),
czyli ze przeksztalcenie T jest ,na”. Przyjmijmy Y = S(X), mamy wéwczas

X =T(S(X)) = T(Y).

Przeksztatcenie T' jest wiec przeksztatceniem ,na”. Pozostaje pokazac, ze przeksz-
tatcenie S z definicji (2) ma wlasnosé: jesli T(X) = X', to S(X') = X. Przyjmijmy
T(X) = X', mamy wowczas S(X') = S(T(X)) = X, czyli S jest przeksztalceniem
odwrotnym do 7" w sensie definicji (1). Podane w Definicji 7.1.1 dwa okreslenia
przeksztalcenia odwracalnego i odwrotnego sg wiec rownowazne. Il

7.2 Wyznaczanie przeksztalcenia odwrotnego.

Przeksztatcenie odwrotne, jesli istnieje, na ogdét mozna wyliczy¢é. W tym pod-
rozdziale pokazemy przyktady przeksztatcen odwrotnych, w kolejnych nauczymy si¢
sprawdzac¢, czy dane przeksztalcenie ma przeksztatcenie odwrotne, okreslimy tez
macierz tego przeksztatcenia.

v Przyktad. Niech przeksztalcenie T : R® — R3 bedzie okredlone wzorem T(X) =
3X +2W, gdzie W jest pewnym ustalonym wektorem z R®. Oznaczmy T(X) jako X',

mamy wowczas X' = 3X + 2W. Skoro X L X , to szukamy takiego przeksztatcenia
—1
T ze X' X Sprobujmy wyrazi¢ X za pomocg X'. Otrzymujemy

3X = X' +2W,
1 1 p
X = (X' —2W)=-X'— "W,
5 ) =3 3

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze T jest odwracalne, bo jesteSmy w stanie okresli¢ przek-
sztatcenie 7! do niego odwrotne. Wyraza sie ono wzorem
1 2

T Y)=-Y - ZW.
Sprawdzmy zgodnosé¢ tak wyznaczonego przeksztatcenia z Definicjg 7.1.1, a zatem
sprawdzmy, czy T~ o T = I. Otrzymujemy
T'oT(X) = T7'(3X 4+ 2W) = 3(3X 4+ 2W) — W = X, zatem rzeczywiscie
T 'oT =1.

£ Cwiczenie. Czytelnik moze sam, w analogiczny sposob sprawdzi¢, ze ToT ! = I.
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v Przyklad. Niech T : R® — R3? bedzie takim przeksztalceniem, ktére wektorowi

T 21’1
xro | przyporzadkowuje wektor 311 + T2 , czyli
ZT3 r1 — T — 21’3
X1 2[[’1 2 0 0
T zo = 3r1 + X . Macierz tego przeksztalcenia to |3 1 0
T3 %1-1’2—2%3 1 -1 -2
T x)
Przyjmijmy, ze obrazem wektora | xs | jest wektor | z, |. W takiej konwencji
T3 xh
mamy
T = 2x

(%) 8 xh =3z + 29
Th =1 — T9 — 23

Podobnie jak poprzednio, szukamy takiego przeksztatcenia 771, ze

Przeksztatémy uktad (%). Otrzymujemy

1,
— Al — 3 ../
Tg = Ty — 3w = Xy — 577, \
_ 1 ry 171, / / I\ ot 1, 1,.
13 = 5(v1 — wg — a%) = 5(52] + 5] — vy — %) = ) — 57 — 575,
WyznaczyliSmy wiec przeksztatcenie odwrotne do T’
! 1,/
— / - o / /
T Ty | =] 22 | = —§1x1 + x%
/ / / /
0 0
Odpowiadajaca temu przeksztatceniu macierz, to m(T~1) = —% 1 0
1 _1
1 2 2

£ Cwiczenie. Sprawdzenie zgodnosci tak wyznaczonego przeksztalcenia odwrotnego
g g g
z Definicja 7.1.1, pozostawimy jako proste ¢wiczenie dla czytelnika.

7.3 Odwracalno$é¢ przeksztatcen liniowych.

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy przyktady przeksztatcen odwrotnych
do danych. Niestety nie we wszystkich przypadkach da sie okresli¢ takie przeksz-
tatcenie. W tym podrozdziale okreslimy, kiedy taka operacja jest wykonalna. Po-
damy teraz bardzo uzyteczne twierdzenie, ktére bedzie najczesciej uzywanym przez
nas narzedziem do badania odwracalnosci przeksztatcen.
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Twierdzenie 7.3.1 (kolumny macierzy a odwracalnosé przeksztalcenia).
Niech T : R* — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym o macierzy m(T). Mamy
wowczas

(1) jesli kolumny macierzy m(T') sq liniowo zalezne, to przeksztalcenie T' nie jest
odwracalne,

(2) jesli kolumny macierzy m(T') sq liniowo niezalezne, to przeksztatcenie T' jest
wzajemnie jednoznaczne, a wiec odwracalne.

Dowod.

(1) Macierz przeksztalcenia T zapiszmy w postaci m(T) = (K, Ko, K3), gdzie
K; € R? s3 jej kolumnami. Korzystajac z liniowoéci przeksztatcenia T', otrzy-

mujemy
T 1 0 0
T(X):T i) =T I - 0 + X9 - 1 + x3 - 0 =
T3 0 0 1
1 0 0
:.Il'T 0 +$2T 1 —|—3§'3T 0 :[L'lKl—l-l'QKQ—l—l'gKg.
0 0 1

Przy zatozeniu, ze wektory K, Ko, K3 sa liniowo zalezne, mamy ze jeden z nich
jest kombinacjg liniowa pozostatych. Przyjmijmy, ze np. K3 =t - K; + s - K.
Wtedy dla dowolnego wektora X € R? mamy

T(X) = [ElKl + ZL‘QKQ + I’g(t . K1 + s KQ) = (I’l + ZE3t>K1 + (fL’Q + ZL‘3$)K2.

Zatem kazdy wektor zostaje przeksztalcony przez T na wektor bedacy kom-
binacjg liniowg wektorow Ky, Ks. Moga zajs¢ trzy sytuacje. Wektory Ky, Ko
moga by¢

(a) oba zerowe. Wtedy wektory
T(X) = (371 + Qth)Kl + (SL’Q + l’gS)Kg = (.361 + l’gt) -0+ (IQ + 31738) -0=0

rowniez beda wektorami zerowymi.

(b) Moga by¢ wspotiniowe. Wtedy wektory T'(X) jako ich liniwe kombinacje
beda wektorami z prostej wzdtuz wektoréw K, Ks.

(¢) Moga by¢ niewspolliniowe. Wtedy ich kombinacje liniowe T'(X) wyz-
naczaja pewna ptaszczyzne.

W kazdym z tych przypadkéw obrazami wektoréw X nie moga by¢ wszystkie
wektory z przestrzeni R?. Tak wiec T nie jest przeksztalceniem ,na”, a zatem
zgodnie z Definicja 7.1.1 nie jest odwracalne.
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(2) Jesli Ky, Ky, K3 sa wektorami liniowo niezaleznymi, to kazdy wektor Y €
R? mozna jednoznacznie przedstawié¢ w postaci ich kombinacji liniowej Y =
t1 K1 + to Ky + t3K3. Jednocze$nie z pierwszej czesci dowodu pamietamy, ze

T
T| o | = 21K 4+ 22Ky + x3K3. Wynika stad, ze T jest roznowarto$ciowe,
x3
bojesli Y = T(X;) = T(Xs) dla X; # Xs, to Y mialby dwa rézne rozktady w
kombinacje wektorow Ky, Ky, K3, a to jak wiemy jest niemozliwe. Przeksztatce-
nie 1" jest rowniez ,na”, bo jesli wezmiemy dowolny Y = t1 Ky + to Ky + t3K3,
t
toY =T ty |, wiec kazdy Y jest obrazem pewnego wektora przez przek-
i3
sztatcenie T'. Jak wynika z Definicji 7.1.1, przeksztatcenie T' jest odwracalne.

]

7 powyzszego twierdzenia mozemy wyprowadzi¢ bardzo pozyteczny wniosek,
ktory bardzo czesto okaze sie by¢ najlatwiejsza metoda sprawdzenia odwracalnosci
przeksztatcenia.

Whniosek 7.3.2 (wyznacznik a odwracalno$é przeksztalcenia). Przeksztalce-
nie T' jest odwracalne wtedy i tylko wtedy gdy det(m(T)) # 0.

Dowdd.

Jak wiemy z Faktu 4.2.7 kolumny macierzy m(7T) sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy gdy det(m(T)) # 0, a to, na podstawie Twierdzenia 7.3.1, jest rOwnowazne
odwracalnosci przeksztatcenia T Il

Uwaga 7.3.3 (macierz nieosobliwa). Macierze m, dla ktérych det(m) # 0 nazy-
wane sq macierzami nieosobliwymi. Tak wiec T jest odwracalne wtedy i tylko wtedy
gdy macierz T jest nieosobliwa.

Przyktad.

(1) Przeksztalceniem odwrotnym do jednoktadnosci o skali r i srodku w punkcie
0, czyli J?, jest jednokladno$é o srodku w tym samym punkcie i skali 1, czyli
JY.

(2) Przeksztalceniem odwrotnym do obrotu wzgledem osi OX o kat 6, czyli Rox e,

jest obrot wzgledem tej samej osi, ale o kat —0, czyli Rox .

W powyzszych przyktadach przeksztatcenie odwrotne do przeksztatcenia linio-
wego, jest réwniez przeksztatceniem liniowym. Zastanéwmy sie, czy tak jest zawsze.

Lemat 7.3.4 (liniowo$é przeksztalcenia odwrotnego). Jesli T jest odwracal-
nym przeksztaiceniem liniowym, to T~ jest tez przeksztalceniem liniowym.

Dowdéd. Aby pokazaé liniowosé¢ przeksztalcenia T—! nalezy pokazaé jego addyty-
wnoéé i jednorodno$é. Niech X,Y beda dowolnymi wektorami z R3. Oznaczmy
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Wy =T X +Y), Wo =TYX)+ T7YY). Chcieliby$my, aby W; = Wy, co oz-
naczatoby, ze przeksztatcenie 77! jest addytywne. Nalézmy na oba réwnania przek-
sztatcenie T'. Otrzymujemy

TW) =T(THX+Y))=X+Y,
TWy)=T(TH(X)+ T '(Y)) =X +Y.

Tak wiec T'(W;) = T'(W3). Przeksztalcenie T jest odwracalne, wigc jest réznowar-

tosciowe, skad wnioskujemy, ze W7 = W. Il

Cwiczenie. Jednorodnosé przeksztatcenia T pokazuje sic podobnie. Zadanie to
pozostawimy jako proste ¢wiczenie dla czytelnika.

7.4 Macierz przeksztalcenia odwrotnego.

Dla danego odwracalnego przeksztalcenia liniowego T : R® — R3? o macierzy
m(T) przydatna moglaby okazaé si¢ umiejetnosé znajdowania macierzy przeksz-
tatcenia T~!. Sprébujmy zatem zastanowié¢ sie, czym jest i jakie ma wlasnosci
macierz przeksztatcenia odwrotnego.

Fakt 7.4.1. Dla dowolnego przeksztalcenia liniowego T' o macierzy m(T) i przeksz-
tatcenia T~ do niego odwrotnego, mamy

—_
=}
@)

m(TYYm(T) = m(T'T) =m(I) =

o O
O =
i)

oraz

—_

00
10
0 01

o

m(T)m(T ') = m(TT™ ") =m(I) =

Definicja 7.4.2 (macierz odwrotna). Macierza odwrotna do macierzy m roz-
miaru 3 X 3, nazywamy taka macierz n rozmiaru 3 x 3, dla ktorej

— O O

10
m-n=n-m=10 1
00

Macierz m, majaca macierz odwrotna, nazywamy macierza odwracalng.

> Wtasnosci macierzy odwrotnych

Korzystajac z tego, ze mozemy utozsamia¢ macierze z zadanymi przez nie przek-
sztalceniami, a mnozenie macierzy ze sktadaniem przeksztalcen, mozemy okresli¢
nastepujace wtasnosci macierzy odwrotnych.

Fakt 7.4.3.

(1) Macierz odwracalna m, czyli macierz o niezerowym wyznaczniku, ma dokladnie

jedng macierz odwrotng, ktérqg oznaczamy m=1.
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(2) Macierz m jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy kolumny tej macierzy sq
wektorami liniowo niezaleznymi, a to zachodzi wtedy v tylko wtedy gdy wyz-
nacznik tej macierzy det(m) # 0, czyli wtedy i tylko wtedy gdy wiersze macierzy
m sq lintowo niezalezne.

3) Macierz odwrotna do m(T) jest macierzq przeksztatcenia T, czyli
(- j q y

Dowody wtasnosci podanych w powyzszym fakcie wynikaja wprost z udowod-
nionych wczesniej wlasnosci przeksztalcen odwrotnych. Tutaj je pominiemy.

v Przyktad.
0 0\ (& 00
(1) Jesli t17é0,t27é0,t37é0, to | 0 t2 0 =10 i 0
0 0 t 00
3
1 a b\ 1 —a (=b+ac)
(2) 10 1 ¢ =10 1 —c
001 0 0 1

Wydaje sie, ze uzyteczne mogtoby by¢ wyprowadzenie ogélnego wzoru na macierz
odwrotna, a w konsekwencji réwniez na przeksztatcenie odwrotne do danego.

Fakt 7.4.4. Jesli T jest przeksztalceniem odwracalnym i jesli przeksztatcenie S spet-
nia jeden z warunkow:

(a) TS =1,
(b) ST =1,
to musi tez spetniaé drugi z tych warunkéw, a wiec S =T~
Dowdod. Zatozmy, ze S spetnia pierwszy warunek, czyli T'S = I. Wtedy
I=T'T =TT =T"'TST = ST,

czyli ST = I. Otrzymalidémy zatem drugi warunek. Podobnie mozna sprawdzi¢ drugi
przypadek. [

£ Cwiczenie. Sprawdzenie, ze jesli przeksztatcenie S spetnia drugi warunek, to musi
tez spetniac¢ pierwszy, pozostawimy do samodzielnego wykonania przez czytelnika.

Uwaga 7.4.5. Istniejqg nieodwracalne przeksztatcenia T, dla ktérych istnieje przek-
sztatcenie S, takie ze T'S = I ale ST # 1. Przeksztalceniami takimi nie bedziemy
sie jednak tutaj zajmowac.
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Whniosek 7.4.6. Jesli m jest macierzqg odwracalng, zas macierz n spelnia jeden z
nastepujgcych warunkow

to

> Wzér na macierz odwrotna

Podamy teraz wzor an macierz odwrotna do danej. Wprowadzmy jednak najpierw
pewne oznaczenia.

m= | wy |, gdzie w; oznacza i-ty wiersz macierzy m,

wl = | b; | to kolumna (wektor z R3) utworzona z wiersza w;.

Przypomnijmy réwniez, ze det(m) = det(m?'), oraz v - (ky ko k3) = (vky vky vks).

Twierdzenie 7.4.7 (wzér na macierz odwrotna). Dla danej macierzy

wy
m = | wy | macierz odwrotna m=! przyjmuje postaé
w3
~1
w1
-1 _ _ 1 T T T T T T
m~t =] wsy = e - (Wa X wg ws X w wi X wy ).

ws

1

Dowéd. Oznaczmy n = (wl x wl wl xwl wl x wl) i obliczmy m - n.

det(m)
o 1 T, T 1 T, T T, T oA
. — . . X _ X _ >< —
mn 2 <det(m) W2 %5 det(m) Ws det(m) wyxwy) el
T3 Ys =3
1 Y1 = 1 00
Chcieliby$my, aby (22 32 2| =10 1 0
T3 Ys Z3 0 0 1
Sprobujmy wiec obliczy¢ kolejno wyrazy tej macierzy. Zacznijmy od pierwszej kolumny.
(<) = (12 X 5) =~ det(m) = 1
X1 = w0 Sw, X ws ) = ~wq o (we X w3) = ~det(m) =1,
! " det(m) 2 3 det(m) ' ? 37 det(m)
(ol xwf) = (1 % 5) = 0
Tog = Wy O Sw, X wy) = we 0 (wg X ws) = 0,
2 2" Ndet(m) 2 3 det(m) ° 2 °
(<) = (1 % 5) = 0
Ta = Wa O =W w - w3 ° (W w =
’ 5" Vdet(m) 2 3 det(m) ° ? °
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I 1 U1 0
Otrzymujemy wiec | xo | = | 0 |. Podobnie obliczymy, ze | yo | = | 1 |,
T3 0 Ys 0
2 0 100
oraz | zo = 0 |. Tak wiec otrzymujemy, ze m -n = |0 1 0. Zatem
23 1 0 01
rzeczywiscie n = m~L. O

£ Cwiczenie. Czytelnik moze sam w podobny sposéb sprawdzic, ze

hn 0 21 0
yo | =1 1 Joraz | 2z [ =] 0
Ys 0 23 1
2 3 1
v Przyklad. Znajdzmy macierz odwrotng do macierzy m = | 0 -2 1|. Wyz-
-1 0 5
nacznik tej macierzy jest rowny det(m) = —25 # 0. Macierz odwrotna to
1 0 —1 —1 2 2 0
m*l——z——2><o 0 | x| 3 3 x| =2 ]|=
S\ 1 5 5 1 1 1
1 —10 —-15 5
=——1|-1 11 =2
25



Rozdziat 8

Przeksztalcenia liniowe a objetosé
1 orientacja

W tym rozdziale zbadamy jaki wptyw na orientacje wektorow w przestrzeni
oraz objetos¢ réwnolegtoscianu ma zadziatanie na dang przestrzen odwracalnym
przeksztatceniem liniowym.

8.1 Orientacja w przestrzeni.

W Rozdziale 4 wprowadziliSmy pojecie orientacji wektorow w przestrzeni. Spro-
bujmy zastanowi¢ sie jak zmienia sie orientacja wektoréw pod wplywem dziatania
przeksztatcenia liniowego. Okreslimy tutaj, ktére przeksztatcenia zmieniaja, a ktore
zachowuja orientacje wektorow.

Definicja 8.1.1. Przeksztalcenie T' : R® — R® zachowuje orientacje, jesli dla
kazdej trojki wektorow prawoskretny uktad wektoréw zostaje przeksztatcony na pra-
woskretny, zas zmienia orientacje, gdy prawoskretny uktad wektoréw zostaje przek-
sztalcony na uktad lewoskretny.

Uwaga 8.1.2. Jesli dla jednej trojki wektorow przeksztalcenie zachowuje (zmienia)
ich orientacje, to zachodzi to dla wszystkich trojek wektorow. Zatem mozemy sprawdzac
zachowanie (zmiang) orientacyi na jednej wybranej tréjce wektorow.

Nie bedziemy tutaj dowodzi¢ powyzszej uwagi.

Niech wersory ey, 5, e3 tworzg prawoskretnym uktadem wektoréw R3, natomiast
u, v, w to obrazy wektorow ey, es, eg przez przeksztatcenie T'. Przypomnijmy, ze uktad
wektoréw u, v, w jest prawoskretny wtedy i tylko wtedy gdy det(u,v,w) > 0, a
lewoskretn