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Wstep

W niniejszym skrypcie przedstawione zostaly podstawowe zagadnienia dotyczace dzialan w zbiorach,
teorii grup oraz teorii pierécieni i cial. Zakres materiatu pokrywa sie w duzym stopniu z wyktadem AL-
GEBRA 1A, prowadzonym przez autora w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego
w latach akademickich 2002/2003 i 2003/2004. Przy pisaniu niektérych fragmentéw skryptu zostaly
wykorzystane pozycje wymienione w bibliografii.

Zakladam u Czytelnika znajomosé wstepu do matematyki (na przykltad w zakresie skryptu prof.
L. Newelskiego) oraz podstaw algebry liniowej.



Rozdzial 0

Liczby naturalne, catkowite i
wymierne

W skrypcie bedziemy postugiwali sig jezykiem teorii liczb naturalnych i korzystali z pewnych podsta-
wowych ich wlasnosci.

Zbiér liczb naturalnych oznaczamy symbolem N. W zbiorze tym wyrézniony jest element 0 (liczba
naturalna zero) oraz okreslona jest opracja s, ktéra kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje jej
nastepnik s(n). Wyrdzniony element 0 oraz operacja nastepnika spehiaja nastepujace aksjomaty —
aksjomaty teorii liczb naturalnych (zwane tez aksjomatami Peanal).

(a) Jesli n jest liczba naturalng rézna od 0, to istnieje dokladnie jedna liczba naturalna m, dla ktérej
n = s(m).

(b) Nie istnieje taka liczba naturalna n, ze s(n) = 0.
(¢) (Zasada indukeji) Niech A C N. Jesli 0 € A oraz (Vn € N)(n € A = s(n) € A), to A =N.

Zbior liczb naturalnych réznych od 0 oznaczamy przez N .

Przyjmujac jako punkt wyjscia wprowadzone wyzej pojecia: elementu 0 oraz operacji nastepnika
i korzystajac z aksjomatéw teorii liczb naturalnych, mozna w zbiorze N okresli¢ operacje dodawania,
mnozenia i porzadku. Dla m,n € N przyjmujemy:

(1) n+0=mn,
2) n+s(m) = s(n+m),
3) n-0=0,

4) n-s(m)=n-m+n,

(2)

(3)

(4)

(5) jesli 1s‘;nleje k € N (k € N,) takie, ze n = m + k, to przyjmujemy ze n > m (odpowiednio:
n>m).

Mozna wykazaé, ze wprowadzone wyzej dzialania dodawania i mnozenia sa laczne i przemienne.
Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, < jest dobrym porzadkiem. Czytelnika zaintere-
sowanego szczegétami odsytamy do ksiazki A. Grzegorczyka pt. Zarys arytmetyki teoretycznej. W
ksigzce tej znajduja sie réwniez formalne definicje zbioréw liczb calkowitych (Z), wymiernych (Q) i
rzeczywistych (R) wraz z dowodami podstawowych wlasnosci dziatan arytmetycznych w tych zbiorach.

Definicja 0.1 Mdwimy, Ze liczba catkowita n jest podzielna przez liczbe calkowitq m (oznaczenie:
m|n), jesli istnieje liczba catkowita k taka, Ze n = km.

LG. Peano (1858 - 1932), matematyk i logik wloski



ROZDZIAL 0. LICZBY NATURALNE, CALKOWITE I WYMIERNE 4

Jesli m|n, méwimy tez, ze m jest dzielnikiem n, n dzieli si¢ przez m, albo, ze n jest wielokrotnoscia
m. W ponizszym twierdzeniu zostaly zebrane najprostsze wlasnoéci relacji podzielnosci liczb catkowi-
tych.

Twierdzenie 0.2 Niech k,l,m,n € Z. Wtedy
(a) 1|k,
(b) k|0,
(c) Jesli 0|k, to k =0,
(d) Jesli k|l i lm, to k|m,
(e) Jesli k|l i Uk, to k=1 lub k = —I,
(f) Jesli k|l, to k|lm,
(g) Jedli k|l i k|lm, to k|l +m 1 k|l —m,
(h) Jesli k|l i m|n, to kmlin.

Niech m € Ny. Dowolna liczbe calkowita n mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci: n =
gm +r, gdzie q € Z, za§ r € {0,...,m — 1}. Liczbe ¢ nazywamy calodcia z dzielenia n przez m, zas r
reszta z tego dzielenia.

Liczbe catkowita w, ktéra jest podzielna przez kazda z danych liczb catkowitych aq,...,a,, nazy-
wamy wspélna wielokrotnoscia tych liczb. Dla kazdego ciagu skoniczonego liczb catkowitych réznych
od zera ai,...,a,, istnieje nieskonczenie wiele wspdlnych wielokrotnosci tych liczb. Beda nimi na
przyklad liczby postaci ka; . .. a,,. W przypadku, gdy ktéras z liczb ay,...,a,, jest rowna 0, jedyna
wspOlna wielokrotnoscia liczb aq, ..., a.m, jest 0.

Przypusémy, ze aq,...,a, € Z \ {0}. Najmniejsza liczbe naturalng dodatnia bedaca wspdlng
wielokrotnoscia liczb a1, . . ., a,, nazywamy najmniejsza wspdlna wielokrotnoscia tych liczb i oznaczamy
przez NWW(aq,...,an). Jesl ktéras z liczb ay,...,a,, jest réwna 0, przyjmujemy, ze najwieksza
wspolna wielokrotnoscia liczb aq, ..., a, jest 0.

Twierdzenie 0.3 Niech aq,...,a,, orazw bedg liczbami catkowitymi. Wtedy nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(a) lw| = NWW (ay,...,an),

(b) w jest wspdlng wielokrotnoscig liczb ay, . .., am i jest dzielnikiem kazdej wspdlnej wielokrotnosci
tych liczb.

Dowdéd. Teza twierdzenia jest oczywista gdy ktéras z liczb aq, ..., a,, jest rowna 0, poniewaz wte-
dy jedyna wspdlna wielokrotnoscia liczb aq, ..., a,, jest 0. Wystarczy wiec przeprowadzi¢ dowéd w
pzypadku, gdy liczby a1, ..., a,, sa wszystkie rézne od 0.

(a)=(b). Zalézmy, ze |w| = NWW (a1, ...,a,). Wtedy oczywiscie w jest wspdlna wielokrotnoscig
liczb aq,...,a;,. Przypusémy nie wprost, ze n jest wspolna wielokrotnoscia liczb aq,...,a.,, ktéra
nie dzieli sie przez w. Wtedy n nie dzieli sie przez |w| i n = qlw| + r, gdzie ¢ € Z, za$ r jest liczba
naturalng dodatnia, mniejsza od |w|. ay,...,an, sa dzielnikami kazdej z liczb n i |w|. Dlatego réwniez
r =n — qlw| dzieli si¢ przez kazda z liczb aq, ..., a;,. Liczba naturalna dodatnia r jest wiec wspdlna
wielokrotnoscia liczb ay, ..., ay,, mniejsza od NWW (ay, ..., a;,). Sprzecznosé.

(b)==(a). Zal6ézmy, ze zachodzi (b). Wtedy |w| € N4 jest wspdlna wielokrotnoscia liczb ay, . .., am
oraz dzielnikiem kazdej wspolnej wielokrotnosci tych liczb. Kazda liczba naturalna dodatnia podzielna
przez |w| jest > |w|, dlatego |w| = NWW (ay,...,am). |

Niech aq, as, . . . bedzie skoniczonym lub nieskoniczonym ciagiem liczb catkowitych. Liczbe calkowita
d, ktéra dzieli kazda z liczb a1, as, ... nazgywamy wspdlnym dzielnikiem tych liczb. Dla kazdego ciagu
(skoriczonego lub nieskoniczonego) liczb calkowitych istnieje ich wspdlny dzielnik (na przyktad liczba
1). Jesli przynajmniej jedna sposréd liczb aq,as, ... jest rézna od 0, istnieje tylko skoriczenie wiele
wspOlnych dzielnikéw tych liczb. W przypadku, gdy wszystkie sposréd liczb aq, a9, ... sa zerami,
zbiorem ich wspdélnych dzielnikéw jest Z.
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Przypus$émy, ze liczby ai,as,... sa calkowite i przynajmniej jedna z nich jest rézna od 0. Na-
jwieksza liczbe naturalna dodatnia bedaca wspdlnym dzielnikeim liczb aq, as, ... nazywamy najwie-
kszym wspdlnym dzielnikiem tych liczb i oznaczamy przez NW D(ay,as,...). Dla ciagu zltozonego z
samych zer nie okreslamy najwigkszego wspdlnego dzielnika.

Twierdzenie 0.4 Niech aq,as,... bedzie skoniczonym lub nieskoniczonym ciggiem liczb catkowitych, z
ktorych przynajmniej jedna jest rézna od 0 i niech d € Z. Wtedy nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:
(CL) |d| = JVDVI)(CIQ,CLQ7 . )
(b) d jest wspdlnym dzielnikiem liczb a1, aq, ... i dzieli si¢ przez kazdy wspdlny dzielnik tych liczb.

Dowéd. (a)=-(b). Zalézmy, ze d € Z i |d| = NWD(ay,as,...) € N. Wtedy oczywiscie d jest
wspOlnym dzielnikiem liczb aq,as, .. ..

Niech d; < dy < ... < ds beda wszystkimi wspélnymi dzielnikami liczb ay,as,.... Oczywiscie
|d| = ds. Niech w = NWW (dy,...,ds). Poniewaz w dzieli sig przez kazda z liczb d1, . . . , ds, wystarczy
wykazaé, ze w = ds. Wprost z okreslenia w wynika, ze d; < w. Kazda z liczb a1, as, ... jest wspdlna
wielokrotno$cia liczb dy,...,ds. Dlatego, na mocy twierdzenia 0.3, w dzieli kazda z liczb aq,as, ...,

czyli jest ich wspdlnym dzielnikiem. Stad w < d.
(b)=(a). Zaldzmy, ze zachodzi (b). Wtedy |d| jest wspdlnym dzielnikiem liczb ay,az,... i |d]
dzieli sig przez kazdy wspélny dzielnik liczb aq, as,. ... Stad |d| = NWD(ay,as,...). |

Twierdzenie 0.5 Jesli a,b € Ny, to NWD(a,b) - NWW (a,b) = ab.

Dowéd. Niech a,b € Ny, d = NWD(a,b) i w= NWW(a,b). Wtedy a = kd i b = ld dla pewnych
k,l € N;. Skad kld = la = kb, co dowodzi, ze kld jest wspolna wielokrotnoscia liczb a i b. Na mocy
twierdzenia 0.3 oraz tego, ze a i b dziela w mamy:

kld = tw = tra = trkd oraz kld = tw = tsb = tsld

dla pewnych r,s,t € Ny. Tak wiec [ = tr i k = ts. Stad dostajemy a = kd = tsd i b = Id = trd.
td jest wiec wspolnym dzielnikiem liczb a i b, a poniewaz ich najwigkszym wspolnym dzielnikiem jest
d, musi by¢ t = 1. Uwzgledniajac dotychczasowe rozwazania dostajemy: ab = kdld = twd = wd, co
koniczy dowdd. [

Zauwazmy, ze twierdzenie analogiczne do twierdzenia 0.5 nie jest prawdziwe dla trzech liczb natu-
ralnych, gdyz na przyktad

NWD(2,4,6) - NWW (2,4,6) =2-12#2-4-6.

O liczbach catkowitych m i n, dla ktérych NWD(m,n) = 1, méwimy, ze sa wzglednie pierwsze. Z
twierdzenia 0.5 wynika, ze jesli liczby naturalne dodatnie m i n sa wzglednie pierwsze to NWW (mn) =
mn.

Twierdzenie 0.6 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki) Jesli a,b,c € Z \ {0}, albc i NW D(a,b) =1,
to ale.

Dowdéd. Z zalozen twierdzenia wynika, ze bc jest wielokrotnoscia liczb a i b. Na mocy twierdzenia 0.3
oznacza to, ze NWW (a,b)|bc. a i b sa wzglednie pierwsze, wiec NWW (a,b) = |ab|. Tak wiec ab|be,
a stad alc. |

Twierdzenie 0.7 Jesli NWD(a,b) =1 ic|b, to NWD(a,c) =1.
Dowéd. NW D(a,c)|c, zas$ c|b. Stad NW D(a, c)|b. Mamy réwniez NW D(a, ¢)|a. Tak wigc NW D(a, c)

jest wspdlnym dzielnikiem liczb a i b, co wobec twiedzenia 0.4 i NWD(a,b) = 1 daje NWD(a,c)|1,
czyli NWD(a,c) = 1. |
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Twierdzenie 0.8 Jesli NWD(a,c) = NWD(b,c) =1, to NWD(ab,c) = 1.

Dowdéd. Niech d = NW D(ab, ¢). Poniewaz d|c 1 NW D(a,c¢) = 1, na mocy twierdzenia 0.7 dostajemy
NWD(a,d) = 1. d|ab, wiec z twierdzenia 0.6 wynika, ze d|b. Uwzgledniajac, ze d|c i NWD(b,c) =1,
wobec twierdzenia 0.4 mamy d|1, czyli d = 1. [ |

Twierdzenie 0.9 Jesli liczby catkowite a i b, z ktorych przynajniej jedna nie jest zerem podzielimy
przez ich najwiekszy wspolny dzielnik, to otrzymamy liczby wzglednie pierwsze.

Dowdéd. Niech a i b spelniaja zalozenia twierdzenia i niech d = NWD(a,b). Wtedy a = day i
b = dby dla pewnych ay,b; € Z. Niech § = NW D(ay,b1). Wéwezas a; = dag 1 by = dby dla pewnych
ag,be € Z. Tak wiec a = ddas i b = ddbs, co oznacza, ze df jest wspdlnym dzielnikiem liczb a i b.
Wobec twierdzenia 0.4, dé|d. Oznacza to, ze d|1, czyli 6 = 1. [

Whniosek 0.10 Kazda liczba wymierna daje sie przedstawic w postaci ilorazu dwdch liczb catkowitych
wzglednie pierwszych.

Dowéd. Dowolng liczbe wymierng mozna przedstawi¢ w postaci ¢, gdzie a € Z, b € Z \ {0}. Niech

d = NWD(a,b). W mys$l twierdzenia 0.9 bedzie a = da; i b = db;, gdzie a; 1b; sg liczbami catkowitymi
wzglednie pierwszymi. Oczywiscie § = Z—i. [ |

Przedstawimy teraz metode znajdywania najwiekszego wspdlnego dzielnika dwoéch danych liczb
naturalnych dodatnich a i b, zwana algorytmem Euklidesa?. Gdyby bylo b|a, mieliby§my NW D(a,b) =
b. Przypusémy wiec, ze b < a i b nie dzieli a. Wowczas, dzielac a przez b otrzymamy iloraz catkowity
q i reszte dodatnia r < b i bedzie a = gb + r.

Jesli d|a i d|b, to rowniez d dzieli r = a — ¢b. Tak wiec kazdy wspdlny dzielnik liczb a i b jest
wspOlnym dzielnikiem liczb b i 7.

Jesli zas 6|b 1 0|r, to réwniez § dzieli a = gb + r. Tak wiec kazdy wspdlny dzielnik liczb b i r jest
wspOlnym dzielnikiem liczb a i b.

Dowiedlismy wiec, ze liczby a i b maja te same dzielniki wspélne, co bir. Wynika stad natychmiast,
ze

NWD(a,b) = NWD(b,r).
Wzor ten sprowadza obliczanie najwiekszego wsp’olnego dzielnika liczb a i b do obliczania najwiekszego
wspolnego dzielnika liczb b i r odpowiednio mniejszych.

Jezeli r|b, to oczywiscie NWD(b,r) = r, w przeciwnym wypadku, oznaczajac przez ry reszte z
dzielenia b przez r, bedziemy mieli NWD(b,r) = NWD(r,ry). Jesli ri|r, to NWD(r,r1) = 1,
w przeciwnym wypadku znajdziemy ro € Ny, ro < 7 takie, ze NWD(r,r1) = NWD(r,re) itd.

Tego rodzaju redukcje moga byé¢ dokonywane co najwyzej b — 1 razy, gdyz liczby a, b, r,r1, ... tworza
ciag malejacy. Musimy wiec dojéé do takiej pary liczb rg_q, 7k, dla ktérej ri|ri—1. Bedzie wtedy
ry = NWD(a,b).

7 powyzszego rozumowania wynika nastepujaca regulta wyznaczania najwiekszego wspdlnego dziel-
nika dwéch liczb naturalnych dodatnich:

Chege znaleZé najwiekszy wspolny dzielnik liczb naturalnych dodatnich a @ b, gdzie a > b, dzielimy
a przez b i wyznaczamy reszte ro z tego dzielenia. Jesli rg # 0, dzielimy b przez rq i wyznaczamy nowq
reszte r1. Jesli rq # 0, dzielimy ro przez r1 © wyznaczamy nowq reszte ro itd., az dojdziemy do reszty
0. Ostatnia rdéina od zera reszta bedzie réwna NW D(a,b).

Regula ta znana jest pod nazwa metody kolejnych dzielenl albo algorytmu Euklidesa. Stosujac
ten algorytm do liczb a i b otrzymujemy wiec ciag wzoréw:

2Euklides (365 p.n.e. - 300 p.n.e.), matematyk i fizyk grecki
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a = bqo + 1o
b=roq1+m
o = T1G2 + T2
Th—2 = Th—1qk + Tk
Tk—1 = Tkqk+1 + 0,
i mamy NWD(a,b) = ry.
Pierwszy z napisanych wzoréow daje rg = a — gob. Indukcyjnie wzgledem j mozna pokazaé, ze dla

J < k reszta r; moze by¢ zapisana w postaci ax; + by;, gdzie z;,y; € Z. Stad wynika nastgpujace
twierdzenie.

Twierdzenie 0.11 Jeslia,b € Z\{0}, to istniejg liczby calkowite x,y takie, 2¢ NW D(a,b) = ax+by.

Twierdzenie 0.12 (Twierdzenie chiniskie o resztach) Jezelim jest liczbg naturalng > 2 orazay, ..., am
s¢ liczbami naturalnymi dodatnimi, z ktorych kazde dwie sq wzglednie pierwsze, i jezeli r1,...,7m SG
dowolnymi liczbami catkowitymi, to istniejg liczby catkowite x1, . .., T, dla ktdrych

(%) @121 + 711 = aa2 + 12 = ... = QT + e

Dowdéd. (Indukcja wzgledem m) Niech m = 2. Wobec twierdzenia 0.11, istnieja liczby catkowite z,y
takie, ze ajx + agy = 1. Mnozac te réwno$é przez ro — r1, a nastepnie podstawiajac x; = (rg — 1)z 1
—29 = (rg — 11)y, otrzymujemy a1x; — asxe = ro — 11, czyli a1xy + 11 = asxs + ro.

Niech teraz m bedzie liczba naturalna > 2 i przypusémy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m liczb.
Niech ay, ..., am41 beda liczbami naturalnymi dodatnimi, z ktérych kazde dwie sa wzglednie pierwsze,
zas 11, ..., m4+1 dowolnymi liczbami catkowitymi. Z zalozenia, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m
liczb wynika, ze istnieja liczby calkowite x1, .. ., x,,, dla ktérych stuszne sg wzory (x). Poniewaz kazda
z liczb ay,. .., a,, jest wzglednie pierwsza z liczba a,,+1, na mocy twierdzenia 0.8 mamy NW D(a; -
e Qm,Gme1) = 1. To zas oznacza, ze istnieja liczby calkowite ¢ i u takie, ze

ai...amt — Q41U =Tyl — @121 — 71

Przyjmijmy oznaczenia:

a...a .
/ m /
T, = Tt—i—xi dlai=1,...,m oraz z,, | = u.
1
Liczby ,..., 2, sa calkowite i, jak latwo sprawdzi¢, dla i = 1,..., m mamy:
/ ! /
QX+ 1 =01 At + @ + T = 1T + Tmrl — 0171 — 71+ G + T = Q1T 00 + Tmrds

co dowodzi prawdziwosci twierdzenia dla m + 1 liczb. Twierdzenie to zostalo wiec udowodnione przez
indukcje. [

Whiosek 0.13 Jesli kazde dwie sposréd m > 2 liczb naturalnych dodatnich ay,as, ..., an sq¢ wzglednie
pierwsze, to istnieje liczba catkowita N, ktora przy dzieleniu przez te liczby daje odpowiednio dowolne
dane reszty r1,...,Tm

Liczba naturalna > 1 ma przynajmniej dwa rozne dzielniki naturalne: 1 i n. Jesli poza nimi nie
ma ona zadnych innych dzielnikow pierwszych, to nazywamy ja liczba pierwsza. Liczbe naturalna
> 1, ktéra nie jest pierwsza nazywamy zlozona.

Twierdzenie 0.14 Kazda liczba naturalna > 1 ma co najmniej jeden dzielnik pierwszy.
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Dowdd. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza od 1. Oznaczmy przez p najmniejsza liczbe naturalng
> 1 bedaca dzielnikiem n. Pokazemy, ze p jest liczba pierwsza.

Gdyby liczba p byla zlozona, mielibySmy p = ab, gdzie a, b sa liczbami naturalnymi > 1. Wtedy
jednak a < p i a|n. Sprzecznosé z wyborem p. [

Twierdzenie 0.15 Jesli p jest liczbg pierwszq, za$ a i b liczbami catkowitymi takimi, Ze plab, to pla
lub p|b.

Dowdéd. Niech p bedzie liczba pierwsza, a, b € Z i plab. Przypus$émy, ze a nie dzieli si¢ przez p. Wtedy
NWD(p,a) = 1. Jesli b # 0, to na mocy twierdzenia 0.6 dostajemy p|b. Jesli b = 0, to oczywiscie

réwniez plb. |
Whniosek 0.16 Jesli p jest liczbg pierwszq, a1,...,a, € Z i play - ... an, to p dzieli przynajmniej
jedng z liczb aq, ..., ag.

Twierdzenie 0.17 Zbior wszystkich liczb pierwszych jest nieskoriczony.

Dowdéd. Zalézmy, Ze istnieje tylko skoriczenie wiele liczb pierwszych. Oznaczmy je przez pi, ..., Pk
Woéwezas liczba n = py - ... pi + 1 nie dzieli sie przez zadna z liczb py,...,pg. n > 1, wiec zgodnie z
twierdzeniem 0.14, n posiada pewien dzielnik pierwszy p. Oczywiscie p nie jest zadna z liczb pq, ..., pk.

Tak wiec zbior liczb pierwszych nie moze by¢ skonczony.

W nastepujacym twierdzeniu przez pi, p2, ps, . . . 0znaczamy kolejne liczby pierwsze.

Twierdzenie 0.18 Dowolna liczba naturalna wieksza od 1 posiada jednoznaczne przedstawienie w

postaci
m
o
(*) Hpk;jv
j=1
gdzie a1, ..., am € Ny 1k < ... <kp,.

Dowdéd. (Indukcja wzhledem n) Jedli n = p; jest liczba pierwsza, to oczywiscie n przedstawia sie
w postaci (x). Co wiecej, w dowolnym jej przedstawieniu w postaci (x) wystepuje dokladnie jeden
czynnik, ktérym jest p;. Tak wiec twierdzenie jest prawdziwe w przypadku, gdy n jest liczba pierwsza.
W szczegdlnosei jest ono stuszne dla n = 2.

Przypu$émy wiec, ze n > 1 jest liczba naturalng ztozona oraz, ze dowolna liczba naturalna lezaca
pomiedzy 1 a n posiada jednoznaczne przedstawienie w postaci (x). Wobec zlozonosci liczby n i
twierdzenia 0.14, n = pr, gdzie p jest liczba pierwsza, za$ r liczba naturalna leza pomiedzy 1 a n.
Na mocy zalozenia indukcyjnego r posiada przedstawienie postaci (x), skad natychmiast wynika, ze
réwniez n posiada przedstawienie postaci (x).

W celu wykazania jednoznacznosci przedstawienia (x), zalézmy, ze dla liczby n mamy dwa przed-
stawienia:

m S
Xj J
(o) =TT i) = I w1}
Jj=1 j=1
przy czym aui,...,0m,B1,...,08s € Ny, k1 < ... < kp il < ... < ls. Poniewaz n jest liczba

zlozong, w kazdym z tych przedstawied wystepuja przynajmniej dwa czynniki pierwsze (to znaczy
a1+ ...tam>2iB+...4 Fs > 2). pi, dzieli prawg strone réwnosci (xx*), wiec na mocy wniosku
0.16 dostajemy py, [pi; dla pewnego j € {1,...,s}, co oznacza, ze py, = p;. Dzielac réwnod¢ (xx)
obustronie przez pg,, otrzymujemy dwa rozklady liczby ﬁ na czynniki pierwsze. 1 < ﬁ < n, wiec
na mocy zalozenia indukcyjnego rozklady te sa identyczne. Stad natychmiast wynika identycznosc
rozkladéw (). |

Twierdzenie 0.19 Jesli k,n € Ny ¢ n jest k-tg potegq liczby wymiernej, to n jest k-tq potegg liczby
naturalnej.
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Dowéd. Zalézmy, ze k,n € Ny i n jest k-ta potega liczby wymiernej. Wtedy istnieja wzglednie
k
pierwsze liczby naturalne p i g takie, ze n = (%) . Stad dostajemy

i q|p*. Z wniosku 0.16 wynika, ze q|p. Poniewaz NW D(p, q) = 1, musi by¢ ¢ = 1, co po podstawieniu
do (x) daje n = p*. |



Rozdzial 1

Dzialania i systemy algebraiczne.
Pojecie polgrupy

Podczas swojej edukacji matematycznej Czytelnik z pewnoscia niejednokrotnie zetknal si¢ ze zbiorami,
na ktérych elementach dokonywano pewnych dziatan. Przykltadami takich dziatan sa: dodawanie i
mnozenie liczb naturalnych, odejmowanie liczb catkowitych, dzielenie liczb wymiernych réznych od
zera, dodawanie wektoréw w przestrzeni liniowej i mnozenie macierzy kwadratowych wymiaru n x n
dla ustalonego n € Ni. Wspdlna cecha wszystkich wymienionych dziatan jest to, ze kazde z nich
polega na przyporzadkowaniu uporzadkowanej parze elementéw danego zbioru okreslonego elementu
tego samego zbioru. Innego rodzaju dzialaniami, przyporzadkowujacymi elementowi danego zbioru
element tego samego zbioru, sa: pierwiaskowanie liczb rzeczywistych nieujemnych, sprzezenie liczby
zespolonej czy przyporzadkowanie macierzy nieosobliwej wymiaru n X n macierzy do niej odwrotne;j.

Czesto w matematyce mamy do czynienia z ogdlniejsza sytuacja, kiedy to skoniczonemu ciagowi ele-
mentéw danego zbioru (ustalonej dtugosci) przyporzadkowujemy element tegoz zbioru. Jako przyktad
mozna wymienié¢ przyporzadkowanie ciagowi n liczb rzeczywistych (a1, ..., a,) jego $redniej arytmety-
cznej %

Wymienione przyktady prowadza do nastepujacej definicji.

Definicja 1.1 Niech A bedzie zbiorem niepustym.

(a) Dziataniem jednoargumentowym okreslonym w zbiorze A nazywamy dowolng funkcje, ktdrej
dziedzing jest zbior A, i ktorej wartosci lezZg w zbiorze A.

(b) Dziataniem dwuargumentowym (lub po prostu dziataniem) okreslonym w zbiorze A nazywamy
dowolng funkcje odwzorowujgcq zbior A x A w zbidr A.

(¢) Niechn € Ni. Dzialaniem n-argumentowym okreslonym w zbiorze A nazywamy dowolng funkcje
odwzorowugjgcq zbior A™ w zbidr A.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zajmowali sie najczesciej dzialaniami jedno- i dwuargumentowymi.

Jedli f: A — A jest dzialaniem jednoargumentuwym okreslonym w zbiorze A oraz a € A, to
f(a) nazywamy wynikiem dzialania f na elemencie a. Podobnie, dla dzialania n-argumentowego g
okreslonego w zbiorze A oraz elementéw as,...,a, € A, g(ai,...,a,) nazywamy wynikiem dzialania
g na ciggu (a,...,an).

W przypadku dzialan dwuargumentowych zwykle wygodniej jest zamiast oznaczen literowych
uzywac¢ symboli takich jak o, +, —, -, @, ®, itp. Wowczas wynik dzialania o na parze uporzadkowane;j
(a,b) zapisujemy jako a o b zamiast formalnego o(a,b). Podobnie, dla dzialai jednoargumentowych
stosujemy tradycyjne oznaczenia, takie jak —a, /a, Z czy M 1.

10
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Dzialania oznaczone przez +, —, -, : bedziemy najczeéciej nazywaé¢ dodawaniem, odejmowaniem,
mnozeniem i dzieleniem (odpowiednio). Wynik dodawania nazywamy suma, odejmowania réznica,
mnozenia iloczynem, za$ dzielenia ilorazem. Zamiast x oy czy = - y bedziemy na ogét pisaé¢ xy.

Dziatlaniu o okreslonemu w skoniczonym zbiorze A mozna przyporzadkowaé tabelke wypisujac
dwukrotnie elementy zbioru A: raz w pierwszym rzedzie, raz w pierwszej kolumnie, a nastepnie
umieszczajac na przecieciu rzedu odpowiadajacego elementowi a z kolumna odpowiaajaca elementowi
b wynik dzialania o na parze (a,b).

Odwrotnie, kazda tabelka, ktéra w pierwszym rzedzie i w pierwszej kolumnie zawiera wszystkie
elementy skonczonego zbioru A, a na pozostatych miejscach ma wypisane pewne elementy ze zbioru
A, okre$la w A dzialanie. Wynikiem tego dzialania na parze (a,b) jest element stojacy w rzedzie
odpowiadajacym a i kolumnie odpowiadajacej b.

Przyklad 1. W kazdym ze zbiorow N, Z, Q, R, C mozemy okresli¢ dziatania przyporzadkowujac
parze (x,y) elementéw odpowiedniego zbioru ich sume okreslona w zwykly sposéb. Otrzymane
tak dziatanie nazywamy zwyklym dodawaniem liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczy-
wistych 1 zespolonych (odpowiednio). Podobnie okreslamy pojecie zwyklego mnozenia w kazdym z
wymienionych zbioréw. Zwykle odejmowanie nie jest dzialaniem w N, jest natomiast dzialaniem w Z,
Q, R, C. Zwykle dzielenie nie jest dzialaniem w zadnym ze zbioréw N, Z, Q, R, C, ale jest dzialaniem

w Q\ {0}, R\ {0}, C\ {0}.

Przyklad 2. Przyporzadkowanie parze liczb naturalnych dodatnich najwiekszego wspodlnego
dzielnika tych liczb jest dzialaniem w Ny (wynik tego dzialania na parze (m,n) oznaczamy przez
NWD(m,n)), ale nie jest dzialaniem w N, gdyz nie istnieje najwigkszy wspdluy dzielnik dla pary
(0,0). Przyporzadkowanie parze liczb naturalnych dodatnich najwiekszej wspélnej wielokrotnosci tych
liczb jest dzialaniem w Ni. Wynik tego dzialania na parze (m,n) oznaczamy przez NWW (m,n).

Przykilad 3. Niech n € N. Przyporzadkowanie liczbie naturalnej jej reszty z dzielenia przez n
jest dzialaniem jednoargumentowym w N. Podobnie, przyporzadkowanie liczbie calkowitej jej reszty
z dzielenia przez n jest dzialaniem jednoargumentowym w Z. Reszte z dzielenia liczby calkowitej
(naturalnej) m przez n bedziemy oznaczaé przez m mod n. Oczywiscie m mod n € {0,...,n — 1}.

Przykilad 4. Niech n € Ny. W zbiorze liczb naturalnych mniejszych od n (czyli w zbiorze reszt
modulo n) definiujemy dziatania:

a4+, b= (a+b) modn, a-,b=(a-b) mod n.

Dzialania +,,,-, nazywamy odpowiednio dodawaniem i mnozeniem modulo n. Tabelki dzialan do-
dawania i mnozenia modulo 4 w zbiorze {0, 1,2, 3} wygladaja nastepujaco:
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Przyklad 5. Niech X i Y beda zbiorami niepustymi. Przez Y oznaczamy zbiér funkcji, ktérych
dziedzina jest zbiér X, i ktérych wartosci leza w zbiorze Y. W zbiorze RX definiujemy dzialania
dodawania i mnozenia funkcji:

(f +9)(x) = f(2) +9(x), (-9)(z) = f(z)-g(2).
W zbiorze XX definiujemy dzialanie sktadania funkcji: (f o g)(z) = f(g(z)).

Przyklad 6. Dodawanie wektoréw w przestrzeni liniowej V jest dzialaniem okreslonym w V.
Mnozenie wektorow z V przez ustalony skalar jest dzialaniem jednoargumentowym w V.

Przyklad 7. Skladanie przeksztalcen jest dzialaniem w zbiorze przeksztalcen liniowych za-
chowujacych orientacje. Mnozenie macierzy jest dzialaniem w zbiorze macierzy kwadratowych wymi-
aru n X n o wyznaczniku dodatnim.

Przyklad 8. W zbiorze wszystkich ciagéw o wyrazach rzeczywistych definiujemy dziatania do-
dawania i mnozenia w sposéb nastepujacy:

<a0,a1,...>+<b0,b17...> = <a0+b07a1 +b17~-~>7
<a07a17...> . <b(),b1,...> = <a0 'bo,al b1,>

Liczba dziatari mozliwych do okreslenia w skonczonym zbiorze A rosnie szybko wraz z liczba jego
elementéw. Czytelnik zechce sprawdzié, ze dla m,n € N, w zbiorze m-elementowym mozna okresli¢
dokladnie m™" dzialan n-argumentowych. Liczba dzialan n-argumentowych mozliwych do okreslenia
w zbiorze nieskoniczonym mocy x wynosi 2. W szczegélnosci w nieskoriczonym zbiorze przeliczalnym
jest ona réwna 280 (tzn. continuum). Dowolne dzialania w zbiorach moga by¢ bardzo dziwaczne
i malo interesuace. Dlatego tez w typowych rozwazaniach algebraicznych wyrdéznia sie kilka typow
dzialan o specjalnych wlasnosciach. Niektére z nich zostaly zdefiniowane nizej.

Definicja 1.2 Zaldimy, ze w zbiorze A okreslone jest dziatanie o. Dzialanie to nazywamy
(a) tgcznym, jesli x o (yoz) = (x oy) oz dla dowolnych x,y,z € A,
(b) przemiennym, jesli x oy =y o x dla dowolnych x,y € A.

Jezeli w zbiorze A dodatkowo okreslone jest dziatanie @, to dzialanie o nazywamy

(¢) lewostronnie rozdzielnym wzgledem dziatania @, jesli xo(y®z) = (voy) P (xoz) dla dowolnych
x,y,z € A,

(d) prawostronnie rozdzielnym wzgledem dzialania @, jesli (y®z)ox = (yox)® (zox) dla dowolnych
x,y,z € A,
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(e) (obustronnie) rozdzielnym wzgledem dzialania ®, jesli o jest zardwno lewo- jak i prawostronnie
rozdzielne wzgledem .

Niemal wszystkie wazniejsze dzialania, z ktorymi bedziemy mieli do czynienia, beda laczne, nie
zawsze jednak beda one przemienne.

Przyklad 9. Zwykle dodawanie i mnozenie w N, Z, @, R i C sa laczne i przemienne. Ponadto
mnozenie jest dzialaniem rozdzielnym wzgledem dodawania. Réwniez dzialania +,, -, okreslone w
zbiorze reszt modulo n sa laczne i przemienne. Dzialanie -, jest rozdzielne wzgledem +,,.

Przyklad 10. Mnozenie macierzy kwadratowych wymiaru n xn jest laczne dla dowolnego n € N,
ale przemienne tylko dla n = 1.

Przyklad 11. W N okre§lamy dzialanie: m o n = m”. Przyjmujemy przy tym, ze m® = 1 dla
m € N. Dzialanie o jest prawostronnie rozdzielne wzgledem zwyklego mnozenia liczb naturalnych,
mamy bowiem:
(m-n)ok=(m-n)*=mF - n*=(mok) (nok)
dla dowolnych m,n,k € N. o nie jest jednak lewostronnie rozdzielne wzgledem mnozenia, gdyz
20(1-2)=22=4,ale (201)-(202)=2!.22=38.

Przyklad 12. W zbiorze Q definiujemy dzialanie:

a+b

b:
a® 9

(wziecie $redniej arytmetycznej liczb a i b). Dzialanie @ jest przemienne, ale nie jest laczne, bo na
przyktad

242 1+2 3 142 242 7
lo@2a2)=10"""=192=""="ale(102)02 = 92— 2 - -
D202 & 5 @ 5 2,ae(@)@ 5 @ 5 1

Przyklad 13. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Suma, iloczyn i réznica symetryczna zbioréw
sa dzialaniami lacznymi i przemiennymi w P(X) (rodzina wszystkich podzbioréw zbioru X ). Ponadto
iloczyn zbioréw jest dzialaniem rozdzielnym wzgledem sumy i réznicy symetrycznej zbiorow, zas suma
zbioréw dziataniem rozdzielnym wzgledem iloczynu zbioréw. Jesli X # (0, to réznica zbioréw nie jest
dziataniem tacznym w P(X). Mamy bowiem X \ (X \ X) = X\ 0 = X oraz (X \ X)\ X =0\ X = 0.

Jedli dziatanie o jest laczne, to wynik tego dzialania na uktadzie elementéw aq, as, as, aq nie zalezy
od rozmieszczenia nawiasow:

((apoag)oag)oas = (a;o(azoas))oay
a10((agoag)oay) = ajo(azo(azoay)) = (a10az)o (asoay).

Jesli ponadto dziatanie o jest przemienne, to wynik nie zalezy od kolejnosci ustawienia czynnikéw, na
przyktad:
a3 ©a20a3o0a4 =01 004°00a300a4 ©a2 = aszoaj ©as.

Powyzsze spostrzezenia mozna tatwo uogdélni¢ na dowolny uktad elementéw aq, . .., a,. Aby to uczynié,
zdefiniujemy wpierw pojecie iloczynu uktadu n elementow.
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Rozwazmy zbiér A z dzialaniem o (niekoniecznie lacznym). Indukcyjnie okreslimy w A iloczyn
dowolnej liczby czynnikow:

1 n+1 n

Hai =aq, i Hai :Haioan_H dlan€N+.
=1

i=1 i=1

Twierdzenie 1.3 Jesli o jest dziataniem tgcznym okreslonym w zbiorze A i m,n € N, to dla dowol-
nych ai,...,am+n € A zachodzi réwnosé:

m—+n

m n
[ece [Lones= L
i=1 j=1 i=1

Dowdéd. (Indukcja wzgledem n). Dla n = 1 teza twierdzenia jest bezposrednig konsekwencja definicji
symbolu []. Zalézmy prawdziwosé¢ twierdzenia dla liczby n € Ni. Wéwezas:

n+1 n

m m
H“i © H Amtj = H“i © Amtj © Gmgnt1 | =
i=1 j=1 i=1

=1

m—+n m+n—+1

m n
= Hai © H Am+j | © Am4nt+1 = H a; O Am4n+1 = H Q.
i=1 j=1 i=1 i=1

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli dzialanie o okreslone w zbiorze A jest laczne, to wynik
tego dziatania na ukladzie elementéw aq,...,a, nie zalezy od rozmieszczenia nawiaséw, mozna je
n
wigc opuszezaé. Pozwala to na stosowanie oznaczenia a o ... o a, zamiast [[ a;. W przypadku, gdy
i=1
ay =...=a, = a, piszemy

n
| I a; =a”.
i=1

a™ nazywamy n-ta potega elementu a. ROwnowaznie mozna dla danego dzialania tacznego okresli¢
potege o wyktadniku naturalnym dodatnim w sposéb indukcyjny:

a =a, a =a"oa.
Pozostawiamy Czytelnikowi do sprawdzenia, ze dla dowolnych n,m € N, oraz a € A, prawdziwe sa
réwnosci: a™ o a™ = a" oa™ = a™*" oraz (a™)" = (a™)™ = a™".
Latwo réwniez wykazaé, ze jesli dzialanie o okreslone w zbiorze A jest taczne i przemienne, to dla
dowolnych a,b € A oraz n € Ny mamy (aob)™ = a™ o b™.

Twierdzenie 1.4 Jesli dziatanie o okreslone w zbiorze A jest lgczne i przemienne, aq,...,a, € A
oraz o jest bijekcjg zbioru {1,...,n} na siebie, to

n n

[Tai =TT

i=1 i=1
Oznacza to, zZe wynik dziatania o na ukladzie elementow aq, ... a, nie zalezy od kolejno$ci ustawienia

elementow.
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Dowdd. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Pokazemy teraz, ze prawdziwosé¢ twierdzenia dla n
czynnikéw implikuje jego prawdziwosc dla n + 1 czynnikow.

Niech a1,...,ap41 € Ainiech o : {1,...,n+ 1} — {1,...,n + 1} bedzie bijekcja. Oznaczmy
przez k liczbe, dla ktérej o(k) = n + 1. Rozwazymy trzy przypadki. Jesli k =1, to

n+1 n+1 n+1 n+1

H Qg (i) = Qg (1) © H Ag(i) = An41 © H Ao (i) = H Qg (i) © n+1-
i=1 i=2 i=2 i=2

Jesli1 < k <n, to

n+1 n+1 n+1 n+1
H Ao (i) = H Qg (i) © Qg (k) © H Ao (i) = H Qg (i) © Gn+1 © H Ao (i) = H Qg (i) © H QAo (i) © An+1-
i=k+1 i=k+1 i=k+1

Jesli k =n+1, to

k+1 k+1
H Ao (i) = Haa(z) Clg(n+1) = H Qg (3) © An+1-
Definiujemy teraz bijekcje 7 : {1, ... ,n} — {1,...,n} wzorem

= fol) jesi 1<i<k
W=V o(i4+1) jesi k<i<n.

We wszystkich trzech rozwazanych wczeéniej przypadkach, na mocy zalozenia indukcyjnego oraz
definicji symbolu iloczynu, otrzymujemy:

n+1 n+1

Haa )_Ha‘r(z O lny1 = Hazoan+1—Haz

Definicja 1.5 Niech o bedzie dziataniem okreslonym w zbiorze A. Mdowimy, Ze o spelnia:
(a) lewostronne prawo skracan, jesli dla dowolnych a,b,c € A, warunek aob = aoc implikuje b = ¢,

(b) prawostronne prawo skracari, jesli dla dowolnych a,b,c € A, warunek boa = c o a implikuje

b=c,
(c) (obustronne) prawo skracar, jesli o spelnia zardwno lewo- jak i prawostronne prawo skracari.

Przykladem dzialania spelniajacego obustronne prawo skracan jest zwykle dodawanie w kazdym
ze zbioréw N, Z, Q, R, C. Dzialanie o okreslone w zbiorze liczb naturalnych dodatnich wzorem
mon = m" spelnia prawostronne prawo skracan, ale nie spelnia lewostronnego prawa skracan, gdyz
lon=1" =1 dla kazdego n € N,.

Definicja 1.6 Niech o bedzie dziataniem okreslonym w zbiorze A.

(a) Mdwimy, Ze element e € A jest elementem neutralnym lewostronnym dzialania o, jesli eoa = a
dla wszystkich a € A.

(b) Mowimy, Ze element e € A jest elementem neutralnym prawostronnym dziatania o, jesli ace = a
dla wszystkich a € A.

(c) Mowimy, ze element e € A jest elementem neutralnym (obustronnym) dzialania o, jesli aoe =
eoa = a dla wszystkich a € A.
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Oczywiscie, jesli dzialanie o jest przemienne, to pojecia elementu neutralnego lewostronnego, pra-
wostronnego i obustronnego sa sobie réwnowazne.

Latwo zauwazy¢ ze dzialanie moze mieé¢ tylko jeden element neutralny. Jesli bowiem e, es sa
elementami neutralnymi dzialania o, to wprost z definicji otrzymujemy: e; = e; o ea = e2. To
samo rozumowanie pokazuje, ze jesli e; jest lewostronnym elementem neutralnym dzialania o, zas es
prawostronnym elementem neutralnym dziatania o, to e; = es.

Ponizsza tabelka definiuje dzialanie w trzyelementowym zbiorze {a,b,c} majace dwa elementy
neutralne prawostronne.

Q|| O
QoS
Q|
Q[ OO

Podobnie mozna okresli¢ dziatanie majace dwa elementy neuralne lewostronne.

Z uwagi po definicji 1.6 wynika, ze jesli dziatanie okreslone w A ma w zbiorze A co najmniej dwa
elementy neutralne lewostronne (prawostronne), to nie posiada ono elementu neutralnego prawostron-
nego (odpowiednio: lewostronnego).

0 jest elementem neutralnym dla dodawania, zas 1 elementem neutralnym dla mnozenia w kazdym
ze zbioréw: N, Z, Q, R, C.

Przykladem dziatania nie posiadajacego elementu neutralnego jest dodawanie w zbiorze liczb na-
turalnych dodatnich. Inny przyklad takiego dziatania rozpatrujemy ponizej.

Przyklad 14. W zbiorze liczb rzeczywistych definiujemy dziatanie o wzorem z oy = 22 + 2y. o
nie ma elementu neutralnego. Przypusémy bowiem, ze a jest elementem neutralnym dla o. Wtedy
r =zo0a = 2%+ 2a dla kazdego z € R. Stad dla z = 0 dostajemy a = 0, za$ dla = —1, a = —1.
Sprzecznosé.

Definicja 1.7 Niech o bedzie dziataniem okreslonym w zbiorze A i niech a,b € A.

(a) Jesli er, jest elementem neutralnym lewostronnym dzialania o oraz bo a = e, to b nazywamy
elementem odwrotnym lewostronnym do elementu a wzgledem dziatania o.

(a) Jesli ep jest elementem neutralnym prawostronnym dziatania o oraz aob = ep, to b nazywamy
elementem odwrotnym prawostronnym do elementu a wzgledem dziatania o.

(c) Jesli e jest elementem neutralnym (obustronnym) dzialania o, to méwimy, Ze b jest elementem
odwrotnym do elementu a (lub odwrotnodcig elementu a) wzgledem dzialania o, jesli a ob =
boa=e.

7 powyzszej definicji natychmiast wynika, ze jesli b jest elementem odwrotnym do a, to a jest
elementem odwrotnym do b.
Jesli o jest dzialaniem przemiennym okreslonym w zbiorze A i majacym element neutralny e, to b
jest elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy, gdy a o b = e.
Jedli a € R, to elementem odwrotnym do a wzgledem dodawania jest —a, zas wzgledem mnozenia
(pod warunkiem, ze a # 0). Nie istnieje element odwrotny do 0 wzgledem mnozenia.
Latwo okresli¢ dziatanie z elementem neutralnym, wzgledem ktérego pewien element posiada
dwa elementy odwrotne. Przyklad takiego dzialania w trzyelementowym zbiorze {a,b,c} definiuje
nastepujaca tabelka.
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a jest elementem neutralnym dziatania o. Elementami odwrotnymi do b sa zaréwno b jak i c.
Dzialanie o nie jest taczne, gdyz (bob)oc=aoc=c,alebo(boc)=boa=0.

Fakt 1.8 Jesli o jest dziataniem tgcznym okreslonym w zbiorze A, majgcym element neutralny e, to
dowolny element zbioru A posiada co najwyzej jeden element odwrotny wzgledem dziatania o.

Dowdéd. Niech by, by beda elementami odwrotnymi do elementu a wzgledem dzialania o. Wtedy
by =bioe=bio(aoby) = (byoa)oby =eoby =bs.

|

Przyklad 15. Niech n € N,. Pokazemy, ze dla liczby k € {0,...,n — 1} istnieje w zbiorze
{0,...,n — 1} element odwrotny wzgledem -, wtedy i tylko wtedy, gdy NW D(k,n) = 1.

Jedli n = 1, to 0 jest oczywiscie elementem neutralnym wzgledem mnozenia modulo n. Elementem
odwrotnym do 0 wzgledem -, jest w tej sytuacj liczba 0. Dalej zakladamy, ze n > 1. Woéwczas
elementem neutralnym w zbiorze {0,...,n — 1} wzgledem mnozenia modulo n jest 1.

Rozwazmy przypadek NWD(n,k) > 1. Kazda z liczb 0 -, k,...,(n — 1) -, k dzieli sie przez
NWD(k,n), w szczegdlnosci ¢ -, k # 1 dla i € {0,...,n — 1}. Innymi slowy, k nie posiada w
{0,...,n — 1} elementu odwrotnego wzgledem -,.

Przypusémy teraz, ze NWD(k,n) = 1. Jesli s it s réznymi liczbami ze zbioru {0,...,n — 1}, to
ich réznica nie dzieli si¢ przez n. Z tego, ze NWD(k,n) = 1 wynika, ze (s — t)k nie dzieli si¢ przez
n. Innymi stowy s -, k # ¢ -, k. W ten sposéb wykazalismy, ze 0 -, k,...,(n — 1) -, k sa réznymi
elementami zbioru {0,...,n — 1}, czyli {0, k,...,(n — 1) -, k} = {0,...,n — 1}. Stad wynika, ze
istnieje ¢ € {0,...,n — 1} takie, ze i - k = k -, i = 1. 7 jest elementem odwrotnym do k wzgledem
mnozenia modulo n. Oczywiscie, najwigkszym wspdlnym dzielnikiem liczb 4, n jest 1.

Definicja 1.9 Zatézmy, ze w zbiorze A okreslone jest dziatanie n-argumentowe f. Podzbior B C A
nazywamy zamknietym wzgledem dziatania f, jezeli f(by,...,b,) € B dla dowolnych by, ..., b, € B.

Zbiér liczb naturalnych, rozpatrywany jako podzbiér Z, jest zamkniety wzgledem dodawania i
mnozenia, ale nie jest zamkniety wzgledem odejmowania. Jesli n € N, to zbidr liczb catkowitych
podzielnych przez n jest zamknigty wzgledem dodawania i mnozenia.

Twierdzenie 1.10 Niech f bedzie dziataniem n-argumentowym okreslonym w zbiorze A i niech B C
A. Definiujemy indukcyjnie zbiory By dla k € N:

B():B, Bk+1 :Bku{f(bl,...7bn)th...,bn EBk}

(oo}
Witedy zbiér B' = |J By jest najmniejszym podzbiorem zbioru A zawierajgeym B i zamknietym
k=0

wzgledem dziatania f.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze zbidr B’ jest zamknigty wzgledem dzialania f. Niech aq,...,a, € B’.
Wtedy aq,...,a, € By dla pewnego k € N. Stad wynika, ze f(a1,...,ar) € Bgy1 C B'.

Niech teraz C' C A bedzie zbiorem zawierajacym B i zamknigtym wzgledem dziatania f. Pokazemy,
ze B' C C. W tym celu indukcyjnie udowodnimy, ze By, C C dla k € By. Dla k = 0 stwierdzenie to
jest oczywiste, poniewaz By = B. Przypusémy, ze By C C'i a € Bg41 dla pewnego k € N. Wtedy
a = f(a,...,an), gdzie a1,...,a, € By C C. Poniewaz C jest zamkniety wzgledem dziatania f,
mamy a = f(a,...,a,) € C. Tak wiec Bx11 C C. [ |

W algebrze czesto rozwaza sie zbiory z pewna liczba wyréznionych dziatari, czasami réwniez pewna
liczba wyrdznionych relacji czy elementéw o pewnych szczegdlnych wlasnosciach. Na przyktad:
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(a) zbidr funkcji, odwzorowujacych niepusty zbiér X w siebie z dzialaniem skladania przeksztalcen,

(b) zbiér bijekcji niepustego zbioru X w siebie z dzialaniem skladania przeksztalcen (oznaczenie:

(SXa O)>7
(¢c) zbidr liczb catkowitych z dzialaniami dodawania i mnozenia (oznaczenie: (Z,+,-)),
(d) zbidr liczb zespolonych z dzialaniami dodawania i mnozenia (oznaczenie: (C,+,)),

(e) zbidr liczb rzeczywistych z dzialaniami dodawania i mnozenia oraz z wyréznionymi elementami
011 (oznaczenie: (R,+,-,0,1)),

(f) zbidr liczb rzeczywistych z dzialaniami dodawania i mnozenia, z wyréznionymi elementami 0 i
1 oraz z relacja porzadku.

System (a) nazywamy pétgrupa odwzorowan zbioru X w siebie, system (b) grupa permutacji zbioru
X, system (c) pierécieniem liczb catkowitych, system (d) ciatem liczb zespolonych, system (e) cialem
liczb rzeczywistych z wyréznionymi elementami 0 i 1, za$ system (f) uporzadkowanym ciatem liczb
rzeczywistych z wyrdznionymi elementami 0 i 1.

Powyzsze przyklady prowadza do nastepujacych definicji:

Definicja 1.11 (a) Dowolny niepusty zbior A z wyrdinionym uktadem dziatari n-argumentowych
(liczby argumentéw odpowiadajgce réznym dzialaniom mogg byé rdine) okreslonych w A oraz wy-
roznionym uktadem elementow zbioru A nazywamy systemem algebraicznym.

(b) Dowolny niepusty zbidr A z wyrdznionym uktadem dzialari n-argumentowych (liczby argu-
mentdw odpowiadajgce réznym dziataniom mogg byé réine) okreslonych w A, wyrdznionym uktadem
elementow zbioru A oraz wyrdzinionym uktadem relacji nazywamy systemem relacyjnym lub strukturg
I rzedu.

W powyzszej definicji (pkt. (a)) zaréwno uklad dziatan jak i uktad wyréznionych elementéw moga
by¢ puste. Wobec tego zaréwno dowolny niepusty zbiér, w ktérym nie okresliliémy zadnych dzialan i
nie wyréznilismy zadnego elementu, jak i niepusty zbiér z wyréznionym jednym elementem (ale pustym
ukladem dziatani) sg systemami algebraicznymi. Z drugiej strony, dowolny niepusty zbiér z ukladem
wszystkich dziatain mozliwych do okreslenia w tym zbiorze i wyréznionym uktadem wszystkich swoich
elementéw jest systemem algebraicznym. Wynika stad, ze pojecie systemu algebraicznego jest bardzo
szerokie i obejmuje wiele przykladéw. To samo mozna powiedzie¢ o dowolnym systemie relacyjnym.
Dalej w zasadzie ograniczymy sie do systeméw algebraicznych z jednym lub z dwoma dzialaniami
dwuargumentowymi.

Ponizej definiujemy wazna klase systemow algebraicznych z jednym dzialaniem dwuargumen-
towym.

Definicja 1.12 Zbior G z dzialaniem lgcznym o nazywamy pdlgrupg i oznaczamy przez (G, o). Jesli
dodatkowo dzialanie o posiada element neutralny, to (G, o) nazywamy pdlgrupg z jednoscig.

Jak latwo zauwazy¢ systemy algebraiczne (N, +), (N, -) sa pélgrupami z jednoscia, zas (N, +) jest
polgrupa bez jednosci.

Przykiad 16. Niech X bedzie zbiorem niepustym, za$ G zbiorem funkcji z X w X. G z
dzialaniem skladania stanowi pélgrupe z jednodcia. Jej elementem neutralnym jest przeksztalcenie

identycznoéciowe.

Przyklad 17. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Oznaczmy przesz X* zbiér wszystkich ciagéw
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skonczonych o wyrazach ze zbioru ¥, przyjmujac przy tym, ze ¥* zawiera tak zwany ciag pusty
(oznaczenie: e). W zbiorze ¥* definiujemy dziatanie * (zwane konkatenacja) wzorami:

coe=¢coo=ocdlaoceX

(aty. - yam) - (b1,...,bn) ={a1,...,am,b1,...,b,) dla ay,...,am,b1,...,b, € X.

Oczywiscie e jest elementem neutralnym dziatania o. Nietrudno przekonaé sie o tym, ze o jest
dzialaniem lacznym. Tak wiec (X%, 0) jest pélgrupa z jednoscia.



Rozdzial 2

Grupy — zagadnienia wstepne

Dla ustalonego n € N, rozpatrzmy zbiér G, ktorego elementami sa wszystkie nieosobliwe przek-
sztalenia przestrzeni R™ na siebie (tzn. przeksztalcenia f : R™ — R™ okreslone wzorem f(x) = Ax,
gdzie A jest pewna macierza kwadratowa wymiaru n X n o niezerowym wyznaczniku). Z kursu al-
gebry liniowej wiadomo, ze zlozenie dwéch nieosobliwych przeksztalcen liniowych przestrzeni R™ jest
przeksztalceniem nieosobliwym. Innymi stowy, f,¢g € G implikuje, ze fo g € G. Zatem skladanie
przeksztalcen jest dzialaniem okreslonym w zbiorze GG. Dzialanie to jest laczne i posiada element
neutralny (przeksztalcenie identycznosciowe). Co wigcej, dla kazdego przeksztalcenia f € G istnieje
przeksztalcenie odwrotne f~! € G. Zbiér G z dzialaniem skladania przeksztalcen stanowi przyklad
tak zwanej grupy przeksztalcen.

W niniejszym rozdziale wprowadzimy i oméwimy pojecie grupy bedace abstrakcyjnym uogdlnieniem
grupy przeksztalcen. Pojecie to pojawilo sie po raz pierwszy w rozwazaniach E. Galois! dotyczacych
rozwiazywalnosci rownan piatego stopnia. Grupy sa obecnie jednymi z najwazniejszych obiektéw
badan algebry i maja liczne zastosowania w réznych dziatach matematyki (geometria, analiza) oraz w
innych dziedzinach wiedzy (m. in. w fizyce teoretycznej).

Definicja 2.1 Zbior G, w ktorym okreslone jest dziatanie o, mazywamy grupg, jesli spelnione sg
nastepujgce warunki:

(1) dziatanie o jest lgczne,

(2) w G istnieje element neutralny wzgledem dziatania o,

(3) dla kaidego g € G, istnieje w G element odwrotny do g wzgledem dziatania o.

Warunki (1)-(3) w powyzszej definicji nazywaja sie aksjomatami teorii grup (lub aksjomatami
grupy). Zbiér G z dzialaniem o oznaczamy zazwyczaj przez (G,o). Czasami, gdy nie prowadzi to do
nieporozumien, piszemy w skrécie G zamiast (G, o). Méwimy tez, ze G jest grupa wzgledem dzialania
o. Oczywiscie dowolna grupa jest potgrupa z jednoscia. Dzialanie w grupie na ogoét nie jest przemienne.

Definicja 2.2 Grupe (G, o) nazywamy abelowg?® lub przemienng, jesli dziatanie o jest przemienne.

Z rozwazan rozdzialu pierwszego wynika, ze w dowolnej grupie (G, o) istnieje dokladnie jeden
element neutralny wzgledem dzialania o (patrz str. 16). Element taki bedziemy nazywaé¢ krétko
elementem neutralnym grupy (G, o) lub jednoscia grupy (G, o). Dla kazdego elementu g € G, istnieje
w G doktadnie jeden element odwrotny do g wzgledem dziatania o (fakt 1.8).

Dzialanie w grupie oznacza sie czesto symbolem - i nazywa mnozeniem. Wynik tego dzialania
na parze (a,b) zapisujemy wtedy jako a - b lub ab. Powyzsza nazwa dzialania i jego zapis, zwany
multyplikatywnym, stosowane sa w przypadku, gdy méwimy o grupach w ogdle oraz w przypadku
grup nieabelowych Element neutralny w grupie G oznaczamy woéwczas przez eg lub po prostu przez

IEvariste Galois (1811-1832), matematyk francuski
?Niels Henrik Abel (1802-1829), matematyk norweski

20
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e, za$ element odwrotny do g przez g~ !

multyplikatywna.

Dziatanie w grupie abelowej najczesciej oznacza sie symbolem + i nazywa dodawaniem. Element
neutralny w tym przypadku oznaczamy symbolem Og (lub 0), za$ element odwrotny do a wzgledem
+ symbolem —a (méwimy, ze —a jest elementem przeciwnym do a). Zamiast a 4+ (—b) piszemy a — b.
Taka terminologia nazywa sie¢ addytywna. Rzecz jasna, wybér takiej, czy innej terminologii nie ma
zadnego wplywu na tresé¢ teorii.

Jesli (G, o) jest grupa, to moc zbioru G (oznaczenie: |G|) nazywamy rzedem grupy G. Na przyklad
o grupie 8-elementowej méwimy, ze jest to grupa rzedu 8. Grupy rzedu n dla n € Ni nazywamy
skonczonymi. Grupy rzedu X nazywamy przeliczalnymi, zas$ rzedu wiekszego od R nieprzeliczalnymi.

Udowodnimy teraz kilka prostych witasnosci dziatan w grupach.

. Terminologia zwiazana z tego rodzaju zapisem nazywa sie

Twierdzenie 2.3 Niech (G, 0) bedzie grupg i niech a,b € G. Wtedy:
(a) 651 =eq,
(b) (a™")~' =a,
(c) (aob)™ L =b"toa™t,

Dowéd. Réwnosé (a) wynika z réwnosci eg o e = eg. W celu wykazania (b), zauwazmy, ze:
aoa!'=a"1oa=eg. Wynika stad, ze a jest elementem odwrotnym do a~!, czyli (a=%)~! = a.
Réwnosci bl oa loaob=b"loegob=eqgorazaobob toa ! =aoegoa ! = eg pokazuja,

ze b=l oa™! jest elementem odwrotnym do elementu a o b, a wiec prawdziwa jest réwnosé (c). |

Jesli (G, o) jest grupa abelowa i a,b € G, to (aob)™! = a"!ob~!. W terminologii addytywne;j
réwnosci (a),(b) i (¢) twierdzenia 2.3 zapisuje si¢ nastepujaco: —0 = 0, —(—a) = a i —(a +b) =
(=b) + (—a).

7 powyzszego twierdzenia latwo mozna wywnioskowaé, ze dla dowolnych elementéw aq,...,a,
grupy (G,o) zachodzi réwnoéé (ay o...0a,)"" = a;'o...0a;". Indukcyjny dowéd tego faktu
pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. W zapisie addytywnym ostatnia réwnos¢ przyjmuje postaé
—(a1+...+ay) =(—an) +...+ (—a1).

Twierdzenie 2.4 Niech (G, o) bedzie grupg.
(a) Dzialanie o spelnia obustronne prawo skracari.
(b) Jesli a,b € G, to kazde z réwnan: aox =b iyoa="b posiada jednoznaczne rozwigzanie w G.

Dowdéd. (a) Zalézmy, ze a o b = a o ¢ dla pewnych a,b,c € G. Mnozac te réwnosé lewostronnie
przez a~! otrzymujemy a=! o (aob) = a~! o (aoc). Wobec lacznosci dziatania o wynika stad, ze
egob=egoc, czyli b =c. Tym samym udowodniliémy lewostronne prawo skracan dla dziatania o.
Dowéd prawostronnego prawa skracan jest podobny.

(b) Latwo zauwazy¢, ze elementy 1o = a~ ! ob oraz yp = boa~! sa rozwigzaniami réwnan aox = b
iyoa = b (odpowiednio). Jesli x1 jest dowolnym rozwigzaniem pierwszego réwnania, to a o x1 =
a o g, skad na mocy (a) dostajemy x; = xo. Analogiczne dowodzimy jednoznacznosci rozwigzania w
przypadku drugiego réwnania. [ |

Niech (G, o) bedzie grupa. Indukcyjnie definiujemy potege elementu g € G o wyktadniku catkowitym.

g~ ! oznacza jak zwykle element odwrotny do g.

g = eq,
"t =g"ogdlaneN,
g " = (g dlaneN,.

Pozostawiamy Czytelnikowi do wykazania (metoda indukcji matematycznej) nastgpujace twierdzenie.
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Twierdzenie 2.5 Jesli g i h sqg elementami grupy G, to dla dowolnych m,n € Z prawdziwe sg
TOWNOSCL:

(a) g"g" = g"g" = g™*",

(b) (g™)" = (g")" =g™",

(c) Jesli gh = hg, to (gh)™ = g"h™.

W terminologii addytywnej piszemy ng zamiast g”. Wéwczas trzy powyzsze réwnosci przyjmuja
postaé: mg + ng = ng + mg = (m +n)g, n(mg) = m(ng) = (mn)g i n(g + h) = ng + nh.
Ponizej omawiamy krétko kilkanascie przykladéw grup.

Przyklad 1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sa grupami abelowymi (4 oznacza tutaj zwykle
dodawanie liczb). W kazdej z wymienionych grup elementem neutralnym jest liczba 0. —a jest
elementem odwrotnym do a wzgledem dodawania.

Przykitad 2. (Q\ {0},), (Q4,), (R\{0},-), (Ry,-), (C\ {0}) sa grupami abelowymi (- oznacza
tutaj zwykle mnozenie liczb). Liczba 1 jest elementem neutralnym w kazdej z wymienionych grup.
Elementem odwrotnym do a jest % Zaden ze zbioréw Q, R, C z mnozeniem nie stanowi grupy, gdyz
nie istnieje element odwrotny do 0 wzgledem mnozenia.

Przyklad 3. Jesli (V, +) jest przestrzenig liniowg nad R, to (V, +) jest grupa abelowa. Elementem
neutralnym tej grupy jest wektor zerowy, zas elementem odwrotnym do danego wektora z, wektor
przeciwny do z (oznaczenie: —zx).

Przyklad 4. Ustalmy m,n € N,. Zbiér macierzy wymiaru m X n o wyrazach rzeczywistych
(oznaczenie: M,,x,(R)) stanowi grupe abelowa wzgledem dodawania macierzy. Jednoscig tej grupy
jest macierz zerowa.

Przyklad 5. Niech n € N;. Zbiér macierzy kwadratowych wymiaru n x n o wyrazach rzeczy-
wistych i wyznaczniku réznym od 0 (oznaczenie: GL(n,R)) z dzialaniem mnozenia macierzy stanowi
grupe. Jednoscig grupy GL(n,R) jest macierz identycznosciowa. Elementem odwrotnym do macierzy
M jest macierz odwrotna do M (dla macierzy o wyznaczniku réznym od 0 istnieje macierz odwrotna,
réwniez o wyznaczniku niezerowym). Zamknigtosé zbioru GL(n,R) wzgledem mnozenia macierzy
wynika ze wzoru na wyznacznik iloczynu macierzy kwadratowych wymiaru n x n: det(My - M) =
det(My) - det(Mz). Tak wigc, jesli My, M2 € GL(n,R), to det(My) # 01 det(M3) # 0, a stad
det(M; - M3) # 0, co oznacza, ze My - My € GL(n,R).

Grupe GL(n,R) nazywamy pela grupa liniowa (ang. general linear group). GL(n,R) jest grupa
abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy n = 1.

Przyklad 6. Zbiér macierzy kwadratowych wymiaru n X n o wyrazach rzeczywistych i wyz-
naczniku réwnym 1 stanowi grupe wzgledem mnozenia macierzy. Grupe te oznaczamy przez SL(n,R)
i nazywamy specjalng grupa liniowa (ang.: special linear group).

Przyklad 7. Jedli n € Ny, to zbiér Z, = {0,...,n — 1} z dzialaniem dodawania modulo n
(oznaczenie: (Z,,+r)) jest grupa abelowa zwana grupa reszt modulo n. Elementem neutralnym tej
grupy jest 0. Elementem odwrotnym do 0 jest oczywiscie 0, za$ elementem odwrotnym do k € Z, \ {0}
(dla n > 1) wzgledem dodawania modulo n jest n — k.

Przyklad 8. Niech n € Ny. Wtedy zbiér {x € C : 2™ = 1} jest grupa wzgledem mnozenia liczb
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zespolonych. Grupe te nazywamy grupa zespolonych pierwiastkéw z jednosci stopnia n.

Przyktad 9. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Pokazemy, ze wtedy zbiér Z, \ {0} = {1,...,p — 1}
jest grupa abelowa wzgledem mnozenia modulo p.

Jesli a,b € Z,, \ {0}, to liczby a, b nie dziely sie przez p, a wiec réwniez ich iloczyn nie dzieli sie
przez p (p jest liczba pierwsza). Stad a-p b = (a-b) mod p # 0, czyli a-, b € Z, \ {0}. Tak wiec -, jest
dzialaniem w Z, \ {0}.

Oczywiscie 1 jest elementem neutralnym dzialania -, w Z, \ {0}. Dzialanie -, jest laczne i przemi-
enne w Z, \ {0}. Poniewaz NW D(k,p) =1 dla dowolnego k € Z, \ {0}, z przyktadu 15 ze strony 17
wynika, ze kazdy element zbioru Z, \ {0} posiada w Z, \ {0} element odwrotny wzgledem mnozenia
modulo p.

Przykitad 10. (Uogdlnienie poprzedniego przyktadu) Niech n € Ny. Przyjmijmy oznaczenie:
G(n)=1{k€Z,: NWD(k,n) =1}.

Uzywajac przykladu 15 ze strony 17 nietrudno wykazaé, ze (G(n),-,) jest grupa. Rzad tej grupy
oznacza si¢ zazwyczaj przez p(n). Na przyklad ¢(1) = ¢(2) =1, ¢(3) = ¢(4) = ¢(6) = 2. Jesli p jest
liczba pierwsza, to ¢(p) = p — 1. Okreslona wyzej funkcje ¢ : Ny — N, zwana jest funkcja Eulera.3

Przykilad 11. Jesli X jest dowolnym zbiorem, to P(X) (zbidr wszystkich podzbioréw zbioru X)
stanowi grupe abelowa wzgledem réznicy symetrycznej zbioréw. FElementem neutralnym w grupie
(P(X), A) jest zbidr pusty. Dla kazdego A C X, mamy: A A A =, co oznacza, ze A jest elementem
odwrotnym do samego siebie wzgledem dzialania A.

Przykitad 12. Niech K4 = {e,a,b, c}, gdzie elementy a, b, ¢, e sa rézne. Ponizsza tabelka definiuje
dzialanie o w zbiorze Kj.

[SEESIESREC RS
[SEESAESEECHES)
oo le|e
Q||| o
LEESEESHES R ES)

(K4, 0) jest grupa zwana grupa czwérkowa Kleina®. e jest elementem neutralnym w (Ky,0). Po-
nadto kazdy element z K4 jest odwrotny do samego siebie.

Przyktad 13. Niech I, A, B, C oznaczaja macierze o wyrazach zespolonych zdefiniowane nastepujaco:

()= (3 )= () e ().

Qs ={I,-1,A,—A,B,—B,C,—C} z dzialaniem mnozenia macierzy stanowi grupe. Grupe te nazy-
wamy grupa kwaternionow.

Przyklad 14. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Przez Sx oznaczamy zbiér wszystkich wzajem-

3Leonhard Euler (1707-1783), matematyk niemiecki
4Felix Klein (1849-1925), matematyk niemiecki
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nie jednoznacznych przeksztalcen zbioru X na siebie (tzn. zbidr bijekcji ze zbioru X na X). Poniewaz
ztozenie dwdéch bijekcji stanowi bijekcje, sktadanie odwzorowan jest dzialaniem w Sx. Co wiecej, Sx
stanowi grupe wzgledem skladania odwzorowan. Grupe te nazywamy grupa permutacji zbioru X lub
grupa symetryczng zbioru X. Jedli X = {1,...,n} (n € Ny), to stosujemy oznaczenie: Sx = S,.
Elementem neutralnym w Sx jest przeksztalcenie identycznosciowe zbioru X na siebie. Elementem
edwrotnym do funkcji f € Sx jest funkcja odwrotna do f. Grupy permutacji oméwimy dokladniej w
rozdziale trzecim. Mozna wykazaé, ze Sx jest grupa abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X ma co
najwyzej 2 elementy.

Przykiad 15. Niech A bedzie pewnym podzbiorem R". Oznaczmy przez G zbior izometrii
wlasnych zbioru A, to znaczy zbidr bijekcji zbioru A na siebie zachowujacych odleglosé punktéw. G
z dzialaniem skladania przeksztalcen stanowi grupe. Grupe te nazywamy grupa izometrii wiasnych
zbioru A.

Przyklad 16. Opiszemy teraz szczegdlowo grupe izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego.
Rozwazmy tréjkat réownoboczny A; A; A3 na plaszczyznie. Przyjmijmy oznaczenia:

[ : symetralna odcinka A Az,

O : punkt przeciecia sie wysokosci trojkata A;AsAs,

S : symetria osiowa AAj As A3 wzgledem prostej [,

R : obrét AA; Ay Az wokét punktu O o kat 120°,

I : przeksztalcenie identycznosciowe AA; AsAs.

7 elementarnej geometrii wiadomo, ze:
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(a) dowolna izometria wlasna tréjkata réwnobocznego przeprowadza zbiér jego wierzchotkéw na
siebie, innymi slowy, dokonuje ona pewnej permutacji wierzchotkow tegoz tréjkata,

(b) kazda permutacja zbioru wierzchotkéw {A;, Ao, A3}, jednoznacznie okresla pewna izometrie
W}aSIl@ AAlAQAg.

Poniewaz istnieje doktadnie 6 permutacji zbioru trzyelementowego, grupa izometrii wtasnych AA; As A3
ma rzad réwny 6.

Nastepujace obliczenia wykonujemy w celu opisania poszczegdlnych izometrii AA; As Az w termi-
nach przeksztatcen I, R, S.

I(A) = A; dlai € {1,2,3),
R(A) = A37 R(A )_AlaR(A:s):Az,

S(A1) = Az, S(A2) = Ag,5(A3) = Ay,
R*(Ay) = ( (A1) = ( 3) = Az, R*(As) = A3, R*(A3) = Ay,
S*(A) = R*(A;) = A dlai € {1,2,3},
(RS)(A1) = (ROS)( ) R(5(A1)) = R(A3) = Az, (RS)(A2) = A1, (RS)(A3) = As,

(R*S)(A1) = R*(S(A1)) = R*(A3) = A1, (R*S)(A2) = A3, (R*S)(A1) = Aa.

Zauwazmy ponadto, ze (SR)(A1) = A1, (SR)(Az2) = As, (SR)(A3) = As. Oznacza to, ze SR = R2S.
Stad dostajemy

SR*>=(SoR)oR=R*0SoR=R?*0R*0S=R*0RS=RS.

W ponizszej tabelce zostaly zebrane wyniki przeprowadzonych wyzej obliczenn. P oznacza izometrig
tréjk@ta A1A2A3.

P(Ay) | P(A2) | P(As) | Opis
Ay Ay As I=R3=5?
Al Ag A2 st == SR
A, Ay As RS = SR?
As As Ay R
A3 A1 AQ R2
As Ay Ay S

Wyprowadzone zaleznosci pozwalaja na sporzadzenie tabelki dziatania w grupie izometrii wlasnych
NA1As As.

o I R R? S | RS | R%S
T T R R? S RS | R?

R R R? I RS | R?2S | S
R? | R? I R |R?S| S | RS
S S | RS | RS T R? R

RS | RS S |RS| R I R?
R*S | R°S | RS S R? R 1

Dla przykladu wyliczymy zlozenie:
R?’SoRS=R?0(SoR)oS=R?*0R*0S0S=R30RoS?=
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Grupa izometrii wlasnych trdjkata réwnobocznego Ay A; A3 nie jest abelowa, gdyz RS # SR.

Przykiad 17. Uogdlniajac rozwazania zawarte w poprzednim przyktadzie, opiszemy grupe izometrii
whasnych n-kata foremnego. Niech Ay, A, ..., A, (n > 3) beda kolejnymi wierzchotkami n-kata forem-
nego zawartego w pewnej ustalonej plaszczyznie. Przyjmijmy oznaczenia:

[ : symetralna odcinka A, A,

O : srodek okregu opisanego na wielokacie A4; ... A,,

S : symetria osiowa wielokata A; ... A, wzgledem prostej [,

R : obrét wielokata Aj ... A, wokél punktu O o kat %,

I : przeksztalcenie identycznosciowe wielokata A; ... A,.

Dla dowolnego i € {1,...n} mamy:

A1 gdy i#1,
S(A;) = Ap_j1q oraz R(Ai) = {An ! idz ii 1.

Jest jasne, ze R = §2 = 1.
Z elementarnej geometrii wiadomo, ze:

(a) kazda izometria wlasna n-kata foremnego A; ... A, przeprowadza zbiér {Ay,..., A,} na siebie,

(b) w dowolnej izometrii wlasnej wielokata foremnego, obrazem wierzchotkéw sasiednich sa wierz-
chotki sasiednie.

(¢) przyporzadkowanie ustalonej parze uporzadkowanej wierzchotkéw sasiednich wielokata forem-
nego A; ... A, dowolnej pary uporzadkowanej wierzcholkéw sasiednich tegoz wielokata jednoz-
nacznie okresla izometrie wielokata Aq, ..., A,.

Uporzadkowana pare wierzchotkow sasiednich n-kata foremnego mozna wybra¢ na 2n sposobéw. Oz-
nacza to, ze grupa izometrii wlasnych n-kata foremnego (oznaczenie: D,,) ma rzad 2n (na przyklad
grupa izometrii wlasnych kwadratu sklada sie z 8 elementéw). Elementami tymi sa I, R,..., R""!
oraz S, RS,..., R"~1S (wypisane elementy s rézne na mocy prawa skracan).

Pokazemy teraz indukcyjnie, ze dla kazdego k € N, w grupie D,, prawdziwa jest zaleznos¢:

(*)r SR¥ = R"7*s.
Réwnosé () jest oczywista. Zauwazmy, ze jesli ¢ € {2,...,n}, to

(SR)(Al) = S(R(AZ» = S(Ai,1> = A(nJrl),(i,l) = An7i+2 oraz
(R"19)(Ai) = R™1(S(A) = R H(An—ig1) = An_ita.

Ponadto
(SR)(A1) = S(R(A1)) = S(An) = Ay oraz (R"1S)(A1) = R (S(A1)) = R (A4,) = Ar.
Zatem SR = R 1S = R71S. Przypusémy teraz, ze prawdziwa jest réwnosé (x)r. Wtedy
SR = SR*o R=R""0SoR=R""o RS =R kg
co oznacza, ze prawda jest réwniez (*)g41.

Przyklad 18. Niech (G,0) i (H,*) beda grupami. W zbiorze G x H definiujemy dzialanie ®
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Wzorem:

(a,b) ©® (¢,d) = (aoc,bxd).

G x H z tak okreslonym dzialaniem jest grupa.

Istotnie, elementem neutralnym dzialania ©® jest (eg,epq); elementem odwrotnym do {(a,b) jest
{a=1,b1). Z tacznosci dziatan o i * wynika lacznoéé dziatania ©.

Latwo tez wykazaé, ze jesli grupy (G,o) i (H, ) sa abelowe, to grupa (G x H,®) jest abelowa.

Definicja 2.6 Grupe zdefiniowang w powyzszym przyktadzie oznaczamy przez G & H i nazywamy
sumg prostqg grup G i H. Analogicznie definiuje sie sume prostg dowolnej skoriczonej liczby grup.

Definicja 2.7 Niech G bedzie grupg i niech a € G. Jesli a™ # e dla wszystkich n € Ny, to mdéwimy,
Ze a jest elementem rzedu niekoriczonego (piszemy wtedy: rz(a) = 00). W przeciwnym wypadku rzedem
elementu a nazywamy najmniejszq liczbe naturalng dodatnig takg, e a™ = e (fakt ten zapisujemy w
postaci: rz(a) =n).

Element neutralny w dowolnej grupie ma rzad réwny 1. Kazdy niezerowy element w grupie (Z, +)
ma rzad nieskoniczony. W grupie (Zg, +6) element 4 ma rzad 3. Mamy bowiem: 4 # 0, 44+64 =2 #0
id+4+64=0.

Fakt 2.8 Jesli a jest elementem rzedu n € N w grupie G, to dla dowolnego k € Z,

a* = e <= nlk.

Dowdéd. Niech a bedzie elementem rzedu n w grupie G. Wtedy a" = e. Dla dowodu implikacji =
zalézmy nie wprost, ze k jest liczba calkowita, dla ktérej a* = e, ale k nie dzieli sie przez n. Wtedy
sn < k < (s+ 1)n dla pewnego s € Z, skad wynika, ze k — sn jest liczba naturalng dodatnig mniejsza
od n. Zauwazmy, ze: a*~" = a¥(a") 7 = ee™% = e. Tak wigc rz(a) < k — sn < n. Sprzecznoéé.

Przypusémy teraz, ze n dzieli k. Wtedy k = nl dla pewnego [ € Z. Stad a* = a™ = (a")! = ¢! =e.

Twierdzenie 2.9 Niech G bedzie dowolng grupg i niech a,b € G bedg elementami takimi, Ze ab = ba.
Jesli r2(a) =m € Ny, r2(b) =n € Ny ¢ NWD(m,n) =1, to rz(ab) = mn.

Dowdd. Niech a,b € G speliaja zalozenia twierdzenia. Poniewaz ab = ba, dla dowolnego k € N
zachodzi réwnosé: (ab)® = a*b*. 7 zalozenia a™ = b" = e, wiec (ab)™™ = ™™™ = (a™)"(b")™ = e.
To za$ oznacza, ze rzad elementu ab jest skonczony i nie wiekszy od mn. Aby zakonczy¢é dowdd
twierdzenia, pokazemy, ze rz(ab) > mn.

Niech k = rz(ab). Wtedy (ab)* = e, czyli

() akb* =e.

Podnoszac obie strony tej réwnoséci do potegi n dostajemy a™*b"F = e, ale b = (b")F = e, wicc
a™ = e. a jest elementem rzedu m, zatem na mocy faktu 2.8, m|nk. Wiemy, ze NWD(m,n) = 1,
wiec m|k. Podobnie, podnoszac obie strony réwnosci (x) do potegi m pokazujemy, ze n dzieli k. Liczby
m i n sg wzglednie pierwsze, wiec mn dzieli k. Stad za$ wynika, ze k = rz(ab) > mn. |



Rozdzial 3

Grupy permutacji

Przypomnijmy, ze permutacja niepustego zbioru X nazywamy dowolna bijekcje odwzorowujaca zbior
X na siebie. Zbidér wszystkich permutacji zbioru X (oznaczenie: Sx) stanowi grupe wzgledem
skladania przeksztalceni (przyklad 14, strona 23). Elementem neutralnym w grupie Sx jest przek-
sztalcenie identycznos$ciowe. Bedziemy je oznaczaé przez e.

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie grupami permutacji zbioréw skoniczonych. Niech X bedzie
zbiorem n-elementowym (n € N). Poniewaz natura elementéw tego zbioru nie bedzie odgrywala
w rozpatrywanych tu zagadnieniach zadnej roli, mozemy uwazaé, ze sa to liczby 1,...,n. Grupe
permutacji zbioru {1,...,n} (zwana tez n-ta grupa symetryczna) bedziemy oznaczali przez S, za$
elementy tej grupy (najczesciej) maltymi literami greckimi.

Jak wiadomo z elementarnej kombinatoryki, liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.
Oznacza to ze S, jest grupa rzedu nl.

Dowdd ponizszego faktu pozostawiamy jako proste ¢wiczenie dla Czytelnika.

Fakt 3.1 Niech X bedzie niepustym zbiorem skoriczonym i niech o : X — X. Wtedy nastepujgce
warunki sg rownowazne.

(a) o jest permutacjg zbioru X .

(b) o jest injekcjq.

(c) o jest surjekcjg.

Tak wiec S, jest zbiorem wszystkich funkcji réznowartosciowych ze zbioru {1,...,n} w siebie.
Permutacje o € S,, wygodnie jest zapisa¢ w tak zwanej postaci tabelarycznej (dwuwierszowej):

. 1 2 ... n (1 2 ...n
7= (0(1) o(2) ... cr(n)) - (a1 as ... an)'
W pierwszym wierszu wystepuja tu wszystkie liczby od 1 do n, w drugim za$ pod liczba j € {1,...,n}
wystepuje przyporzadkowana jej liczba o(j). Ciag (a1, ..., a,) rézni sie od ciagu (1, ...,n) co najwyzej
porzadkiem. W tym zapisie permutacji nie gra roli porzadek wyrazéw w pierwszym rzedzie. Rozwazmy
na przyktad permutacje o € Sy okre$long wzorami: o(1) = 3, 0(2) =4, 0(3) =2, 0(4) = 1. Wéwczas

mozna zapisac:
C/1234\ (2314 (1432
9=\ 3421)7 " \4231)7"\3124)"

Oczywiscie kazda permutacje zbioru {1,...,n} mozna przedstawi¢ w postaci dwuwierszowej na n!
sposobdéw.

Niech beda dane dwie permuacje o,7 € S,,. Permutacje ¢ € S,, okreslong wzorem o(j) = o(7(5))
dla j € {1,...,n} bedziemy oznaczaé¢ przez o o 7 (lub po prostu przez o7) i nazywaé superpozycja
(zlozeniem) permutacji 7 i o.

28
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W postaci dwuwierszowej ztozenie permutacii o, 7 zapisujemy jako:
<oé>aé>fﬁo&>>°<75>7é>53730>“<o@iw>o@im>fﬁa@3m>>'

1234) . 1234
Naprzykladdlaa—<4321>17'—(4213) mamy

_(1234) (1234)_ (1234
9T=\4321 4213)  \1342)"

Permutacja 7 (po prawej stronie) przeprowadza 3 na 1, za$ o przeprowadza 1 na 4. Tak wiec o7
przeprowadza 3 na 4. Skladanie permutacji na ogét nie jest przemienne:

(1234 o 1234\ (1234 y
7= \4213 4321) \3124)77"

. .. 1 2...n .. . 1 ai G ... Gp
Permutacje odwrotna do permutacji o = zapisujemy jako o7 = 1 9 ,

ap ag ... Ap
123456
364251

. (364251\ (123456
7 ~\123456) \641352)"

Permutacja o okreslona powyzej spelnia warunki: o(1) =3, 0(3) =4,0(4) =2,0(2) =6,0(6) =1
i 0(5) = 5. Takie permutacje nazywaé bedziemy cyklami lub permutacjami cyklicznymi.

na przyklad dla o = < ) € S mamy

Definicja 3.2 Niech ay,...,a; bedzie uktadem k rdéinych liczb ze zbioru {1,...,n} (2 < k < n).
Permutacje o € S, spelniajgcqg warunki:

o(aj) =aj41 dlaje{l,....,k—1},

o(ay) = ay oraz

oi)=idlaie{1,...,n}\{a1,...,ar}
nazywamy cyklem k-wyrazowym lub cyklem diugosci k i zapisujemy jako o = (aq,. .., ar) pomijajgc w
zapisie wyrazy, ktére przechodzg na siebie.

Uzywajac wprowadzonej notacji, kazdy cykl dlugosci & mozna zapisa¢ na k sposobow. Na przyklad
1234

191 3) € Sy jest cyklem dlugosci 3 1 mozemy zapisac ja jako:

permutacja o = (

c=(1,4,3) = (4,3,1) = (3,1,4).

3241
Cykl dlugosci 2 nazywamy transpozycja. Jesli o = (a1, as2), to méwimy, ze o jest transpozycja
elementéw ay i ag. Oczywiscie (a1,as) = (az,a1).
Czytelnik z latwoscia sprawdzi, ze

Sy ={e}, 52 ={e,(1,2)} i S5 ={e,(1,2),(2,3),(1,3),(1,2,3),(1,3,2)}.

Oczywidcie (1,3,4) # (1,4,3), gdyz (1,3,4) = (1 23 4) # 0.

Nietrudno przekonaé sie o tym, ze grupy S7 i S2 sa abelowe. Dla n > 3, grupa S, nie jest abelowa,

poniewaz:
123 123 123 ,
(1,2)0(2,3) = <2 13)0(132)_<231>’ 7

(&@oﬂﬂ>—<}§3>0(§?§)‘<§33>'
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Dwa cykle ¢; = (ay,...,ax) i ca = (b1,...,b) z Sy nazywamy rozlacznymi, jesli {aj,...,ar} i
{b1,...,b} sa rozlacznymi podzbiorami zbioru {1,...,n}. Rozwazany wczesniej przyklad pokazuje,
ze sktadanie dowolnych cykli nie jest przemienne. Okazuje si¢ jednak, ze skladanie cykli roztacznych
jest przemienne.

Lemat 3.3 Jesli c1,co € S, sq cyklami roztgeznymi, to ¢y o co = ca 0.

Dowdéd. Niech ¢; = (a1,...,a;) i ca = (b1,...,b) beda cyklami rozlacznymi w grupie S,, i niech
j € {17 v vn}‘ POkaiem% ze CI(CQ(j)) = 02(01(j))'

Jesli ] g {a/la < ,(Zk,bl, .- 'abl}? to Cl(j) = CQ(j) = .ja zatem 61(02(j)) = CQ(Cl(j)) = j Jeéll] = as
dla pewnego s € {1,...,k}, to

N _ Jasy1 gdy s<k

Cl(])_cl(as)_{al edy s=k.
Ponadto cz(a,) = a, dlar € {1,...,k}. Dlatego ca(c1(j)) = c1(j) = c1(ca(j)). Analogicznie pokazu-
jemy, ze jesli j = by dla pewnego s € {1,...,1}, to ca(c1(j)) = ca(j) = c1(e2())). |

Twierdzenie 3.4 Kazda permutacja o € S, jest identycznoscig, albo cyklem, albo superpozycjq cykli
roztgcznych.

Dowdéd. Dla permutacji 7 € S, definiujemy zbiér X, = {i € {1,...,n}: 7(i) # i}. Przeprowadzimy
dowéd indukcyjny wzgledem liczby elementéw zbioru X..

Ustalmy wiec permutacje o € S,,. Jesli X, = ), to o jest identycznoscia. Przyjmijmy teraz,
ze X, # 01 zalézmy, ze teza twierdzenia jest prawdziwa dla dowolnej permutacji 7 € S,, takiej, ze
|X:| < |Xs|. Poniewaz zbiér X, jest niepusty, dla pewnego i € {1,...,n} mamy o(i) # 4, a stad
o(o(1)) # o(i), czyli X, jest zbiorem przynajmniej dwuelementowym.

Niech |X,| = m. Ustalmy i € {1,...,n} takie, ze (i) # 4. Poniewaz {1,...,n} jest zbiorem
skoticzonym, ciag (i,0(i),0%(i),...) nie Jest réznowartosciowy. To znaczy, istnieja k € N oraz [ € N
takie, ze o**t (i) = 0¥ (0!(i)) = 0¥ (i). o jest odwzorowaniem réznowartosciowym, wiec o!(i) = i.

Niech Iy oznacza najmniejsza liczbe naturalna dodatnia taka, ze o' (i) = i (wtedy lp > 2) i niech
7= (i,0(i),...,0071(). Wtedy 7% = (o0=1(4),...,0(i),i). Zauwazmy, ze

(0o 1)) =o(r (i) = a(a" (@) = o™ (i) =i
Analogicznie
(00771 (0°(1)) = o(r7H(0%(0)) = o(0°7}(d)) = 0°(4)
dla s € {1,...,lp—1}. Ponadto, dla dowolnego j € {1,...,n}, o(j) = j implikuje, ze (co771)(j) = j.
Oznacza to, ze X, jest suma rozlacznych zbioréw X,.,1 oraz {i,...,c'o"1(i)}, skad wynika, ze

| Xyor—1| < | Xs|. Z zatozenia indukcyjnego o o771 jest identycznoécia, albo cyklem albo superpozycja
cykli roztacznych. Wtedy o = (0 0 771) o 7 jest cyklem albo superpozycja cykli roztacznych.

Latwo sprawdzi¢, ze rozklad permutacji na cykle roztaczne jest jednoznaczny z doktadnoscia do
porzadku czynnikéw.

Przyklad 1. Rozwazmy permutacje

_ (12345678910 g
77\ 6103197425 8 10-
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Z postaci dwuwierszowej permuacji o odczytujemy, ze o(1) = 6, 0(6) = 7, o(7) = 4, 0(4) = 1,
0(2) =10, 0(10) =8, 0(8) =2, 0(3) =3, 0(5) =9, 0(9) = 5. Oznacza to, ze

o =(1,6,7,4)(2,10,8)(5,9).

Oczywiscie kolejno$¢ cykli wystepujacych w powyzszym przedstawieniu jest nieistotna, albowiem
skladanie cykli roztacznych jest przemienne.

Jedli 0 € S, jest cyklem dlugoéci k > 2, to o® = e. Stad latwo wynika, ze dla dowolnej liczby
catkowitej m, ¢ = o™ mod k. Uzywajac tej wlasnosci oraz rozkladu permutacji na cykle mozemy
tatwo oblicza¢ potegi permutacji, jak réwniez okresli¢ rzad permutacji jako elementu grupy .S,.

Twierdzenie 3.5 Niech 0 = o1...0%, gdzie o1,...,0 Sq roztgecznymi cyklami diugosci Iy, ..., 1
(odpowiednio). Wtedy

(a) o™ = of" mod &y s mod L gy dowolnego m € Z,

(b) rzqd permutacji o jest réwny najmniejszej wspolnej wielokrotnosci liczb 1y, . .., lk.

Dowdéd. (a) Poniewaz cykle rozlaczne s przemienne (lemat 3.3), o™ = o" ... 0}, stad za$ dostajemy
teze.

(b) Z punktu (a) wynika, ze dla m € Z, ™ = e wtedy i tylko wtedy, gdy m mod I; = 0 dla
i € {1,...k}, co jest réwnowazne podzielnosci liczby m przez Iy, ..., 1. Zatem o™ = e wtedy i tylko
wtedy, gdy NWW (I3, ...,lx) dzieli m. To za$ oznacza, ze rzad permutacji o wynosi NWW (lq, ..., 1).
|

Dla zilustrowania twierdzenia 3.5 rozwazmy permutacje o € Sig:

12345678910
o= (3 910572614 8 ) =(1,3,10,8)(2,9,4,5,7,6).
o jest superpozycja dwdch rozlacznych cykli diugosci 4 1 6. NWW(4,6) = 12, wiec rzad o jako
elementu grupy S19 wynosi 12.

Dla zdefiniowanej wyzej permutacji obliczymy potege 02°°2. Niech oy = (1,3,10,8) i 09 =
(2,9,4,5,7,6). 01 1 09 sa rozlacznymi cyklami dtugosci 4 i 6 (odpowiednio), wigc zgodnie z twierdze-
niem 3.5(b),

02002 — ;200252002 _ ;2002 mod 4 ;2002 mod 6

2002 = 500 - 4 + 2 = 333 - 6 + 4, wigc 2002 mod 4 = 2 i 2002 mod 6 = 4. Zatem 02°9? = o253, Jak
tatwo obliczyé, 02 = 1 001 = (1,10)(3,8) i 05 = 030032002002 = (2,7,4)(9,6,5). Po podstawieniu
dostajemy
12345678910
2002 _ —

Twierdzenie 3.6 Kazda permutacja o € Sy, jest identycznos$cig, transpozycjq, albo ztoZeniem co naj-
wyzej n — 1 transpozycyi.

Dowéd. Zauwazmy, ze kazdy cykl k-wyrazowy (k > 3) jest zlozeniem k — 1 transpozycji. Mamy
bowiem
(a1,...,ar) = (ar,a2)0...0 (ar—1,ax).

7 poprzedniego twierdzenia wiemy, ze jesli o # e, to o jest cyklem dtugosci co najwyzej n, albo jest
zlozeniem pewnej liczby cykli roztacznych. W pierwszym przypadku oczywiscie o jest transpozycja
albo zlozeniem co najwyzej n — 1 transpozycji.

Zalézmy teraz, ze 0 = ¢y 0...0 ¢, gdzie ¢q, ..., ci sa cyklami roztacznymi dtugosci odpowiednio
li,... 1. Oczywiscie [y +. ..+l < n. ¢; jest transpozycja dla l; = 2, za$ zlozeniem [; — 1 transpozycji
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dla l; > 3. Zatem 0 = ¢y 0...0¢y jest zlozeniem l; + ...+ I — k transpozycji. Ale [y + ...+ — k <
n—k <n—1, co konczy dowdéd. |

Przedstawienie permutacji w postaci zlozenia transpozycji nie jest jednoznaczne. Swiadczy o tym
nastepujacy przyklad permutacji z Ss:

(337) =029 =020y = Yo @1 = @100,
Twierdzenie 3.7 Kazda transpozycja jest transpozycjq liczb sgsiednich lub superpozycjg nieparzystej
liczby transpozycyi liczb sgsiednich.
Dowdéd. Niech 7 = (j,1) € S, gdzie | — j > 2. Wtedy

czyli (4,1) jest superpozycja 2(I — j) — 1 transpozycji liczb sasiednich. |
Z twierdzen 3.6 i 3.7 natychmiast wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.8 Kazda permutacja zbioru {1,...n} jest identycznosciq, albo transpozycjg liczb sqsiednich,
albo superpozycjg transpozycji liczb sgsiednich.

Przyklad 2. Przedstawimy permutacje

_(123456) g
7=\436152 6

w postaci zlozenia transpozycji liczb sasiednich. Dokonamy tego w trzech krokach stosujac metody
zawarte w dowodach twierdzen 3.4, 3.6 i 3.7:

Krok 1: zapiszemy o jako iloczyn cykli roztacznych.
Krok 2: kazdy cykl dlugosci > 3 otrzymany w kroku 1. przedstawimy w postaci zlozenia transpozycji.

Krok 3: kazda transpozycje liczb nie sasiadujacych ze soba otrzymana w kroku 2 przedstawimy w postaci
zlozenia transpozycji liczb sasiednich.

Poniewaz 0(1) =4, 0(4) =1, 0(2) =3, 0(3) =6, 0(6) =21 0(5) = 5, mamy

o= (1,4)(2,3,6) = (1,4)(2,3)(3,6).

Postepujac jak w dowodzie twierdzenia 3.7 dostajemy
(1.4) = (1,2)(2,3)(3,4)(2.3)(1,2) i (3,6) = (3,4)(4,5)(5,6)(4,5)(3,4).

Stad
o=(1,2)(2,3)(3,4)(2,3)(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)(4,5)(3,4).

Permutacja moze mie¢ wiele przedstawien w postaci zlozenia transpozycji. Jak widzielismy w
rozpatrywanym wyzej przykladzie, liczby transpozycji wystepujace w dwoch réznych przedstawie-
niach nie muszg by¢ takie same. Pomimo tego, istnieje pewien niezmiennik rozktadu permutacji na
transpozycje. Okazuje sie, mianowicie, ze parzystos$¢ liczby transpozycji wystepujacych w rozkladzie
permutacji o zalezy od o, za$ nie zalezy od konkretnego rozkladu o na transpozycje. Wprowadzimy
teraz pojecie inwersji w permutacji, ktére utatwi zbadanie tego zagadnienia.
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Definicja 3.9 Niech bedzie dana permutacja o € S,, n > 2. Inwersjg w permutacji o bedziemy
nazywali dowolng pare uporzgdkowang (o (i), 0(j)) takg, Ze i < j za$ o(i) > o(j).

Permutacje o nazywamy parzystg [nieparzystg/, jesli liczba inwersji w niej jest parzysta [odpowied-
nio: nieparzystaj.

Na przyklad w permutacji
(12345 g
7= \45132 5
wystepuje 7 inwersji, mianowicie: (4, 1), (4,3), (4,2), (5,1), (5,2), (5,3) 1 (3,2). Oznacza to, ze o jest

permutacja nieparzysta. Permutacja identycznos$ciowa jest permutacja parzysta, gdyz liczba inwersji
w niej wynosi 0.

Lemat 3.10 Jesli o jest dowolng permutacjg z Sy, n > 2, za$ T € Sy, jest transpozycjg to permutacje
0 1 0T 10Znig sie parzystosciq.

Dowdd. Niech o € S,,, gdzie n > 2. Przeprowadzimy dowdd najpierw w przypadku, gdy 7 jest
transpozycja liczb sasiednich. Przyjmijmy 7 = (i,i + 1), gdzie i € {1,...,n — 1}. Wtedy (o7)(i) =
o(i+1)i(o7)(i+1) = 0(i). Wynika stad, ze ((o7)(2), (o7)(i+1)) jest inwersja w permutacji o7 wtedy
i tylko wtedy, gdy (o(i), o(i+1)) nie jest inwersja w permutacji o. Ponadtodla j € {1,...,n}\{i,i+1}
mamy (o7)(j) = o(j). Zatem zbiory inwersji dla permutacji o i o7 réznig si¢ jednym elementem, co
oznacza, ze permutacje o i o7 réznia sie parzystoscia.

Zalézmy teraz, ze T € S, jest dowolna transpozycja. Zgodnie z twierdzeniem 3.7, 7 = 1y 0.. .07 41
dla pewnego k € N, gdzie 71,...,Tor41 sa transpozycjami liczb sasiednich. Pierwsza czesé¢ dowodu
implikuje, ze kolejne permutacje ciagu 0,071,071 72, ...,07T1 ... Tok4+1 r0Znia sig parzystoscia. Stad
wynika teza.

Twierdzenie 3.11 Illoczyn dowolnych k transpozycji z Sy, (n > 2) jest permutacjq, ktorej parzystosé
jest zgodna z parzystoscig liczby k.

Dowdéd. (Indukcja wzgledem k) Niech 7 € S,,, bedzie transpozycja. 7 = er. Poniewaz identycznosé e
jest permutacja parzysta, zgodnie z lematem 3.10 7 jest permutacja nieparzysta. Tak wiec twierdzenie
zachodzi dla k = 1 (iloczyn trzeba tu rozumieé jako dana transpozycje).

Niech teza twierdzenia bezie prawdziwa dla pewnego k € N.. Wéwczas jej prawdziwos$c dla k + 1
wynika z tego, ze liczby k i k 4+ 1 maja rézna parzysto$é, zas iloczyn k + 1 transpozycji powstaje z
iloczynu k transpozycji przez pomnozenie go przez transpozycje.

Whniosek 3.12 Przy dowolnym rozktadzie permutacji na iloczyn transpozycji parzystosé liczby czyn-
nikow jest ta sama i réwna parzystosci permutacyi.

Whniosek 3.13 Zlozenie dwéch permutacyi tej samej parzystosci jest permutacjg parzystq, zas ztozenie
dwdch permutacyi rézinej parzystosci jest permutacjg nieparzystq.

Z wniosku 3.13 wynika, ze w celu znalezienia parzystosci permutacji wystarczy znalez¢ jej dowolny
rozklad na transpozycje i stwierdzi¢, czy liczba czynnikow wystepujacych w tym rozkladzie jest
parzysta czy tez nieparzysta.

Definiujemy znak permutacji o € S,, (n > 2) w spos6b nastepujacy:

1 gdy o jest parzysta
sgn(o) = { —1 gdy o jest nieparzysta.

Z wniosku 3.13 wynika, ze dla dowolnych o,7 € S,, zachodzi réwnosé: sgn(or) = sgn(o)sgn(r).
Nietrudno tez dowieéé, ze sgn(o~t) = sgn(o)

Whiosek 3.14 Zbidr permutacji parzystych zbioru {1,...,n} (n > 2) z dzialaniem sktadania permu-
tacji jest grupg. Grupe te oznaczamy przez A, i nazywamy n-tg grupg alternujgcg.
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Twierdzenie 3.15 Dian > 2 w S, istnieje doktadnie %’ permutacji parzystych i doktadnie %‘ per-

mutacji nieparzystych.

Dowdéd. Niech o4, ..., 0x beda wszystkimi (réznymi) permutacjami parzystymi w Sy, zas 71, ..., Tm
wszystkimi (réznymi) permutacjami nieparzystymi z S,. Tak wiec k + m = nl. Oznaczmy przez 7
pewna transpozycje z S,. Wtedy 017, ...,0,7 sa réznymi permutacjami nieparzystymi, zatem k < m.
TIT, ..., T, T & roznymi permutacjami parzystymi, co oznacza, ze m < k. Stad k =m = "7' |



Rozdzial 4

Podgrupy, dzielniki normalne i
homomorfizmy grup

Rozpatrzmy grupe nieosobliwych macierzy kwadratowych wymiaru 2 x 2 o wyrazach rzeczywistych
i jej podzbiér H zlozony z macierzy o wyznaczniku 1. Jak latwo spostrzec (przyklad 6, ze strony
22), H jest grupa wzgledem mnozenia macierzy. Przyklad ten jest ilustracja pojecia podgrupy, ktére
zdefiniujemy obecnie.

Definicja 4.1 Podzbidr H grupy (G, o) bedgcy grupg wzgledem dziatania o nazywamy podgrupg grupy
G.

Zamiast pisaé, ze H jest podgrupa grupy (G, o), bedziemy czasami uzywaé oznaczenia H < G.

Niech H bedzie podgrupa grupy (G,o). Bezposrednio z definicji podgrupy wynika, ze element
neutralny w grupie (H,o) pokrywa sie z elementem neutralnym w grupie (G,o). Jesli a € H, to
element odwrotny do a w grupie H pokrywa sie z elementem odwrotnym do a w grupie G.

Twierdzenie 4.2 Niech (G, 0) bedzie grupg i niech H C G. Wtedy nastepujgce warunki sg réwnowazne.
(a) H jest podgrupg grupy (G, o).
(b)ec H, (Vac H)(a € H) i (Va,b € H)(aobe H).
(¢c) H# 0, (YVa€ H)(a ' € H) i (Va,be H)(aobe H).
(d) H#0 i (Va,be H)(aob™ ! € H).
(e)e€ H i(Va,be H)(aob ! € H).

Dowéd. (a)==(b). Jesli H jest podgrupa grupy (G, o), to (H,o) jest grupa, skad wynika (b).

Implikacja (b)=(c) jest oczywista.

(c)=(d): Zatézmy, ze a,b € H. Z (c) wynika, ze b=* € Hiaob ! € H.

W celu wykazania implikacji (d)=>(e), wystarczy dowie$¢, ze (d)= e € H. Na mocy (d) istnieje
element a € Hiaoa ' € H. Oznacza to, ze e € H.

(e)==(a). Zal6ézmy, ze zachodzi warunek (e). Pokazemy, ze H z dzialaniem o ograniczonym do
zbioru H stanowi grupe. Z zalozenia e € H. Niech a,b € H. Wtedy b™! = eob™! € H oraz
aob=uao (b~ € H. Tak wigc o jest dzialaniem w H i (H,o) jest grupa. |

Pozostawiamy Czytelnikowi do sprawdzenia, ze w powyzszym twierdzeniu mozemy warunki (d) i
(e) zastapi¢ nastepujacymi:

() H#0i(NVa,be H)(a"tobe H),

(e)ee Hi(Ya,be H)(a " obe H).

Kazda grupa zawiera jako podgrupy sama siebie i podgrupe zlozona z samego elementu neutralnego.
Sa to tak zwane podgrupy niewtasciwe. Kazda inna podgrupa nazywa si¢ podgrupg wtasciwg. Podamy
teraz przyklady podgrup w kilku réznych grupach.

35
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Przyklad 1. Niech n € N;. Wtedy nZ = {ni : i € Z} jest podgrupa grupy (Z,+).

Przykiad 2. (Q\ {0},-) < (R\{0},-) <(C\{0},-), (Qy,) < (@\{0},-), (Ry,-) < (RN {0}, ).

Przyklad 3. Grupa translacji plaszczyzny jest podgrupa grupy izometrii plaszczyzny, a ta z kolei
jest podgrupa grupy przeksztalcen wzajemnie jednoznacznych plaszczyzny na siebie. Dzialaniem we
wszystkich wymienionych grupach jest skladanie przeksztalcen.

Przyklad 4. Zbiér obrotéw tréjkata réwnobocznego o katy 0°, 1200 i 240° (przy oznaczeniach
z przykladu 16 ze strony 24 jest to zbiér {I, R, R?}) jest podgrupa grupy izometrii wlasnych tegoz
trojkata.

Przyklad 5. Jak wiemy z wniosku 3.14, zbiér permutacji parzystych zbioru {1,...,n} (n > 2)
jest grupa wzgledem dziatania skladania permutacji. Zatem A, jest podgrupa grupy S,. Zbidr
permutacji nieparzystych zbioru {1, ...n} nie jest podgrupa grupy Sy, gdyz zlozenie dwdch permutacji
nieparzystych jest permutacja parzysta.

Przyklad 6. Zbiér macierzy wymiaru n X n (n € N} ) o wyznaczniku réwnym 1 jest podgrupa
grupy macierzy nieosobliwych wymiaru n x n.

Przyklad 7. Niech G bedzie grupa i niech g € G. Zbiér elementéw grupy G, ktére sa przemienne
z elementem g nazywamy centralizatorem elementu g i oznaczamy przez C(g). Tak wigc

C(g) ={h € G : hg=gh}.

Pokazemy, ze C(g) jest podgrupa grupy G dla dowolnego g € G. W tym celu udowodnimy warunek
(b) twierdzenia 4.2 . Ustalmy g € G . Z definicji elementu neutralnego wynika, ze eg = ge, zatem
e € C(g). Niech a,b € C(g). Wtedy

abg = agb = gab,

wigc ab € C(g).
Zauwazmy, ze jesli b € C(g), to

1 -1

bg=gb=>(bg) " =(gb) " =g b =b"g

Mnozac ostatnia réwnosé przez g z lewej i z prawej strony, otrzymujemy: gg~'b~'g = gb~'g g, czyli
b=lg = gb—!. To za$ oznacza, ze b=! € C(g).

Przyklad 8. Niech G bedzie grupa. Zbior
Z(G)={a € G:Vg e G(ag =ga)}

nazywamy centrum grupy G. Z(G) jest podgrupa grupy G. Dowdd tego faktu wymaga nieznacznej
modyfikacji rozumowania z poprzedniego przykladu.

Dowdéd ponizszego twierdzenia pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.
Twierdzenie 4.3 Jesli H jest podgrupg grupy G i c € G, to zbior:
c'He={c'he:he H}

rowniez jest podgrupq grupy G.
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Podgrupa postaci ¢~ !He, wystepujaca w twierdzeniu 4.3, zwana jest podgrupa sprzezona do H
wzgledem elementu c.

Definicja 4.4 Niech a i b bedg elementami grupy G. Mowimy, Ze elementy te s¢ sprzezone w grupie
G (oznaczenie: a ~ b), jedli istnieje element ¢ € G taki, ze b= c~Lab.

Nietrudno wykazaé, ze relacja sprzezenia w dowolnej grupie jest relacja réwnowaznosci. Dla grup
abelowych jej klasy abstrakcji sa oczywiscie jednoelementowe.

Twierdzenie 4.5 Przekrdj dowolnej niepustej rodziny podgrup grupy G jest podgrupg grupy G.

Dowdéd. Niech H bedzie niepusta rodzina podgrup grupy G i niech

K= () H

HeH

W celu wykazania, ze K < G, udowodnimy warunek (e) twierdzenia 4.2 .

7 definicji podgrupy, eq € H dla kazdej podgrupy H z rodziny H. Zatem eg € K. Niech teraz
a,b € K. Wtedy a,b € H dla wszystkich H € H. Wynika stad, ze ab™' € H dla H € H, czyli
ab™' € K. |

Zalézmy, ze A jest podzbiorem grupy G. Definiujemy zbidr:
(A)g={af"-...-a;" ta1,...,an € Ajeq,...,en €{-1,1},n € Ny} U {eg}.

Nietrudno sprawdzié, ze (A)q jest podgrupa grupy G. Jesli (A)¢ = G, to méwimy, ze G jest grupa
generowang przez A lub A jest zbiorem generatoréw grupy G.

Twierdzenie 4.6 Jesli G jest grupg i A C G, to (A)g jest przekrojem rodziny wszystkich podgrup
grupy G zawierajgcych zbior A.

Dowdéd. Niech H bedzie rodzing wszystkich podgrup grupy G zawierajacych A. Oczywiscie (A)g €
H, wiec

N H <A

HeH
Z drugiej strony, jesli H jest podgrupa grupy G zawierajaca A, to e € Hiaj' ... a» € H dla
dowolnych ay,...,a, € Aieq,...,e, € {—1,1}. To zas oznacza, ze
(Ag < () H.
HEH
co konczy dowdd. |

Definicja 4.7 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Kazdy zbior postaci
aH = {ah:he H},

gdzie a € G, nazywamy warstwg lewostronng podgrupy H w grupie G. Podobnie, kazdy zbior postaci
Ha ={ha:he H},

gdzie a € G, nazywamy warstwg prawostronng podgrupy H w grupie G.
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Jesli H jest podgrupa grupy G, zas$ a dowolnym elementem G, to a nalezy do kazdej z warstw a H
i Ha. Dlatego warstwe aH nazywa sie tez warstwa lewostronna elementu a wzgledem podgrupy H.
Podobnie dla warstwy Ha.

Twierdzenie 4.8 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Dowolne dwie warstwy lewostronne podgrupy
H sq sobie réwne bgdz roztgczne. To samo dla warstw prawostronych.

Dowdd. Przeprowdzimy dowéd tylko dla warstw lewostronnych. Niech a,b € G i zalézmy, ze warstwy
aH,bH maja wspolny element c. Pokazemy, ze wtedy aH = bH.

Niech g € aH, to znaczy g = ah dla pewnego h € H. Poniewaz ¢ € aH NbH, istnieja hy,hy € H
takie, ze ¢ = ah; = bhg. Przy tych oznaczeniech mamy:

g = ah = ahih{'h = bhohi ' h.

hghflh € H, wiec g € bH. W ten sposoéb pokazalidmy, ze aH C bH. Zamieniajac rolami a i b w
powyzszym rozumowaniu, dostajemy inkluzje przeciwna, co konczy dowdd. |

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze kazdy element grupy G nalezy do jednej i tylko jednej warstwy
lewostronnej (prawostronnej) wzgledem podgrupy H.

Lemat 4.9 Zalozmy, ze H jest podgrupg grupy G. Jesli a,b € G, to
(a) aH =bH <= Ha ' = Hb ' <= a'bec H,
(b) Ho=Hb<=a 'H=b"'H <= ab ' € H.

Dowéd. (a) Z twierdzenia 4.8 wynika, ze warstwy aH i bH sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
aH NbH # (). Podobnie dla warstw Ha~! i Hb~!. Stad:

aH =bH < aH NbH # ) <= (3h1, hy € H)(ahy = bhy) <
<= (3hy,hy € H)((ah1)™' = (bha) ') <= (Bh1,he € H)(h{'a ' = hy'b7!) =
— Ha 'NHb ' #0 <= Ha ' = Hb .

Aby zakoniczy¢ dowdd (a), musimy jeszcze wykazaé, ze réwnosé aH = bH jest réwnowazna warunkowi
a”'b € H. Jedli aH = bH, to ah; = bhy dla pewnych hy, hy € H. Mnozac te réwnoéé przez a ' z
lewej strony i przez h2_1 z prawej strony dostajemy a~'b = h; h2_1 € H.

Zalézmy teraz, ze a~'b = h € H. Wtedy b = ah € aH NbH, co oznacza, ze aH NbH # (. Na
mocy twierdzenia 4.8 otrzymujemy aH = bH.

Dowdd czgéei (b) twierdzenia przebiega podobnie. [

Twierdzenie 4.10 Niech G bedzie grupg, zas H jej podgrupg. Zbior warstw lewostronnych podgrupy
H jest rownoliczny ze zbiorem jej warstw prawostronnych.

Dowéd. Niech F' bedzie odwzorowaniem ze zbioru warstw lewostronnych w zbiér warstw prawostron-
nych podgrupy H okreslonym nastepujaco: F(aH) = Ha™'. Z lematu 4.9 wynika, ze odwzorowanie
F jest dobrze okreslone i réznowartosciowe. F' jest réwniez surjekcja, gdyz dla dowolnego a € G
zachodzi: Ha = H(a™1)"! = F(a"'H). [

Twierdzenie 4.11 Dowolne dwie warstwy lewostronne (prawostronne) wzgledem tej samej podgrupy
sg rownoliczne. Dowolna warstwa lewostronna jest rownoliczna z dowolng warstwg prawostronng.
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Dowdd. Niech G bedzie grupa, za$ H jej podgrupa. Wybierzmy dowolne elementy a,b € G.
Pokazemy, ze warstwy aH i bH sa réwnoliczne. W tym celu okreslamy odwzorowanie f : aH — bH
wzorem f(ah) = bh dla h € H. f jest oczywiscie surjekcja. f jest tez odwzorowaniem réznowartos-
ciowym, gdyz dla hq, hy € H zachodzi:

f(ahl) = f(ahg) = bh1 = bhy = h1 = hy = ahq = ahs.

Podobnie dowodzimy, ze rownoliczne sa dowolne dwie warstwy prawostronne.
Druga czeé¢ tezy wynika z pierwszej czesci i z tego, ze H = eH = He, czyli jest warstwa zaréwno
lewo- jak i prawostronna wzgledem H. |

W zwigzku z powyzszym twierdzeniem przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja 4.12 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Moc zbioru warstw lewostronnych (réwnowaznie:
prawostronnych) podgrupy H w grupie G nazywamy indeksem grupy H w G i oznaczamy przez |G : H.

Twierdzenie 4.13 (Twierdzenie Lagrange’a') Niech G bedzie grupg skoviczong, zas H jej podgrupg.
Wtedy
Gl =[G : H] - |H].

Tak wiec rzgd oraz indeks podgrupy H w skoriczonej grupie G sq dzielnikami |G)|.

Dowéd. Dwie rézne warstwy lewostronne podgrupy H w grupie G sa rozlaczne (twierdzenie 4.11)
i réwnoliczne. Ponadto kazdy element grupy G lezy w pewnej warstwie lewostronnej podgrupy H.
Dlatego liczba elementéw grupy G jest réwna iloczynowi liczby warstw lewostronnych podgrupy H
przez liczbe elementéw w jednej warstwie (czyli |H|). Stad wynika teza.

Wzoér wystepujacy w powyzszym twierdzeniu jest stluszny réwniez dla grup nieskonczonych. Po
prawej stronie mamy wdwczas iloczyn liczb kardynalnych oznaczajacych odpowiednio moc zbioru
warstw podgrupy H w grupie G oraz moc grupy H. Tak tez nalezy rozumieé prawa strone rownosci
pojawiajacej sie w punkcie (c) twierdzenia 4.14.

7Z twierdzenia Lagrange’a wynika, ze jesli G jest grupa skonczona, to rzad jej dowolnej podgrupy jest
dzielnikiem |G|. Innymi stowy, zbidr rzedéw wszystkich podgrup grupy G zawiera sie w zbiorze dziel-
nikéw dodatnich rzedu grupy G. Inkluzja odwrotna nie jest prawdziwa. Na przyklad 12-elementowa
grupa A4 nie posiada podgrupy rzedu 6.

Twierdzenie 4.14 Jesli H i K sq podgrupami grupy G oraz K C H, to

(a) K jest podgrupg grupy H,

(b) Indeks [G : K] jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy indeksy [G : H] oraz [H : K] sg
skoniczone.

(¢)|G:K|=[G:H]-[H:K].

Dowéd. Niech G bedzie grupa, zas H i K jej podgrupami takimi, ze K C H. Wprost z definicji
podgrupy wynika, ze wéwczas K < H.

Przypu$émy, ze indeks [G : K] jest skoniczony, to znaczy, w grupie G istnieje jedynie skoriczenie
wiele warstw lewostronnych wzgledem podgrupy K. Poniewaz kazda warstwa lewostronna podgrupy
K w grupie H jest réwniez jej warstwa lewostronng w grupie G, otrzymujemy [H : K] < [G : K],
w szczegllnosci, indeks [H : K] jest skoriczony. Zauwazmy ponadto, ze przyporzadkowanie warstwie
aK warstwy aH stanowi surjekcje ze zbioru warstw lewostronnych podgrupy K w grupie G w zbiér
warstw lewostronnych podgrupy H w grupie G. Oznacza to, ze [G : H] < [G : K], a wiec réwniez
indeks [G : H] jest skoniczony.

1Joseph Louis Lagrange (1736-1813) urodzony we Wiloszech, studiowal w Paryzu. Zajmowal sig algebra, teoria liczb,
réwnaniami rézniczkowymi, jak réwniez zastosowaniami matematyki w fizyce i astronomii.
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Zalézmy teraz, ze indeksy [G : H] oraz [H : K] sa oba skoriczone. Niech a1 H,...,a,,H beda
wszystkimi (réznymi) warstwami lewostronnymi grupy H w grupie G, zas$ b1 K, ..., b, K wszystkimi
(réznymi) warstwami lewostronnymi grupy K w grupie H. Twierdzimy, ze wéwczas a;b; K, gdzie
1<i<mil<j<n sawszystkimi (réznymi) warstwami grupy K w grupie G. Mamy bowiem:

o Jedli g € G, to g = a;h = a;bjk, gdzie h € H, 1 <i<m, k € K oraz 1 < j <n. Oznacza to, ze
gEaiij.

o Jedli a;b; K = ay by K, to
(%) a;b; = aybj k dla pewnego k € K.

Stad, poniewaz b;,bjk € H, mamy a;H = ayH, czyli i = . Uwzgledniajac ten fakt w (x)
dostajemy b; = b; k, skad wynika, ze b, K =b; K 1j=j'.

W ten sposéb wykazalismy réwnowazno$é (b) oraz réwnosé (c¢) w przypadku, gdy indeks [G : K]

jest skoniczony. Ogdlny dowdd réwnosei z punktu (c) wymaga niewielkiej modyfikacji powyzszego
rozumowania.

Réwnosé z punktu (c) twierdzenia 4.14 dla skoticzonej grupy G jest bezposrednig konsekwencja
twierdzenia Lagrange’a. Mamy bowiem:

e L R (€1 I U P
G K] = [ = 1 = (G K

Twierdzenie 4.15 Jesli G jest grupg skoriczong, to rzqd dowolnego jej elementu jest dzielnikiem |G|.

Dowdéd. Niech a bedzie elementem rzedu n w skoticzonej grupie G. Wtedy H = {a* : 0 <i <n—1}
jest n-elementowa podgrupa grupy G. Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a, n dzieli |G]. |

Twierdzenie 4.16 Jesli G jest grupg skoriczong rzedu n i a € G, to a”™ = eq.

Dowdéd. Niech a bedzie elementem rzedu k w skoniczonej grupie G i niech n = |G|. Z twierdzenia
4.15 wynika, ze k|n, czyli n = kl dla pewnego | € N,. Stad a™ = a" = (a*)! !

=e =e.
Twierdzenie 4.17 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wtedy relacja ~ okreslona wzorem
a~b<=ab 'e H dlaa,bec G

jest relacjg réwnowaznosci w zbiorze G. Jej klasami abstrakcji sg warstwy prawostronne podgrupy H.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnych a,b € G,
a~b<=ab' € H<+= H(ab™') = H <= Ha = Hb.

Stad juz tatwo wynika, ze ~ jest relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia, a wiec jest relacja

réwnowaznosci.

Warunek Ha = Hb oznacza, ze a i b leza w tych samych warstwach prawostronnych podgrupy H.
Zatem klasami abstrakcji relacji ~ sa warstwy prawostronne podgrupy H.

Niewielka modyfikacja powyzszego rozumowania pozwala udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 4.18 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wtedy relacja ~ okreslona wzorem
a~b<=a"'be H dlaabec G

jest relacjg rownowaznosci w zbiorze G. Jej klasami abstrakcji sq¢ warstwy lewostronne podgrupy H .
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Jako zastosowanie teorii grup udowodnimy fakt z teorii liczb — tak zwane male twierdzenie Fer-
mata.?

Twierdzenie 4.19 (Matle twierdzenie Fermata) Jesli p jest liczbg pierwszg, za$ a liczbg catkowitg
niepodzielng przez p, to pla?P~! — 1.

Dowéd.? Niech p bedzie liczba pierwsza, za$ a € Z liczba niepodzielna przez p. Oznaczmy przez
k reszte z dzielenia a przez p. Wtedy k € Z, \ {0}. (Z, \ {0},-p) jest grupa rzedu p — 1 (przyklad

9, strona 23), zatem na mocy twierdzenia 4.16, k -, ... -, k = 1. To za$ oznacza, ze reszta z dzielenia
p—1lrazy

liczby kP~! przez p wynosi 1. Poniewaz reszty z dzielenia liczb a i k przez p sa takie same, réwniez

reszta z dzielenia liczby a?~! wynosi 1. Tak wiec pla?~! — 1. |

Whniosek 4.20 Jesli p jest liczbg pierwszqg i a € Z, to plaP — a.

Dowdd. Wniosek jest oczywisty, jesli liczba a jest podzielna przez p. Jesli p nie dzieli a, to na
mocy malego twierdzenia Fermata, liczba aP~! — 1 jest podzielna przez p, a wiec réwniez liczba
a(a?P~! — 1) = a? — a jest podzielna przez p. |

Przyklad 9. Uzywajac malego twierdzenia Fermata znajdziemy reszte z dzielenia liczby 137621

przez 13. UWAGA: piszac a = b(mod n) mamy na mysli, ze n|a — b.
Zauwazmy, ze 137 =13-10+ 71621 =12-51 + 9. Dlatego
137521 = 712519 (mod 13) = (7'2)°! - 7°(mod 13).

Z malego twierdzenia Fermata wynika, ze 7'2 = 1(mod 13). Stad 137! = 7%(mod 13). Dalej
zZauwazmy, ze

79 =49 . 7=10"- 7(mod 13) = (—3)* - 7(mod 13) = 81 - 7(mod 13) = 3 - 7(mod 13) = 8(mod 13).
Zatem reszta z dzielenia liczby 1372! przez 13 wynosi 8.

Dowdd kolejnego twierdzenia jest uogdlnieniem dowodu malego twierdzenia Fermata (p(n) oznacza
funkcje Eulera zdefiniowana w przykltadzie 10 ze strony 23).

Twierdzenie 4.21 Jeslin € Ny, a € Z i NWD(a,n) =1, to n|a*™ — 1, czyli a¥™) = 1(mod n).

Dowéd. Zatézmy, ze n € N, a € Z oraz NW D(a,n) = 1. Oznaczmy przez k reszte z dzielenia liczby

a przez n. Wtedy k € Z,, oraz NWD(k,n) = 1, czyli k jest elementem grupy G(n) (przyklad 10,

strona 23). Rzad grupy G(n) wynosi ¢(n), zatem na mocy twierdzenia 4.16, k -, ..., k = 1. To za$
—_———

¢(n)razy
oznacza, ze reszta z dzielenia liczby k(™) przez n wynosi 1. Poniewaz reszty z dzielenia liczb a i k
przez n sa takie same, réwniez reszta z dzielenia liczby a®(™ wynosi 1. Tak wiec n|a®(™) — 1. |

Definicja 4.22 Podgrupe H grupy G nazywamy jej dzielnikiem normalnym, jesli aH = Ha dla
dowolnego a € G. Jezeli H jest dzielnikiem normalnym grupy G, to piszemy H < G.

Jesli G jest dowolna grupa, to {e} oraz G sa jej dzielnikami normalnymi. Dowolna podgrupa grupy
abelowej jest jej dzielnikiem normalnym.
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Przykiad 10. Niech n > 2. Jak juz wiemy, A, < S, (przyklad 5 ze strony 36). |S,| = n! = 2|A,|,
wiec na mocy twierdzenia Lagrange’a w grupie S, istnieja dokladnie dwie warstwy grupy A,. Jedna
z nich jest réwna A,, zas druga S, \ A, (zbiér permutacji nieparzystych w S,). Jesli o € S, jest
permutacja parzysta, to 04, = A, = A,o. W przeciwnym wypadku 0 A, = S, \ A, = A,0. Tak
wigc A, jest dzielnikiem normalnym grupy S,.

Przyklad 11. Latwo sprawdzié¢, ze H = {e,(1,2)} jest podgrupa grupy Ss. H nie jest jednak
dzielnikiem normalnym grupy Ss, poniewaz

(2’3)H = {(273)7 (2’3)(152)} = {(273)7 (3’2)(27 1)} = {(273)7 (3’2a 1)} = {(273)7 (1’3a2)}a
H(273) = {(273)’ (172)(2’3)} = {(273)’ (172’3)} # (2’3)H'

Twierdzenie 4.23 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wtedy nastepujgce warunki sqg réwnowazne.
(a) H jest dzielnikiem normalnym grupy G,
(b) (Va € G)(Vh € H)(a"tha € H).

Dowdd. Zatézmy, ze H<G,a € Gih € H. Ha = aH, wiec ha = ah; dla pewnego hy € H. Stad
atha=h, € H.

Aby dowiesé, ze (b) implikuje (a), zalézmy, ze spemiony jest warunek (b). Niech a € G. Pokazemy,
ze aH C Ha. W tym celu ustalmy z = ah € aH. Z (b) wynika, ze aha™! = h; dla pewnego hy € H.
Tak wiec ah = hia € Ha. Podobnie pokazuje sie, ze Ha C aH. Stad aH = Ha dla kazdego a € G,
czyli H<G.

Definicja 4.24 Niech (G,0) i (H,*) bedg grupami. Odwzorowanie f : G — H nazywamy
(a) homomorfizmem, jesli f zachowuje dzialanie grupowe, to znaczy f(aob) = f(a) * f(b) dila
dowolnych a,b € G,
(b) monomorfizmem lub zanurzeniem, jesli f jest homomorfizmem réznowartosciowym,
(c) epimorfizmem, jesli f jest homomorfizmem i jest surjekcjg,
(d) izomorfizmem, jesli f jest homomorfizmem oraz bijekcjq.

Definicja 4.25 Niech (G,0) bedzie grupg. Dowolny homomorfizm grupy G w siebie nazywamy jej
endomorfizmem. Izomorfizm f: G — G nazywamy automorfizmem grupy G. Zbior automorfizmdow
grupy G oznaczamy przez Aut(QG).

Z definicji 4.24 natychmiast wynika, ze kazdy izomorfizm grup jest monomorfizmem oraz epimor-
fizmem. To samo mozna powiedzie¢ o automorfizmie dowolnej grupy. W ponizszym twierdzeniu
zostaly zebrane najprostsze wtasno$ci homomorfizméw grup.

Twierdzenie 4.26 Niech [ bedzie homomorfizmem z grupy (G,o) w grupe (H,*). Wtedy:
(a) flec) = emn,
(b) f(a=t) = f(a)~t dla dowolnego a € G,
(c) f(a™) = f(a)™ dla dowolnych a € G in € Z,
(d) rz(f(a)) < rz(a) dla dowolnego a € G.

2Pierre de Fermat (1601-1665), matematyk francuski (z zawodu prawnik), zajmowal si¢ teoriag liczb, geometria
analityczna i rachunkiem prawdopodobienistwa. Pozostawil hipoteze (zwana Wielkim Twierdzeniem Fermata), zgodnie
z ktéra dla zadnej liczby naturalnej n > 2 réwmanie " + y"™ = 2" nie ma rozwiazan w N. WTF zostalo udowodnione
przez Andrew Wilesa w 1994 roku.

3Istnieje oczywiscie elementarny (tzn. nie wykorzystujacy teorii grup) dowéd malego twierdzenia Fermata. Jesli
liczba catkowita a dzieli si¢ przez p, to oczywiscie pla? — a. Nietrudno pokazaé, ze dla dowolnej liczby calkowitej a,
warunek p|aP —a pocigga za soba p|(a+1)? — (a+1). Z obu tych faktéw wynika tatwo, ze dla dowolnej liczby catkowitej
a, pla? — a, co w przypadku gdy p nie dzieli a daje p|ap’1 — 1.
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Dowdéd. (a) Zauwazmy, ze

fleg) * fleg) = flec oea) = fleq) = f(ea) * en.

Stad na mocy prawa skracan otrzymujemy f(eg) = eq.
(b) Niech a € G. Wtedy

fla)* f(a™") = flaoa™) = f(ec) = en.

Podobnie f(a™!) * f(a) = ey. Zatem f(a=t) = f(a)~t.

(¢) Niech a € G. Udowodnimy najpierw matoda indukcji matematycznej, ze réwno$é f(a") =
f(a)™ jest prawdziwa dla n € N. Z (a) wynika, ze f(a®) = f(eg) = ex = f(a)?. Zalézmy teraz, ze
f(a™) = f(a)™, gdzie n € N. Wtedy:

f@™) = fa" o a) = f(a") * f(a) = f(a)" * f(a) = f(a)™+.

W ten sposéb wykazalismy, ze f(a™) = f(a)"™ dla n € N.
Jedli n € N, to na mocy powyzszego rozumowania i punktu (b) otrzymujemy:

fla™) = f(@™)") = fla™)" = (fl@)™)" = fla)™™

Tak wigc réwnosé z punktu (c) jest stuszna dla wszystkich wykladnikéw catkowitych.
Nieréwnosé rz(f(a)) < rz(a) jest oczywista w przypadku, gdy rz(a) = co. Zalézmy, ze rz(a) =
n e N+.

fla)" = f(a") = f(ec) = em,

co oznacza, ze rz(f(a)) < n. [

Twierdzenie 4.27 Zlozenie dwdch homomorfizméw grup jest homomorfizmem grup. To samo dla
monomorfizmow, epimorfizmow i izomorfizmow.

Dowdéd. Niech (G,®), (H,*) i (K,-) beda grupami, zas odwzorowania f : G — Hig: H — K
homomorfizmami. Jedli a,b € G, to

(9o flla®b) =g(fla®b)) =g(f(a)* f(b) = g(f(a)) - g(f (b)) = (g © f)(a) - (g o f)(b).

Pozostala czesé twierdzenia wynika z tego, ze zlozenie dwdéch injekcji jest injekcja, zas zlozenie
dwéch surjekeji jest surjekcja. |

Definicja 4.28 Mdéwimy, ze grupy G i H sq izomorficzne, jesli istnieje izomorfizm f : G — H.
Piszemy wtedy: G = H.

Twierdzenie 4.29 Niech G, H i K bedg grupami. Wtedy:
(1) G=G,
(b) jesli G = H, to H = G,
(c)jesi G=H i H>2K, to G2 K.

Dowdéd. Zaleznosé (a) wynika z tego, ze odwzorowanie identycznosciowe jest izomorfizmem, za$ (c)
jest konsekwencja twierdzenia 4.27.

W celu wykazania (b) zalézmy, ze f : G — H jest izomorfizmem grup (G,o) i (H,x). Wtedy
f jest bijekcja, a wigc istnieje funkcja odwrotna do f (oznaczenie: f~1), ktéra réwniez jest bijekcja.
Pokazemy, ze f~! jest homomorfizmem. Niech a,b € H. Wtedy:

FHax0) = )+ fFH0)) = fTH(F @) o f7H0)) = F7H (a) o f (D).
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Przyklad 12. Grupy (R,+) i (Ry,-) sa izomorficzne. Latwo sprawdzié, ze odwzorowanie f :
R — R, okreslone wzorem f(x) = 2% jest izomorfizmem.

Przykiad 13. Grupy (R\ {0},-) i (R4, ") nie sa izomorficzne. Dle dowodu pokazemy, ze dowolny
homomorfizm z grupy (R \ {0},-) w grupe (R, ) nie jest réznowartosciowy.
Niech f: R — R, bedzie homomorfizmem rozwazanych grup. Wtedy

Stad za$ wynika, ze f(—1) =1 = f(1). Tak wiec (R\ {0},:) # (R4,:). W ten sam sposéb mozna
pokazaé, ze (Q\ {0}, ) Z (Q4+, ).

Przyklad 14. Grupy (Q,+) i (Q4, ) nie sa izomorficzne. Przypusémy bowiem, ze istnieje izomor-
fizm f z grupy (Q,+) w grupe (Q4,-). Wtedy dla pewnego a € Q mamy f(a) = 2. f jest homomor-
fizmem, wiec

Réwnoéé powyzsza nie moze jednak zachodzié, gdyz réwnanie 2 = 2 nie posiada rozwiazaii w zbiorze
liczb wymiernych. Dlatego (Q,+) 2 (Q, ).

Twierdzenie 4.30 Zbior automorfizméw dowolnej grupy z dziataniem sktadania przeksztalcen stanowi
grupe.

Dowdéd. Niech G bedzie grupa, zas o skladaniem przeksztalceri w zbiorze Aut(G). Dzialanie o jest
oczywiscie taczne w Aut(G).

Przeksztalcenie identycznosciowe z G w G (oznaczenie: Idg) jest automorfizmem grupy G. Co
wiecej, jesli f € Aut(G), to foldg =Idgo f = f, czyli Idg jest elementem neutralnym dzialania o.

Zalézmy, ze f,g € Aut(G). Wtedy f, g sa homomorfizmami oraz sa bijekcjami. To za$ imlikuje,
ze réwniez f o g jest homomorfizmem oraz bijekcja. A wiec f o g € Aut(G).

Jedli f € Aut(G), to postgpujac jak w dowodzie twierdzenia 4.29(b) pokazujemy, ze réwniez f~1
(odwzorowanie odwrotne do f) jest automorfizmem grupy G.

W ten sposéb wykazalismy, ze (Aut(G), o) jest grupa. |

Definicja 4.31 Niech f: G — H bedzie homomorfizmem grup. Zbior
Ker(f)={a€eG: f(a) =en}

nazywamy jgdrem homomorfizmu f. W przypadku, gdy Ker(f) = {eg}, mowimy, ze homomorfizm f
ma trywielne jgdro. Zbior

Im(f) ={f(a):a € G}

nazywamy obrazem homomorfizmu f.

Twierdzenie 4.32 Jesli f : G — H jest homomorfizmem grup, to
(a) Ker(f) jest dzielnikiem normalnym (a wiec réwniez podgrupg) grupy G,
(b) Im(f) jest podgrupg grupy H.
(¢) Dla kazdego b € Im(f), f~1(b) = {a € G : f(a) = b} jest warstwg podgrupy Ker(f).



ROZDZIAL 4. PODGRUPY, DZIELNIKI NORMALNE I HOMOMORFIZMY GRUP 45

Dowdd. Niech f: G — H bedzie homomorfizmem grup.
(a) Pokazemy najpierw, ze Ker(f) jest podgrupa grupy G. f(eg) = em, wiec eq € Ker(f). Jesli
a,b € Ker(f), to
flab™) = fla) f(b™1) = f(a)f(0) ™" = eney = en,
skad wynika, ze ab~! € Ker(f). Zatem, wobec warunku (e) twierdzenia 4.2, Ker(f) < G.
Dla wykazania, ze Ker(f) jest dzielnikiem normalnym grupy G, udowodnimy warunek (b) twierdzenia
4.23. Zalézmy, ze a € G i h € Ker(f). Wtedy:

fla™ha) = f(a™ ") f(h)f(a) = f(a)"en f(a) = f(a)~" f(a) = en,

a wigc a~tha € Ker(f). Oznacza to, ze Ker(f) < G.

(b) Réwnosé f(eq) = em oznacza, ze eg € Im(f). Jedli a € Im(f), to istnieje element b € G taki,
ze f(b) = a. Wtedy f(b™1) = f(b)"' =a"tiat € Im(f). Jedli ar,a2 € Im(f), to a1 = f(b1) i
as = f(b2) dla pewnych by,bs € G. Stad wynika, ze f(bi1be) = f(b1)f(b2) = araq, czyli aras € Im(f).
Zatem Im(f) jest podgrupa grupy G.

(c) Niech b € Im(f). Wtedy f(a) = b dla pewnego a € G. Pokazemy, ze f~1(b) = aKer(f).
Zauwazmy, ze

v € fTHb) = f(z) =b=f(a) = f(2)f(a)™' =en <= f(za™") =en
< za ' € Ker(f) <= = € Ker(f)a = aKer(f).

To konczy dowdd. |

Nietrudno podaé¢ przyktad homomorfizmu grup f : G — H, ktdrego obraz nie jest dzielnikiem
normalnym grupy H. Rozwazmy odwzorowanie f : Zg — S3 zadane wzorami: f(0) = e i f(1) =
(1,2). Im(f) ={e,(1,2)} nie jest dzielnikiem normalnym grupy Ss (przyktad 10, strona 42).

Twierdzenie 4.33 Niech f : G — H bedzie homomorfizmem grup. Wowczas f jest monomor-
fizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker(f) = {ec}.

Dowdéd. Zalézmy, ze f : G — H jest monomorfizmem grup. Jesli g € Ker(f), to f(g) = exy =
f(eg). f jest odwzorowaniem réznowartosciowm, wiec g = e. Tak wiec Ker(f) = {ec}.

W celu wykazania implikacji przeciwnej, zalézmy, ze f : G — H jest homomorfizmem grup,
ktérego jadro jest trywialne, tzn. Ker(f) = {eg}. Wtedy dla dowolnych g, h € G otrzymujemy:

flg)=f(h) = f(g)f(h) " =ex = flgh™") =ex =
= gh™ € Ker(f) ={ec} = gh™' =ec = g =h,

co oznacza, ze f jest odwzorowaniem réznowartosciowym.

Twierdzenie 4.34 Niech f: G — H bedzie homomorfizmem grup skonczonych.
(a) Jesli f jest monomorfizmem, to |G| dzieli |H|.
(b) Jesli f jest epimorfizmem, to |H| dzieli |G].

Dowdéd. (a) Na mocy twierdzenia 4.32(b), Im(f) jest podgrupa grupy H. Z twierdzenia Lagrange’a
(twierdzenie 4.13) wynika, ze
|H| = [H : Im(f)] - Hm(f)|,

czyli [Im(f)| dzieli |H|. f jest odwzorowaniem réznowartosciowym, wiec |Im(f)| = |G| i dostajemy
teze.
(b) Niech f : G — H bedzie epimorfizmem. Ker(f) jest podgrupa grupy G, wiec na mocy
twierdzenia Lagrange’a,
G| =[G : Ker(f)] - [Ker(f)]-
Jesli a € H, to zbiér f~1(a) = {b € G : f(b) = a} jest warstwa podgrupy Ker(f). Ponadto réznym

elementom grupy H odpowiadaja rézne warstwy. Oznacza to, ze indeks Ker(f) w grupie G jest réwny
H, czyli |G| = |H| - |Ker(f)|. Zatem |H| dzieli |G|. [
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Twierdzenie 4.35 (twierdzenie Cayleya*) Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewng podgrupg
grupy permutacyi zbioru G. W szczegolnosci dowolna grupa n-elementowa jest izomorficzna z pewng

podgrupg grupy S.

Dowéd. Niech G bedzie grupa. Dla elementu g € G przez Fy; oznaczmy funkcje ze zbioru G w
zbiér G dana wzorem Fy(x) = gx. Jak latwo sprawdzi¢, dla dowolnego g € G, Fy jest permutacja
zbioru G: surjektywnos$¢ F, wynika z réwnosci F,,(g~*h) = h prawdziwe]j dla dowolnych g, h € G, za$
injektywnos¢ jest konsekwencja prawa skracari (twierdzenie 2.4). Tak wiec odwzorowanie a : G — Sg
(S¢ oznacza grupe permutacji zbioru G) zdefiniowane wzorem a(g) = Fj jest dobrze okreslone.
Pokazemy jeszcze, ze « jest monomorfizmem.

Niech g i h beda dowolnymi elementami grupy G. Wtedy dla dowolnego x € G:

a(gh)(z) = Fen(x) = (gh)z = g(hx) = Fy(Fp(x)) = (Fg o Fy)(x) = (a(g) o a(h)) (),
czyli a(gh) = a(g) o a(h), skad wynika, ze « jest homomorfizmem grup. Zauwazmy ponadto, ze
a(g) = a(h) = F, = F, = Fye) = Fj(e) => goe =hoe =g = h,
czyli a jest odwzorowaniem réznowartosciowym. |

Przyklad 15. Dla zilustrowania dowodu twierdzenia Cayleya znajdziemy zanurzenie grupy Dy
(tzn. grupy izometrii whlasnych kwadratu) w grupe Ss. Z przyktadu 17 ze strony 26 wiemy, ze

D, ={I,R,R* R® S, RS,R*S, R3S},

gdzie I jest przeksztalceniem identycznosciowym, R obrotem o kat 90 stopni, zas S symetria osiowa
wzgledem symetralnej pary przeciwleglych bokéw. Przyjmijmy ozmaczenia:

g1=1,9o=R,g95=R* gs=R% g5 = 5,96 = RS, g7 = RS i gs = R*S.

Tak jak w dowodzie twierdzenia Cayleya, dla dowolnego g € Dy, przez Fy; oznaczamy odwzorowanie
z grupy Dy w grupe Dy okreslone wzorem Fj(z) = gz. Biorac pod uwage, ze

SR = R3S,SR? = R?>S i SR® = RS,

mozemy latwo wyznaczyé Fy,(g;) = gig; dla dowolnych 4,5 € {1,...,8}. Wyniki zamieszczone sg w
ponizszej tabeli.

v | Fy(2) | Fy(x) | Fys(w) | Fyu(x) | Fos(2) | Fye() | Fyr(z) | Fye()
g1 g1 g2 gs g4 gs ge gr gs
g2 g2 gs 94 g1 gs gs Jde gr
gs g3 94 g1 g2 g7 gs 95 ge
g4 94 g1 g2 gs Jde gr gs gs
gs gs ge gr gs g1 g2 93 94
e Jde gr gs gs 94 g1 g2 gs
gr gr gs gs ge g3 94 g1 92
gs gs gs Jde gr g2 gs 94 g1

Przyporzadkowujac elementowi g; € D, permutacje o; € Sg taka, ze
0i(j) =k <= F,,(9;) =gr dlai,j, ke {l,...,8},

dostajemy poszukiwane zanurzenie.

4Arthur Cayley (1821-1895), matematyk angielski



Rozdzial 5

Grupa ilorazowa

Niech G bedzie grupa, za$ H jej dzielnikiem normalnym. Wowczas warstwa lewostronna dowolnego
elementu a € G wzgledem H jest rowna warstwie prawostronnej a wzgledem H. Zbiér warstw dzielnika
normalnego H w grupie G bedziemy oznaczaé przez G/H:

G/H ={aH :a € G} ={Ha:a € G}.
W zbiorze tym okreslimy pewne dzialanie i pokazemy, ze G/H z tak zdefiniowanym dzialaniem jest
grupa.
Twierdzenie 5.1 Niech G bedzie grupq, za$ H jej dzielnikiem normalnym. Wiowczas wzor:
aH obH = (ab)H
definiuje dzialanie w zbiorze warstw G/H. G/H z tak okreslonym dziataniem stanowi grupe.

Dowdéd. Sprawdzimy najpierw, ze powyzszy wzér okrela dzialanie w G/H, to znaczy, ze kazdej
uporzadkowanej parze warstw wzgledem podgrupy H przyporzadkowana jest jednoznacznie pewna
warstwa wzgledem podgrupy H. Innymi stowy, pokazemy, ze wynik dzialania o na warstwach aH i
bH nie zalezy od wyboru reprezentantéw a i b.

Zalézmy wiec, ze a,aq,b, by sa takimi elementami grupy G, ze aH = a1 H i bH = by H. Pokazemy,
ze (ab)H = (a1b1)H. Z zalozenia aH = a1H i bH = b1 H, wigc a = ajhy i b = aghs dla pewnych
hi,he € H. Stad ab = a1h1b1he. Hby = by H, wiec h1b; = b1 h3 dla pewnego hg € H. Po podstawieniu
otrzymujemy: x = (a1b1)(hshsa), co oznacza, ze ab € (a1b1)H, czyli (ab)H = (a1b1)H.

Udowodnimy teraz, ze zbiér G/H z dzialaniem o stanowi grupe. W tym celu sprawdzimy, ze
spelnione sa aksjomaty teorii grup.

Dzialanie o jest taczne:

(aHobH)ocH = (ab)H o cH = ((ab)c)H = (a(bc))H = aH o (bc)H = aH o (bH o cH).
Elementem neutralnym dzialania o jest warstwa eH = H:
aHoeH = (ae)H = aH.

Tak samo dowodzi sig, ze eH o aH = aH.
Elementem odwrotnym do warstwy aH jest warstwa a =1 H:

aHoa 'H = (aa™')H = eH.
Podobnie aH ca~'H = eH. [ |

W zwiazku z powyzszym twierdzeniem przyjmujemy nastepujaca definicje.

47
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Definicja 5.2 Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Grupe warstw G/H , w ktdrej dziatanie
jest okreslone wzorem z twierdzenia 5.1 nazywamy grupg ilorazowq grupy G modulo H.

Ponizsze twierdzenie zwane jest pierwszym twierdzeniem o izomorfizmie lub zasadniczym twierdze-
niem o homomorfizmach grup®.

Twierdzenie 5.3 Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem grup. Wtedy odwzorowanie v :
G/Ker(p) — H okreslone wzorem:

Y(aKer(p)) = ¢(a) dlaa € G
jest monomorfizmem grup i grupa ilorazowa G/Ker(p) jest izomorficzna z Im(yp).

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze odwzorowanie 1 jest dobrze okreslone. Innymi stowy, pokazemy, ze
jego wynik na warstwie aKer(p) zalezy jedynie od tej warstwy, a nie zalezey od wyboru jej reprezen-
tanta a.

Zatézmy, ze aKer(p) = bKer(p). Wtedy a=1b € Ker(yp). Tak wigc mamy:

p(a™'b) = eg = p(a) "p(b) = ey = ¢(a) = @(b).

Zatem 1 jest dobrze okreslone.
1 jest homomorfizmem grup, poniewaz dla dowolnych a,b € G,

P(aKer(p) o bKer(p)) = h(abKer(p)) = p(ab) = p(a)p(b) = y(aKer(p))p(bKer(p)).

¥ jest odwzorowaniem réznowarto$ciowym. Zalézmy bowiem, ze ¢ (aKer(p)) = ¥(bKer(p)),
gdzie a,b € G. Wtedy (z definicji ¢) dostajemy ¢(a) = ¢(b). ¢ jest homomorfizmem, wigc p(a=1b) =
©(a)~to(b) = ey. Oznacza to, ze a=*b € Ker(p). Stad za$ wynika, ze aKer(¢) = bKer(p). W ten
spos6b udowodnilismy, ze 1 jest monomorfizmem.

Aby zakoriczy¢ dowdd twierdzenia, pokazemy jeszcze, ze Im(¢) = Im(yp). Inkluzja C wynika
wprost z okreslenia . Przypusémy wiec, ze b € Im(p). Wtedy b = p(a) dla pewnego a € G, skad
wynika, ze ¥ (aKer(p)) = ¢(a) = b, czyli b € Im(v)). |

Whniosek 5.4 Jesli ¢ : G — H jest epimorfizmem grup, to grupa ilorazowa G/Ker(yp) jest izomor-
ficzna z grupg H.

Zilustrujemy teraz pojecie grupy ilorazowej kilkoma przykiadami.

Przyklad 1. Jesli G jest dowolna grupa, to G/{e} = G. Izomorfizmem jest tu odwzorowanie
przyporzadkowujace elementowi a € G warstwe a{e} = {a}. Ponadto G/G = {e}, co wynika z tego,
ze grupa ilorazowa sklada sie tutaj tylko z jednej warstwy.

Przyklad 2. Pokazemy, ze dla dowolnego n > 2, S, /A, = Zs (A, oznacza zbiér permutacji
parzystych). Niech f :S,, — Zs bedzie odwzorowaniem okreslonym nastepujaco:

|0 gdy o€ A,
f(“){1 ody o€ S, \ An

Zauwazmy, ze:
(a) jeSlio, 7€ Ay, toor € A, i f(o) = f(7) = floT) =0,
(b) jeslio,7 € S, \ Ap, toor € Ay i flo) = f(1) =1

1w literaturze angielskojezycznej: first isomorphism theorem
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(c)jeslice Ay iTe S, \ Ap,to 0T € S\ A1 f(o) =0, f(r) =1, floT) =1,

(d) jeSlioce S, \A,iT€ Ay, toor € S\ A, 1 f(o) = 1,f(): flor)=1.
We wszystkich czterech przypadkach otrzymujemy f(o7) = f(o) +2 f ( ) co oznacza, ze f jest homo-
morfizmem grup. f jest oczywiscie surjekcja. Co wiecej, Ker(f) = A,. Na mocy wniosku 5.4 oznacza
to, ze Sp/An = Zo.

b

Jesli (G, o) jest grupa, za$ A i B jej podzbiorami, to przez AB bedziemy rozumieli zbiér wszystkich
iloczynéw a o b, gdzie a € B, za$ b € B.

Twierdzenie 5.5 (Drugie twierdzenie o izomorfizme) Jesli H 1 K sq podgrupami grupy G, przy czym
KaG, to

(a) HK = KH < G,

(b)) K<HK,

(¢c) HNK < H,

(d) HHHNK ¥ HK/K.

Dowdd. Zalézmy, ze H < G i K <G. Ustalmy element a € HK. Wtedy a = hk, przy czym h € H
ike K. hK = Kh, wiec hk = ki1h dla pewnego k1 € K, co oznacza, ze hk € KH. W ten sposéb
pokazalismy, ze HK C K H. Podobnie dowodzi sie inkluzji przeciwnej.

Oczywiscie HK # (), poniewaz e € HK. Ustalmy elementy a,b € HK. Pokazemy, ze ab~! € HK.
Wtedy a = hk i b= h'k’ dla pewnych h,h’ € H oraz k,k’ € K. Oczywiscie

ab™' = hk(WE)™! = hkE' 7 R = hh/ Ty

dla pewnego k; € K, co oznacza, ze ab~' € HK. Tak wiec HK < G.

Punkt (b) twierdzenia wynika bezposrednio z tego, ze K <G oraz K C HK < G.

W celu udowodnienia (c), ustalmy g € H N K oraz h € H. Poniewaz g,h € H, mamy h~'gh € H.
7 tego, ze K <G i g € K wynika, ze h~'gh € K. Tak wiec h~'gh € HN K. W ten sposéb, wobec
twierdzenia 4.23, wykazaliSmy, ze H N K < H.

Dowéd punktu (d) przeprowadzimy w oparciu o wniosek 5.4. Rozwazmy odwzorowanie ¢ : H —
HK/K przyporzadkowujace elementowi h € H warstwe hK € HK/K. ¢ jest homomorfizmem grup,
gdyz dla dowolnych hi, he € H mamy:

gﬁ(hlhg) = (hth)K = (th) [¢) (th)

Ponadto:
Ker(p)={he H:hK=K}={he H:he K} =HNK.

Dla wykazania, ze ¢ jest surjekcja, ustalmy element a« € HK/K. Wtedy a = (hk)K dla pewnych
h € H oraz k € K. Mamy oczywiscie

p(h)=hK = (hK)o K = (hK) o (kK) = (hk)K =
Z wniosku 5.4 dostajemy izomorfizm H/H N K = HK /K, co koriczy dowdd. |

Twierdzenie 5.6 (Trzecie twierdzenie o izomorfizmie) Jezeli H i K sq dzielnikami normalnymi
grupy G, przy czym K jest podgrupg H, to:

(a) K jest dzielnikiem normalnym H,

(b) H/K jest dzielnikiem normalnym G/ K,

(c) (G/K)/(H/K) = G/H.
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Dowéd. (a) Z zalozenia K <G i K < H<G. Stad K < H.

W celu wykazania (b) i (¢) wskazemy homomorfizm z grupy G/K na grupe G/H, ktérego jadrem
jest H/K.

Niech odwzorowanie f : G/K — G/H bedzie zdefiniowane wzorem: f(aK) = aH.

Odwzorowanie f jest dobrze okreslone. Przypu$é¢my bowiem, ze a,b € G i aK = bK. Wtedy
a'be K C H, a wiec aH = bH.

f jest homomorfizmem grup. Mamy bowiem:

f((aK) o (bK)) = f((ab)K) = (ab)H = (aH) o (bH)
(dla uproszczenia dziatania w grupach G/K i G/H oznaczone zostaly tym samym symbolem o). f
jest oczywiscie surjekcja.
Zauwazmy, ze

Ker(f)={aK € G/K : f(aK)=H}={aK € G/K :aH=H}={aK € G/K:a€ H} = H/K.

Na mocy twierdzenia 4.32(a), H/K <G/K. Wniosek 5.4 implikuje, ze (G/K)/(H/K) =2 G/H. |



Rozdzial 6
O klasyfikacji grup

Jednym z wazniejszych probleméw zaréwno algebry jak i innych dziedzin matematyki jest klasy-
fikacja obiektéw okreslonego typu z dokladnoscia do pewnej réwnowaznosei (na przyktad klasyfikacja
okreslonego rodzaju grup z doktadnoscia do izomorfizmu). W niniejszym rozdziale opiszemy z doklad-
noscia do izomorfizmu nastepujace klasy grup:

(a) grupy cykliczne (definicja 6.1),

(b) grupy rzedéw p i p?, gdzie p jest liczba pierwsza,

(c) skoticzone grupy abelowe i

(d) grupy rzedu < 10.
Niektore dowody przy tym pominiemy.

Definicja 6.1 Grupe G nazywamy cykliczng, jesli ma ona zbior generatorow ztozony z jednego ele-
mentu. Element ten nazywamy wowczas generatorem grupy G.

Przykladami grup cyklicznych sa: (Z,+), (Zn,+,) dla n € N, grupa obrotéw n-kata forem-
nego, grupa zespolonych pierwiastkow z jednosci ustalonego stopnia n € Ny. Trzy ostatnie sposrod
wymienionych grup sa dla danego n > 3 izomorficzne.

Jedli a jest generatorem grupy G, to zgodnie z definicja ze strony 37,

G={a""...a®" :neNye,...,e, €{-1,1}} U{eg} ={a" : n € Z}.
Fakt 6.2 Kazda grupa cykliczna jest abelowa, ale nie na odwrot.

Dowdéd. Niech G bedzie grupa cykliczng. Wtedy G = {a" : n € Z} dla pewnego a € G. Zgodnie
ze wzorem z twierdzenia 2.5(a) mamy a™a" = a™t" = a"a™ dla dowolnych m,n € Z, co dowodzi
abelowosci grupy G.

Przyktadem grupy abelowej niecyklicznej jest grupa czwérkowa Kleina Ky (przyklad 13, str. 23).
[

Ponizsze twierdzenie opisuje wszystkie grupy cykliczne z dokladnoscia do izomorfizmu.

Twierdzenie 6.3 Kazda nieskoriczona grupa cykliczna jest izomorficzna z grupg (Z,4), za$ kazda
skoriczona grupa cykliczna z grupg (Zi, +r) dla pewnego k € N4

Dowdéd. Niech G bedzie grupa cykliczng. Wtedy G = {a™ : n € Z} dla pewnego a € G. Rozwazymy
2 przypadki.

Przypadek 1. Dla dowolnych m,n € Z, ™ # a™. Definiujemy odwzorowanie f : G — Z wzorem
f(@™) =m dla m € Z. Wprost z okrerslenia f wynika, ze f jest bijekcja. Dla dowolnych m,n € Z,

fl@ma™) = f(@™™") =m+n= f(a™)+ f(a"),

o1
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co oznacza, ze f jest homomorfizmem. Zatem G = (Z,+).

Przypadek 2. Istnieja liczby calkowite m i n takie, ze m < n i a”™ = a™. Mnozac obie strony tej
réwnosci przez a~ ™ dostajemy o™~ ™ = e (z zalozenia n —m > 0). Niech teraz k bedzie najmniejsza
liczba naturalna dodatnia taka, ze a* = e. Wtedy oczywiscie a® = a™™M°4 ¥ dla wszystkich n € Z,
co implikuje, ze G = {a" : 0 < n < k}. Pokazemy, ze odwzorowanie f : G — Zj, okreslone wzorem
f(@”) =n (0 <k <n-—1) jest izomorfizmem grup.

Dla dowolnych m,n € Zy,

k

fl@ma™) = f(a™ ") = f(almt) Mo Ry — (1 4 n)mod k = m 4 n = f(a™) +x fa”).
Oczywidcie f jest bijekcja, co konczy dowdd. [ |
Whniosek 6.4 Kazda grupa cykliczna rzedu n jest izomorficzna z (Zy, +n).
Na oznaczenie grupy cyklicznej rzedu n uzywa si¢ tez symbolu C,,.

Twierdzenie 6.5 Jesli p jest liczbg pierwszq, to kazda grupa rzedu p jest izomorficzna z grupg
(Zp,+p), a wiec jest cykliczna.

Dowdéd. Niech G bedzie grupa rzedu p, gdzie p jest liczba pierwsza. Ustalmy element a € G \ {e} i
niech H bedzie podgrupa grupy G generowna przez a. Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a (twierdzenie
4.13), |H| dzieli |G|, ale |H| > 11 |G| = p jest liczba pierwsza. Dlatego |H| = p, co oznacza, ze H = G
ia jest generatorem grupy G. W ten sposob wykazalismy, ze grupa G jest cykliczna. Na mocy wniosku
6.4, G = (Zp,+p). |

Twierdzenie 6.6 Jesli G i H sg grupami skoriczonymi rzeddw m i n (odpowiednio), to nastepujgce
warunki sg réwnowazne.

(a) Grupa G ® H jest cykliczna.

(b) NWD(m,n) =1 i grupy G, H sg obie cykliczne.
Dowéd. (a)=> (b). Zalézmy, ze grupa G @ H jest cykliczna. Niech (a,b) bedzie jej generatorem.
Oczywiscie rz({(a,b)) = mn. Na mocy twierdzenia 4.15, rz(a)|m i rz(b)|n, czyli rz(a)rz(b) < mn. Z
drugiej strony jednak

I'Z(a
)()

(a, BTAOTZO) _ (IH@YIZO) (G7) ) = (ecren),
co oznacza, ze mn = rz({a,b)) < rz(a)rz(b). W ten sposéb

(x) mn = rz(a)rz(b).
Z réwnosci (%), wobec rz(a) < m i rz(b) < n, dostajemy rz(a) = m = |G| i rz(b) = n = |H|, co

oznacza, ze grupy G i H sa cykliczne.
Przypu$émy nie wprost, ze NWD(m,n) = d > 1. Istnieja mi,n; € N, takie, ze m = myd i
n = nid. Mamy wowczas:

(@b = (@) ()™) = (e ex).

skad wynika, ze
rz({a,b)) < minid = min < mn,

sprzeczno$é z zalozeniem.

(b)=(a). Zalézmy, ze grupy G i H sa cykliczne oraz NW D(m,n) = 1. Niech a bedzie genera-
torem grupy G, zas b generatorem grupy H. W celu wykazania cyklicznosci grupy G & H wystarczy
dowiesé, ze rz({(a, b)) = mn. Oczywiscie rz({a,b)) < |G @& H| = mn. Oznaczmy przez k rzad elementu
(a,b) w grupie G @ H. Wtedy

<ak> bk> = <7 b>k = <6G76H>7
czyli a¥ = eg i b* = ey. Poniewaz rz(a) = m i rz(b) = n, na mocy twierdzenia 4.15 dostajemy m|k i
nlk. NWD(m,n) =1, wigc mn|k i mn <k, co koticzy dowdd.
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Whniosek 6.7 Jesli m,n € Ny i NWD(m,n) =1, to Zy, ® Ly, = L,
Twierdzenie 6.8 Jesli p jest liczbg pierwszg, to kazda grupa rzedu p? jest abelowa.

Dowéd. Niech G bedzie grupa rzedu p?, gdzie p jest liczba pierwsza. Wtedy rzad dowolnego elementu
grupy G jest dzielnikiem liczby p?, a wiec jest réwny 1, p lub p?. Jezeli G posiada element rzedu p?,
to G jest grupa cykliczna, a wiec abelowa (fakt 6.2).

Zalézmy wiec, ze w G nie ma elementu rzedu p?. Oznacza to, ze kazdy element grupy G, rézny
od e, ma rzad p. Ustalmy element a € G\ {e}. Wtedy oczywiscie H = {e,a,...,aP"1} jest podgrupa
grupy G. H ma rzad p, wiec na mocy twierdzenia Lagrange’a, [G : H|] = p. Pokazemy, ze H jest
dzielnikiem normalnym G dowodzac, ze bH = Hb dla b € G.

R6wnosé powyzsza jest oczywista, gdy b € H. Przypusémy, wiec, ze b € G\ H. Wtedy HbNH = ().
Niech b1H,...,by,—1H beda wszystkimi (réznymi) warstwami lewostronnymi podgrupy H zawartymi
w G\ H. Poniewaz Hb C byHU...Ub,_1H, istnieje i € {1,...,p—1} takie, ze |HbNb;H| > 2. Niech
c€ HbNb;H. Wtedy Hb = Hc i b;H = cH, a wigc |HeNcH| > 2. Stad |H Nc " He| > 2. Na mocy
twierdzenia 4.3, c ' Hc jest podgrupa grupy G. Z twierdzenia 4.5, réwniez H N ¢ 'He < G. Zatem
|H Nc™tHel dzieli p?. Ale H Nc~!He nie jest zbiorem jednoelementowym i zawiera sie w H. Dlatego
|[HNc *Hel =pi HNc 'He = H. To zaé oznacza, ze H = ¢ 'He, czyli He = cH. Biorac pod
uwage wezesniejsze rozwazania dostajemy:

Hb=Hc=cH =bH —=bebH— b;H =bH — Hb=bH.

Tak wiec H jest dzielnikiem normalnym grupy G.

Ustalmy element b € G\ H. Z tego, ze H < G wynika, ze ba = a*b dla pewnego k € {1,...,p}.
Oczywiscie k # p. W przeciwnym wypadku mielibyémy ba = b, czyli a = e, wbhrew zalozeniu.
Pokazemy, ze k = 1.

Zauwazmy, ze

(ab)? = a(ba)b = aa*bb = a'T*p?,

(ab)® = (ab)2ab = ' *bbab = a**bakbb = a'T*ak bbb = o T BB,
Przez indukcje wzgledem [ nietrudno wykazaé, ze
(ab)! = a TR+ dla 1 € N,

Stad
e = (ab)p = tHE T gl

a jest elementem rzedu p, wigc na mocy twierdzenia 2.8, p|1 + k + ... + kP~1. Z malego twierdzenia
Fermata wynika, ze p|kP~! — 1, a wiec réwniez

pl(k— 1)L+ k+...+ kL) — (k21 — 1),

Stad p|kP~1(k—1). k nie dzieli si¢ przez p, wiec p|k — 1, co wobec k € {1,...,p—1} oznacza, ze k = 1.
W ten sposéb wykazalismy, ze ba = ab.

Poniewaz b € G \ H, z twierdzenia Lagrange’a tatwo wynika, ze jedynym elementem wspdlnym
podgrup H = {e,a,...,aP"} i {e,b,...,bP71} jest e.

Zauwazmy, ze jedli i, §, k,1 € {0,...,p—1}1 (i,7) # (k,1), to a’¥ # a*b'. W przeciwnym wypadku
mielibysmy a’ =% = b'~J, co $wiadczyloby o tym, ze przekréj podgrup H i {e,b,... 0?1} skiada sig z
wiecej niz jednego elementu.

Tak wigc G = {a’’ : 0 <i,j < p—1}. Z tego, ze ab = ba wynika, ze grupa G jest abelowa. W

Whniosek 6.9 Jesli p jest liczbg pierwszq, to kaida grupa rzedu p® jest izomorficzna 2z ZLypz lub z
Ly ® ZLp.
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Dowéd. Niech G bedzie grupa rzedu p?, gdzie p jest liczba pierwsza. Jesli w G istnieje element rzedu
p?, to G jest cykliczna, a wiec izomorficzna z grupa L2

W przeciwnym wypadku mozemy wybraé elementy a,b € G \ {e} takie, ze przekrdj podgrup
generowanych przez te elementy jest jednoelementowy. Oczywiscie w tej sytuacji

Gz{aibj:Ogi,jgp—l}orazabzba.

Nietrudno sprawdzi¢, ze odwzorowanie f : G — Z, & Z, okreslone wzorem f(a'd’) = (i,j) jest
izomorfizmem grup.

Podobnie jak we wniosku 6.9 mozna sklasyfikowaé¢ grupy abelowe, ktérych rzedy sa dowolnymi
potegami liczb pierwszych.

Twierdzenie 6.10 Jesli p jest liczbg pierwszg, zas n liczbg naturalng dodatnig, to kaZda grupa abe-
lowa rzedu p™ jest izomorficzna z Zyn lub z sumg prostg postaci Zpey & ... &H Zyew, gdzie {(0q, ..., )
jest niemalejgcym ciggiem liczb naturalnych dodatnich takim, Ze aq + ...+ ai = n.

7 powyzszego twierdzenia wynika na przyktad, ze z dokladnoscia do izomorfizmu istnieja dokladnie
3 grupy abelowe rzedu 8, mianowicie: Zg, Zo @ Zy = 7y B Ls, Lo B Lo B Zo.

Jesli p jest liczba pierwsza i n € N4, to liczba nieizomorficznych grup abelowych rzedu p™ jest
réwna liczbie niemalejecych ciagdéw liczb naturalnych postaci (a1, ..., a), przy czym k € {1,...,n}
iag+...+ar =n.

Twierdzenie 6.11 Niech n = p{* - ... - pi*, gdzie py,...,px sq¢ rdinymi liczbami pierwszymi, zas
a1,...,ar € Ny. Jesli G jest grupg abelowg rzedu n to G = G1 & ... & Gy, gdzie G1,...,Gy sq
grupami abelowymi rzeddw pi*, ..., pp* (odpowiednio).

Z twierdzen 6.10 i 6.11 wynikaja nastepujace wnioski.
Whniosek 6.12 Kazda skoriczona grupa abelowa jest sumg prostq grup cyklicznych.

Whiosek 6.13 Jesli G jest skoriczong grupg abelowg, ktora nie jest cykliczna, to G zawiera podgrupe
izomorficzng z Ly, ® L, dla pewnej liczby pierwszej p.

Whiosek 6.14 Jesli G jest skoriczong grupg abelowg rzedu n, zas m liczbg naturalng takg, ze min,
to G posiada podgrupe rzedu m.

Ponizej przedstawiamy klasyfikacje wszystkich grup rzedu co najwyzej 10 (z doktadnoscia do

izomorfizmu).
n | Grupy rzedu n (z doktadnosciag do izomorfizmu)
1|7
2| Zo
3| Zs
4| Zy
Zo ® Zs = K4 (grupa czwoérkowa Kleina)
5 | Zs

6 | Z¢ =2y DZLs =Lz D Lo
S3 2 D3 (D3 — grupa izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego)

71 Z,
8 | Zs

Ly ® Zy

Ly © Ly ® Lo

Dy (grupa izometrii wlasnych kwadratu)

Qs (grupa kwaternionéw)

9 | Zg

73 ® L3

10 | Zyo 2 2o ® Zs = Zs & Zo

D5 (grupa izometrii wlasnych pieciokata foremnego)




Rozdzial 7

Pierscienie i ciala — zagadnienia
wstepne

W poprzednich rozdzialach zajmowalidmy sie przede wszystkim strukturami algebraicznymi z jednym
dzialaniem, w szczegdlnosci grupami. W matematyce czesto mamy do czynienia ze zbiorami, w ktérych
okreslone sa dwa dzialania. Przykladami takich zbioréw sa:

e N, Z, Q, R, C ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia,

e zbiér macierzy kwadratowych wymiaru 2 X 2 o wyrazach rzeczywistych z dzialaniemi dodawania
i mnozenia macierzy.

Definicja 7.1 Zbidr R, w ktérym okreslone sq dziatania ® i © (oznaczenie: (R, ®,®)) nazywamy
pierscieniem, jesli spetnione sq naste pujgce warunki:

(a) (R, D) jest grupg abelowg,

(b) dziatanie © jest tgczne

(¢c) dzialanie ® jest rozdzielne wzgledem dziatania &.

Dzialania @ i ® z powyzszej definicji nazywamy odpowiednio dodawaniem i mnozeniem pierscienia
(R, ®, ®), zas warunki (a)—(c) aksjomatami teorii pierscieni (lub aksjomatami pierécienia).

Dla oznaczenia dodawania i mnozenia w pierscieniu bedziemy najczesciej uzywaé symboli + i -
(odpowiednio). Tloczyn a - b zapisujemy na ogét jako ab. Jesli nie prowadzi to nieporuzumien, zamiast
(R, +, ) piszemy R majac na mysli pierscienn (R.+, ).

Jesli (R, +,-) jest pierscieniem, to grupe (R, +) nazywamy jego grupa addytywna. Element neu-
tralny tej grupy nazywamy zerem pierscienia (R, +,-) i oznaczamy przez Or lub po prostu przez 0.
Element odwrotny do a wzgledem dzialania + nazywamy elementem przeciwnym do a i oznaczamy
przez —a. Zamiast a + (—b) bedziemy pisa¢ a — b. Zgodnie z terminologia wprowadzong w rozdziale
drugim dla grup abelowych, stosujemy oznaczenia: na = a+...+a i (—n)a = n(—a) dla n € N

n razy
—_ 3 n ’1e
oraz Oga = Og. Piszac a” (dlan € Ny) mamy namysliag-...-a.
n razy

Pierscien, w ktérym mnozenie jest przemienne nazywamy pierscieniem przemiennym. Element
neutralny pierdcienia (R, +,-) wzgledem mnozenia (jezeli takowy istnieje) oznaczamy przez 1z lub po
prostu przez 1 i nazywamy jednoscia tego pierécienia. Pierécien, w ktorym istnieje element neutralny
wzgledem mnozenia nazywamy pierscieniem z jednoscia. Oczywiscie zero pierscienia moze by¢
réwne jego jednosci. Sytuacja taka zachodzi w pierscieniu (Z,+1,+1). JeSli R jest pierscieniem z
jednoscia i a € R, to piszemy a® = 1.

Ponizej dowodzimy kilku wlasnosci dzialan w pierscieniach. W sformulowaniu twierdzenia 7.2
zostala zastosowana konwencja, zgodnie z ktérg dla elementéw a, b, ¢, d pierscienia (R,+,-) piszemy
ab + cd oraz ab — cd zamiast odpowiednio (a-b) + (¢-d) i (a-b) + (—(c-d)).

99
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Twierdzenie 7.2 Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem i niech a,b,c € R. Wtedy
(a) OR-CL:(L~ORZOR,
(b) —=(—a) =a,
(¢) (=a)-b=a-(=b) = —(a-b),
(d) (~a) - (~b) = ab,
(e) a(b—c) =ab—ac, (b—c)a=ba— ca,
(f) (a—5)-(c—d) =ac—ad—bc+ bd,
(g) jesli R jest pierscieniem z jednoscig, to (—1g)-a = —a.

Dowéd. (a) Og-a = (0g +0g)-a=0gr -a+0g-a. Stad, na mocy prawa skracan w grupie (R, +)
dostajemy Or = Or - a. Podobnie pokazujemy, ze Ogr = a - Og.

(b) wynika z odpowiedniej wlasnosci dla grup (twierdzenie 2.3).

(¢)a-b+(—a)-b=(a+(—a))-b=0gr-b=0g, wiec (—a)-b= —(a-b). Podobnie dowodzi sig, ze
a-(=b)=—(a-b).

(d) Korzystajac z (b) i (c) dostajemy (—a) - (—=b) = —(a - (=b)) = —(—(a - b)) = ab.

(e) a(b—c) = alb+ (—¢)) = ab+ a(—c) = ab + (—(ac)) = ab — ac. Dowdd drugiej réwnosci jest
podobny.

Dowdéd réwnosci (f) pozostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

(g) Na mocy (c) dostajemy (—1)-a=—(1-a) = —a. |

Podamy teraz kilka przykladow pierscieni.

Przyklad 1. Zbiér liczb calkowitych ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia (oznaczenie:
(Z,+,")) jest pierscieniem przemiennym z jednoscia.

Przyklad 2. Niech n bedzie liczba naturalna wieksza od 1. Zbiér liczb podzielnych przez n
(oznaczenie: nZ) ze zwyktymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest pierécieniem przemiennym bez
jednosci.

Przyklad 3. Niech n € N,. Zbiér Z,, wyposazony w dzialania dodawania i mnozenia modulo n
jest pierscieniem przemiennym z jednoscia (dla n = 1 jednoscia jest liczba 0, za$ dla n > 0, liczba 1).
Pierécien (Z,,, +n, -n) nazywamy pierscieniem reszt modulo n.

Przyklad 4. Niech n € N;. Zbiér macierzy kwadratowych wymiaru n x n o wyrazach rzeczy-
wistych z dzialaniami dodawania i mnozenia macierzy stanowi pierécien z jednoscia, ktory oznaczamy
przez My, x,(R). Jednoscia w tym pierscieniu jest macierz jednostkowa majaca jedynki na przekatnej i
zera poza przekatna. Pierscienn M, «,(R) jest nieprzemienny dla n > 2. Analogicznie mozna rozwazaé
pierscien macierzy o wyrazach z dowolnego pierscienia.

Przyklad 5. Niech X bedzie zbiorem niepustym, zag (R, +,-) pierscieniem. Wtedy RX (zbiér
funkeji z X w R) z dzialaniami dodawania i mnozenie funkcji zdefiniowanymi nastepujaco:

(f+9)(@) = f(z) +9(z) i (f9)(x) = f(z)g()

jest pierscieniem. Jesli R jest pierscieniem przemiennym [piericieniem z jednoscial, to réwniez RX
jest pierscieniem przemiennym [odpowiednio: pierécieniem z jednoscia).

Przyklad 6. Niech I oznacza przedzial zawarty w zbiorze liczb rzczywistych. C(I) (zbidér funkeji
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cigglych z I w R) z dzialaniami dodawania i mnozenia funkcji jest pierscieniem przemiennym z
jednoscia. Zerem [odpowiednio: jednoscig| tego pierscienia jest funkcja stala przyporzadkowujaca
kazdej liczbie z przedziatu I liczbe 0 [odpowiednio: 1]. Analogicznie dla n € Ny zbiér funkeji n-
krotnie rézniczkowalnych z I w R jest pierscieniem przemiennym z jednoscia.

Przyklad 7. Zbiér funkcji wielomianowych z R w R (tzn. funkcji postaci f(x) = ag+a1z+...+
anz™, gdzie ag,...,a, € Rin € N;) z dzialaniami dodawania i mnozenia funkcji jest pierscieniem
przemiennym z jednoscia.

Przyklad 8. Zbiér Z[i] = {a + bi : a,b € Z} ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest

pierécieniem przemiennym z jednoécia. Pierdcient ten nazywamy pierécieniem Gaussa'.

Przyklad 9. Zalézmy, ze n jest liczba naturalna nie bedaca kwadratem zadnej liczby naturalne;j.

Niech
Rn{a+b1+\/ﬁ:a,bez}.

2

Pokazemy, ze R, ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia jest pierécieniem z jednoscia wtedy
i tylko wtedy, gdy n — 1 dzieli sie przez 4.

Zalézmy wpierw, ze (R,,+,-) jest pierscieniem. W szczegdlnosci oznacza to, ze zbidr R, jest
zamkniety wzgledem mnozenia. Tak wigc

-1 1 —1 1 1
n4 :\/ﬁ; .\/52 :\/ﬁ; -(—1+\/ET+)ER

n-

Zatem

n—1 1++/n
= b
p et

dla pewnych a,b € Z. Stad wynika, ze

n—1

5 —2a —b.

by/n =

n jednak nie jest kwadratem zadnej liczby naturalnej. Wynika stad, ze n nie jest kwadratem zadnej
liczby wymiernej, a wiec musi by¢ b = 0. Tak wiec ”Tfl = a € 7Z, co oznacza, ze n — 1 dzieli si¢ przez
4.

Przypu$émy teraz, ze liczba 4|n — 1. Wtedy dla dowolnych a, b, ¢, d € Z zachodza réwnosci:

a+e)+ (b d)#

+

oraz

(a+b#)+(c+d#):(

1++n
2

2
) +(ad+bc)1+2\/ﬁ:

b1 +2ﬁ) _ (C+d1 +2\/ﬁ

(a+ )= acs v

1+
2

n71+1+\/ﬁ 1+
4 2

15

-1
_achbd( )+(ad+bc) ﬁ:ac+bdnT+(ab+bc+bd)

Wynika stad, ze dodawanie i mnozenie sa dzialaniami w zbiorze R,,. Nietrudno zauwazy¢, ze 0 € R,
i dla kazdego = € R,,, réwniez —x € R,,. Dodawanie w R,, jest dzialaniem lacznym i przemiennym,
poniewaz dodawanie liczb rzeczywistych jest taczne i przemienne. Podobnie mnozenie w R,, jest taczne
i rozdzielne wzgledem dodawania. Tak wiec (R, +,-) jest pierscieniem.

LCarl Friedrich Gauss (1777-1855), matematyk niemiecki
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Przy badaniu pierscieni rozwaza sie pewne szczegélne rodzaje elementéw. Naleza do nich elementy
odwracalne oraz dzielniki zera.

Definicja 7.3 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig. Element a € R nazywamy elementem odwracal-
nym (lub jednostkg) pierscienia R, jesli ab = ba =1 dla pewnego b € R.

Oczywiscie, jesli R jest pierécieniem przemiennym, to element a € R jest odwracalny wtedy i tylko
wtedy, gdy a - b =1 dla pewnego b € R.

Poniewaz mnozenie w pierscieniu jest laczne, z twierdzenia 1.8 wynika, ze jesli a jest elementem
odwracalnym pierscienia R, to w R istnieje doktadnie jeden element odwrotny do a. Element ten
bedziemy oznaczali przez a~'. W przypadku elementéw odwracalnych definiujemy potege o wykladniku
ujemnym: a~" = (a~1)", gdzie n € N,.

Zbiér elementéw odwracalnych pierécienia R oznaczamy przez U(R).

Twierdzenie 7.4 Zbior elementow odwracalnych dowolnego pierscienia z jednoscig jest grupg wzgledem
mnozenia w tym pierscieniu.

Dowdéd. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem z jednoscig. Oczywiscie 1 jest jego elementem odwracal-
nym. Jesli a,b € U(R), to

aat=alta=1i(ab)(bla ™) = (b"La " )(ad) = 1p,

co oznacza, ze réwniez a~! i ab sa elementami odwracalnymi pierécienia R. Oczywiscie (a=1)™! = a
i (ab)™! = b~ta~!. Dzialanie - jest taczne w U(R), gdyz jest ono taczne w R. Tak wigc (U(R),-) jest
grupa. |

-1

Grupe (U(R),-), o ktérej mowa w twierdzeniu 7.4, nazywamy grupa elementéw odwracalnych
lub grupa jednostek pierécienia R. Elementem neutralnym grupy (U(R),-) jest oczywiscie jednosé
pierécienia R.

Przyklad 10. W pierécieniu liczb catkowitych jedynymi elementami odwracalnymi sa 11 —1. W
pierscieniach Q, R, C kazdy element rézny od 0 jest odwracalny. Z przykladu 9 ze strony 23 wynika, ze
jesli p jest liczba pierwsza, to réwniez kazdy niezerowy element pierécienia (Zy, +p, -p) jest odwracalny.

Przyklad 11. Pokazemy, ze jedynymi elementami odwracalnymi pierscienia Gaussa Z[i] sa
1,—1,i, —i. Zalézmy, ze a+ bi (a,b € Z) jest elementem odwracalnym pierscienia Z[i]. Wtedy istnieje
c,d € Z takie, ze (a+bi)(c+di) = 1. Stad wynika, ze |a+bi|?-|c+di|* = 1, czyli (a®+b%)(c®+d?) = 1.
Tak wiec a? + b? € N i a? + b?|1. Warunki te implikuja, ze a® + b?> = 1. Zbiorem rozwiazan otrzy-

manego rownania jest
{<1a 0>a <_1a 0>7 <07 1>7 <Oa _1>}

Stad a+bi € {1,—1,4, —i}. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze kazdy z elementéw 1, —1,7, —i jest
odwracalny w pierscieniu Z[i].

Przyklad 12. Niech n bedzie liczba naturalna dodatnia nie bedaca kwadratem zadnej zadnej
liczby naturalnej. Wéwezas /n jest liczba niewymierng. Pokazemy, ze jedynymi elementami odwracal-
nymi pierscienia Z[v/ni| = {a + by/ni : a,b € Z} ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia sg 1
i—1.

Niech a + by/ni, gdzie a,b € Z, bedzie elementem odwracalnym w pierécieniu Z[y/ni]. Wtedy

(a+ by/ni)(c+dyni) =1
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dla pewnych ¢,d € Z. Stad otrzymujemy:
(a® +b*n)(c* + d*n) = 1.

Poniewaz a? + b?n jest liczba naturalna dodatnia, musi byé a? + b?n = 1. Z zalozenia n nie jest
kwadratem zadnej liczby naturalnej, wigc n > 1. To za$ implikuje, ze b =01 a € {—1,1}. Tak wiec
a+ by/ni € {—1,1}. Oczywiscie, zaréwno 1 jak i —1 sa elementami odwracalnymi w rozwazanym
pierscieniu.

Przyklad 13. Pokazemy, ze a + b\/2 (a,b € Z) jest elementem odwracalnym pierscienia Z[\/§] =
{a +bv2 : a,b € Z} (ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia) wtedy i tylko wtedy, gdy
la? — 2b%| = 1. W tym celu wprowadzimy pomocnicza funkcje N : Z[v/2] — N okreslona wzorem:
N(a+bv2) = a® —2b%. Oczywiscie N(1) = 1. Ponadto, jedli z = a+bv/2iy = c+dv?2 (a,b,c,d € Z),
to

N(zy) = N(ac+ 2bd + (ad + bc)V'2) = (ac + 2bd)? — 2(ad + be)? =
= a*c® + 4b%V* — 2a*d? — 20°c* = (a® — 2b*)(c* — 2d*) = N(x)N(y).

Przypusémy, ze element a + bv/2 (a,b € Z) jest odwracalny w pierécieniu Z[v/2]. Wtedy
(a+bV2)(c+dV2) =1
dla pewnych ¢, d € Z. Wobec wczeéniejszych rozwazan otrzymujemy:
N(a+bV2)N(c+2d) =1,
czyli (a? — 2b%)(c? — 2d?) = 1. Stad za$ wynika, ze a® — 2b% € {1, -1}, czyli |a® — 20| = 1.
Zalézmy, ze a,b € Z oraz |a? — 2b2| = 1. Jedli a® — 2b*> =1, to
(a+bv2)(a —bV2) = a® —20* = 1.
Jesli natomiast a? — 2b% = —1, to
(a+0V2)(—a+bV2) = —a® + 2b° = 1.
W obu przypadkach a + by/2 jest elementem odwracalnym piercienia Z[\/?]
Przyklad 14. Niech n € N;. W przykladzie 15 ze strony 17 pokazaliSmy, ze dla elementu
k € Z,, istnieje w Z,, element odwrotny wzgledem -,, wtedy i tylko wtedy, gdy NW D(k,n) = 1. Tak

wiec liczba k € Z, jest elementem odwracalnym pierscienia (Zy, +n, ) wtedy i tylko wtedy, gdy
NWD(k,n) =1.

Twierdzenie 7.5 Niech R i S bedg pierscieniami z jednoscig. Wowczas {(a, by jest elementem odwracal-
nym pierscienia R ® S wtedy i tylko wtedy, gdy a,b s¢ elementami odwracalnymi w pierscieniach R @
S (odpowiednio).

Dowéd. Zauwazmy, ze
(a, by jest odwracalny w R® S <= (Jc € R)(3d € S)({a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) = (1R, 1g)) <
(3c € R)(3d € S)({ac,bd) = (ca,db) = (1g,1g)) <=
(Jc e R)(ac=ca=1r) A (3d € S)(bd = db = 1g) <
a jest odwracalny w R i b jest odwracalny w S.

To konczy dowdd twierdzenia.
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Definicja 7.6 Niezerowy element a pierscienia R nazywamy dzielnikiem zera tego pierscienia, jesli
ab = ca = 0 dla pewnych niezerowych elementéw b,c € R.

Jesli R jest pierécieniem przemiennym, to niezerowy element a € R jest odwracalny wtedy i tylko
wtedy, gdy ab = Or dla pewnego niezerowego elementu b € R.

Twierdzenie 7.7 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym i niech a,b € R. Jezeli a,b nie sg
dzielnikami zera pierscienta R, to rownieZ ich iloczyn nie jest dzielnikeim zera pierscienia R.

Dowdd. Zalézmy, ze ab jest dzielnikiem zera pierécienia R. Wtedy

(a) ab#01i

(b) abc = 0 dla pewnego ¢ € R\ {Og}.
Z warunku (a) wynika, ze a i b sg elementami réznymi od 0. Jedli be = 0, to wobec przemiennosci
pierscienia R, b jest dzielnikiem zera w R. W przeciwnym wypadku, na mocy warunku (b), a jest
dzielnikiem zera pierécienia R.

Twierdzenie 7.8 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig ¢ niech a € R. Witedy a nie moze byc
jednoczesnie dzielnikiem zera i elementem odwracalnym.

Dowdéd. Zalézmy, ze a jest zaréwno dzielnikiem zera jak i elementem odwracalnym pierscienia R.
Wtedy dla pewnych b,c € R, b # Or prawdziwe sa réwnosci: ab = Og oraz ca = 1g.
7 réwnosci tych otrzymujemy:

b:1R~b:CGb:C~ORZOR,
sprzecznosc. |

Lemat 7.9 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym i niech a € R\{Og}. Jesli a nie jest dzielnikiem
zera pierscienia R, to dla dowolnego n € N, :
(a)n a” # OR;

(b)n, a™ nie jest dzielnikiem zera pierscienia R.

Dowdéd. (Indukcja wzgledem n) Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe z zalozenia. Przypusémy wiec,
ze dla pewnego n € N prawdziwe sa warunki (a), 1 (b)y.
Gdyby element a™ ! byl réwny 0, mieliby$my a™-a = 0, skad, wobec a # Og i a™ # Og, wynikaloby,
7e a jest dzielnikiem zera pierscienia R. Tak wiec a™t! # 0.
Gdyby element a™*! byl dzielnikiem zera piercienia R, mielibyémy a"*'b = 0 dla pewnego b # 0.
Stad za$ wynika, ze
(%) a™(ab) = Op.

a nie jest dzielnikiem zera w R, wiec ab # Or. Poniewaz a™ # Og, (x) implikuje, ze a™ jest
dzielnikiem zera pierscienia R, co jest sprzeczne z warunkiem (b),,. [ |

Twierdzenie 7.10 Niech R bedzie skonczonym pierscieniem przemiennym z jednoscig za$ a jego
niezerowym elementem. Wtedy nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

(a) a jest elementem odwracalnym pierscienia R,

(b) a nie jest dzielnikiem zera pierscienia R,

(c) a™ = 1 dla pewnego n € N,.
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Dowdéd. Implikacja (a) = (b) wynika wprost z twierdzenia 7.8 Aby dowies¢, ze (b) implikuje (c),
przypusémy, ze element a € R nie jest dzielnikiem zera pierécienia R. Poniewaz R jest skonczony,
istnieja m,n € N takie, ze a™t™ = a™, czyli a™(a™ — 1g) = Or. Na mocy lematu 7.9, a™ # 0 i a™
nie jest dzielnikiem zera pierscienia R. Oznacza to, ze a™ — 1g = Og, czyli a™ = 13.

W celu wykazania implikacji (c)==(a), zalézmy, ze o™ = 1 dla pewnego n € N;. Jesli n = 1, to
a = 1g, a wiec jest elementem odwracalnym pierécienia R. Jedlin > 1,to a-a" ' =a""!-a = 15,
skad wynika, ze a jest elementem odwracalnym pierscienia R. [ |

Ponizsze twierdzenie moze postuzy¢ do wyznaczania dzielnikow zera w pierscieniach postaci R .S.

Twierdzenie 7.11 Niech R i S bedg pierscieniami przemiennymi. FElement {(a,b) € R & S jest
dzielnikiem zera pierscienia R ® S wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest ktorys z warunkéw (a)—(d):
(a) a=0g ib#0g,
(b) a#0gr ib=0g,
(c) a jest dzielnikiem zera w R,
(d) b jest dzielnikiem zera w S.

Dowéd. Przypus$émy, ze zachodzi warunek (a). Ustalmy c € R\ {Or}. Wtedy
<Cl/,b> . <C7OS> = <OR : C7b : OS> = <0R)OS>7

co oznacza, ze (a,b) jest dzielnikiem zera pierscienia R & S. Podobnie rozumujemy wychodzac od
warunku (b).
Przypu$émy teraz, ze zachodzi warunek (c). Wtedy istnieje ¢ € R\ {Or} takie, ze ac = 0. Stad
wynika, ze
(a,b) - (¢,05) = (a-¢,b-0g) = (Or,0s),

co oznacza, ze (a,b) jest dzielnikiem zera pierscienia R & S. Podobnie rozumujemy wychodzac od
warunku (d).

Aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia, zatézmy, ze dla elementéw a € R i b € S nie jest spelmiony
zaden z warunkéw (a)—(d). Wtedy

e (a,b) = (0g,0g) lub
e a # 0gr,b # Og, a nie jest dzielnikiem zera w R i b nie jest dzielnikiem zera w S.
Jak latwo zauwazy¢, w zadnym przypadku (a, b) nie jest dzielnikiem zera pierécienia R @ S. |

Definicja 7.12 Pierscien przemienny z jednoscig, w ktérym 0 # 1, nie majgcy dzielnikow zera,
nazywamy pierscieniem catkowitym lub dziedzing catkowitosci.

Przykladami pierscieni catkowitych sa Z, Q, R, C i Z[i] ze zwyklymi dzialaniami dodawania i
mnozenia. Pierscieri (Zg, +¢,¢) nie jest catkowity, gdyz posiada dzielniki zera: 2,3 i 4.

Definicja 7.13 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig. Mowimy, Ze charakterystyka pierscienia R
wynosi 0, jesli 1+ ...+ 1 # Or dla dowolnego n # 0. W przeciwnym wypadku, charakterystykq
—_———
nrazy
pierscienia R nazywamy najmniejszg liczbe naturalng dodatnign takg, Ze lg + ...+ 1g = 0r. Charak-
—_———

nrazy
terystyke pierscienia R oznaczamy przez x(R).

Lemat 7.14 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig o charakterystyce k > 0. JeZeli n jest liczbg
catkowitg podzielng przez k, to dla dowolnego a € R, na = Og.
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Dowéd. Ustalmy element a € R. Z zalozenia n = [k dla pewnego [ € Z. Stad

na = (lk)a =l(ka) =l(a+...+a) =1[(lr+...+ 1g)a] =1(0r - a) = 10g = Op.

krazy krazy

Twierdzenie 7.15 Jesli R jest pierscieniem przemiennym z jednoscig o charakterystyce p, gdzie p
jest liczbg pierwszg, to (a + b)P = aP + bP dla dowolnych a,b € R.

Dowéd. Ustalmy a,b € R. Wtedy
p—1
P _ 4P Py ipgp—i 4 pp
(a+bP =a +Z(i)ab + b7,
i=1
Poniewaz dla i € {1,...,p — 1}, liczba (%Z) dzieli sie przez p, na mocy lematu 7.14, otrzymujemy:

(ZZ) 't =0gdlaie{l,...,p—1}.

Stad wynika, ze (a 4+ b)? = aP + bP. |

Twierdzenie 7.16 Charakterystyka dowolnego pierscienia catkowitego wynosi 0 lub jest liczbg pier-
wS2g.

Dowdéd. Niech R bedzie pierscieniem calkowitym, ktorego charakterystyka jest rézna od 0. Wtedy
X(R) # 1, gdyz zero i jedno$¢ w pierscieniu calkowitym sa rézne. Przypusémy, ze x(R) = mn, gdzie
m in sa liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Wtedy

Or=1g+...+1lg=0Ar+...+1g) - (Ig+...+ 1g).

mn Tazy m razy n razy

Ponadto 1g + ...+ 1g #0g i 1g + ...+ 1 # 0g. Oznacza to, ze pierscienn R posiada dzielnik zera,
—_——— —_———
m razy n razy
a wiec nie jest calkowity. Sprzecznosé. |

Definicja 7.17 Pierscieni przemienny z jedno$cig (R,+,-) nazywamy ciatem przemiennym (lub po
prostu ciatem), jesli Or # 1R i kazdy jego element rdiny od Og jest odwracalny.

Jesli K jest cialem, to U(K) = K \ {0x}. Jak wiemy z twierdzenia 7.4, (K \ {Ox},-) jest grupa.
Grupe te nazywamy grupa multyplikatywna ciata K.

Przyklad 15. Zbiory Q, R, C ze zwyklymi dzialaniami dodawania i mnozenia sa cialami. Pierécien
(Z,+,-) nie jest cialem.

Przyklad 16. Pokazemy, ze piersciei (Zy,+n, n) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
liczba pierwsza.

Pierécien Z, nie jest cialem, gdyz jego zero i jedno$¢ sa sobie réwne.

Jesli n = km, gdzie k,m > 1, to NWD(k,n) =k > 1, a wiec w mysl przyktadu 14 ze str. 59 k
jest elementem nieodwracalnym pierscienia Z,,. Oznacza to, ze Z, nie jest cialem.
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Jesli n jest liczba pierwsza, to (Z,, +n, n) jest pierscieniem przemiennym z jednoscia, w ktérym
zero i jedno$é sa rézne. Z przykladu 9, str. 23 wynika, ze, (Z, \ {0}, ) jest grupa. Tak wiec dowolny
niezerowy element pierécienia Z,, jest odwracalny i Z,, jest cialem.

Przyklad 17. Zbiory Q, W czteroelementowym zbiorze K = {0, 1, a,b} definiujemy dzialania @
i ® przy pomocy tabelek.

Q|| o6
QOO
Q| O | =
=l ol |
ol |o| o
e || o|l®
[ev] Nen) New] Nen) Naw)
SR || O| =
AN E=IEs]
Q=

Nietrudno przekonaé sie o tym, ze (K, ®,-) jest cialem.
Twierdzenie 7.18 Kazide cialo jest pierscieniem catkowitym.

Dowdd. Niech K bedzie cialem. Wtedy, na mocy definicji 7.17, K jest pierscieniem przemiennym z
jednos$cia, w ktérym zero i jedno$é sa rézne. Pokazemy, ze K nie ma dzielnikéw zera.

Zalézmy, ze a i b sa niezerowymi elementami ciala K, dla ktérych ab = 0. a jest elementem
odwracalnym, wiec b = a~!(ab) = a~! -0 = 0. Sprzecznosé. |

Whniosek 7.19 Charakterystyka dowolnego ciata jest rowna 0 lub jest liczbg pierwszq.

Whiosek 7.20 Jesli K jest cialem o charakterystyce p > 0, to (a + b)P = a? 4+ b dla dowolnych
a,be K.

Definicja 7.21 Pierscien z jednosciq, ktéry nie jest przemienny i w ktorym kazdy element rézny od
zera jest odwracalny nazywamy ciatem nieprzemiennym.

Przyklad 18. W zbiorze H = C x C definiujemy dzialania & i ®:
{a,b) @ (c,d) = (a+c,b+d), oraz (a,b) ® (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Latwo mozna sprawdzié¢, ze (H, @, ®) jest pierscieniem. Elementy (0,0) i (1,0) sa odpowiednio zerem
i jednodcia tego pierscienia. Dzialanie ® nie jest przemienne, gdyz

(1,0) ®(0,1) = (0,4), ale (0,1) ® (i,0) = (0, —3).

Kazdy niezerowy element pierscienia (H, @, ®) jest odwracalny. Tak wiec (H, @, ®) jest cialem nie-
przemiennym. Nazywamy je cialem kwaternionéw lub cialem Hamiltona.



Rozdzial 8

Podpierscienie, idealy i
homomorfizmy pierscieni

Definicja 8.1 Podzbidr S pierscienia (R, +,-) nazywamy jego podpierscieniem, jesli S z dzialaniami
+ 4 - ograniczonymi do zbioru S jest pierscieniem. Pierscien (R,+,-) nazywamy wdwczas rozszerze-
niem pierscienia (S, 4+, ).

Z powyzszej definicji wynika natychmiast, ze zbiér S C R jest podpierscieniem pierscienia (R, +, -)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy O € S oraz

(Va,be S)(a—be SAabebs).

Innymi stowy, jesli (R, +, -) jest pierscieniem i S C R, to (S, +, -) jest pierscieniem wtedy i tylko wtedy,
gdy Og € S'1 S jest zbiorem zamknietym wzgledem odejmowania i mnozenia.

Oczywiscie, w przypadku gdy S jest podpierscieniem pierscienia R, to O = Og.

Przykiad 1. Rozwazmy podzbiér S = {{(n,n) : n € Z} piercienia Z @ Z. Oczywiscie (0,0) € S.
Jeslia,b € S, to a = (m,m) ib= (n,n) dla pewnych m,n € Z. Stad

a—b={m,m)—(n,n)=(m—-n,m-—n) €S

a-b={m,m)-{n,n)=(m-n,m-n) €S.
Tak wiec S jest podpierscieniem pierscienia Z & Z.

Definicja 8.2 Podzbidr L ciata (K,+,-) nazywamy jego podciatem, jesli L z dziataniami + i - ogra-
niczonymi do L jest ciatem. Cialo (K, +,-) nazywamy wdwczas rozszerzeniem ciata (L, +,-).

Jak latwo zauwazy¢, zbiér L C K jest podciatem ciala K wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa
nastepujace warunki:

(a) Og,1x € L,

(b) Va,be L)(a—be LANabe L),

(¢) (Va € L\{0k})(a"t € L).
Oznacza to, ze jedli (K, +,-) jest clalem i L C K, to (L,+,-) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sg warunki (a)—(c).

Czytelnikowi powinna by¢ znana teoria przestrzeni liniowych nad cialem liczb rzeczywistych. Ana-
logiczna teorig¢ mozna rozwina¢ nad dowolnym cialem wprowadzajac pojecie przestrzeni liniowej nad
cialem, liniowa niezaleznos¢ wektoréw, bazy, macierze, wyznaczniki itd. Dla przykladu podajemy
definicje przestrzeni liniowej nad ciatem.

64
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Definicja 8.3 Niech K bedzie cialem. Zbior V' z dziataniem + (oznaczenie: (V,+)) nazywamy
przestrzenig liniowg nad cialem K, jesli (V,+) jest grupg abelowg i okreslone jest odwzorowanie
f: K xV — V, przyporzgdkowujgce kazdemu o € K i kazdemu x € V element f(a,z) € V,
ktory oznaczamy przez ax, spetniajgce dla dowolnych o, € K i dowolnych x,y € V nastepujgce
warunki:

(1) 1gz = x,

(2) alw +y) = az + ay,

(3) (o + B)x = ax + Sz,

(4) (aB)z = afz).

Jesli K jest rozszerzeniem ciata L, to K jest przestrzenia liniowa nad cialem L. Wymiar tej
przestrzeni liniowej nazywamy stopniem tego rozszerzenia i oznaczamy przez [K : L.

Twierdzenie 8.4 Jesli ciato K jest rozszerzeniem ciata L, za$ L rozszerzeniem ciata M, przy czym
stopnie obu rozszerzen sq skoniczone, to skoriczony jest rowniez stopien rozszerzenia K nad M i za-
chodzi réwnosé.

[K:M]=[K:L]-[L:M]

Wprost z definicji ciala, podciala i przestrzeni liniowej nad cialem wynika nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 8.5 Jesli K jest podciatem ciata L, to L jest przestrzenig liniowg nad ciatem K.

Przyklad 2. Cialo liczb wymiernych jest podciatem ciala liczb rzeczywistych i podcialem ciala
liczb zespolonych. Cialo liczb rzeczywistych jest podcialem ciala liczb zespolonych.

Przyklad 3. Niech K bedzie podcialem ciata Q. Pokazemy, ze K = Q.
7 definicji podciata wynika, ze 0 i 1 naleza do K. Poniewaz K jest zbiorem zamknietym wzgledem
dodawania,
n=14+...+1le KdlaneNy.
|

n razy

Tak wiec N C K. K jest zbiorem zamknigtym wzgledem odejmowania, wigc Z C K. Je$li m,n € Z,
n#0,to 7 = m-n~t € K. Zatem Q C K C Q, czyli K = Q. W ten sposéb wykazali$my, ze jedynym
podciatem ciala Q jest Q.

Nietrudno tez pokazaé, ze jedynym podcialem ciala F, = (Zp, 4+, p) (p: liczba pierwsza)jest Z,,.

Cialo K, ktérego jedynym podcialem jest K nazywamy cialem prostym. Tak wiec z powyzszego
przykladu wynika, ze Q i F,, (p jest liczba pierwsza) sa cialami prostymi.

Rozumujac podobmnie jak w przypadku grup i podgrup, mozemy udowodni¢ nastepujace dwa
twierdzenia.

Twierdzenie 8.6 Jesli Ry jest podpierscieniem pierscienia Rs i Ro jest podpiersciniem pierscienia
R3, to Ry jest podpierscieniem pierscinia Rs. Podobnie dla ciat i podcial.

Twierdzenie 8.7 Przekrdj dowolnej rodziny podpierscieni danego pierscienia jest jego podpierscieniem.
Przekrdj dowolnej rodziny podciat danego ciata jest jego podciatem.

Definicja 8.8 Podzbidr I pierscienia (R,+,-) nazywamy jego ideatem, jesli I jest podgrupg grupy
(R, +) oraz
(Va e I)(Vbe R)(abe I Nba € 1).
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Nietrudno zauwazy¢, ze I jest ideatem pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa ponizsze
warunki (a), (b) i (c):

(a) Op € I,

(b) (Va,be I)(a—bel),

(¢) YaeI)(Vbe R)(abe INba€lI).
Oczywiscie, w przypadku, gdy pierécien R jest przemienny, warunek (c) mozemy zastapié¢ nastepujacym:

(¢”) (Ya € I)(Vb € R)(ab € I).
Jesli R jest pierécieniem, to {Og} i R sa jego idealami. Ideal {0} zwany jest idealem zerowym. Jesli
I jest idealem pierécienia R, to I jest podpierscieniem pierscienia R. Odwrotna implikacja nie jest
prawdziwa (przyktad 6, str. 66).

Przyklad 4. Jedli n € Ny, to zbidr liczb catkowitych podzielnych przez n (oznaczenie: nZ) jest
idealem pierscienia liczb calkowitych. Mamy bowiem:

(a) 0=n-0€nZ,

(b) dla dowolnych a,b € Z, na —nb=n(a —b) € nZ i

(c) dla dowolnych a,b € Z, (na)b = n(ab) € nZ.

Przykiad 5. Jesli d,n € Ny idn, to {z € Z, : d|z} jest idealem pierscienia Z,.

Przyklad 6. Jak wiemy z przyktadu 1 ze strony 64, zbiér S = {(n,n) : n € Z} jest podpiericieniem
pierécienia Z @ Z. S nie jest jednak idealem pierscienia Z @ Z, poniewaz (1,1) € S, ale (1,1) - (1,0) =
(1,0) ¢ S.

Twierdzenie 8.9 Jesli R i S sq pierscieniami z jednoscig to I jest ideatem pierscienia R @ S wtedy
i tylko wtedy, gdy I = I X Iy dla pewnych ideatéw Iy, Is w pierécieniach R i S (odpowiednio).

Dowdéd. Niech I bedzie idealem pierscienia R & S. Definiujemy
L={x€eR:(FyeS)((x,y)e)}oraz L ={y € S:(Fx € R)((z,y) € I)}.

Zauwazmy, ze Or € I, poniewaz (0g,0g) € I. Jedli a,b € Iy, to (a,c),(b,d) € I dla pewnych
¢,d € S. Stad {(a —b,c —d) = (a,¢) — (b,d) € I, a wigc a —b € I. Jedli dodatkowo r € R, to
(ar,0g) = {(a,b) - (r,0g) € I, a wiec ar € I;. Analogicznie pokazujemy, ze ra € I;. Tak wiec I; jest
idealem pierscienia R. Podobnie dowodzi sie, ze I jest idealem pierscienia S.

Pokazemy teraz, ze I = I x Is. Wprost z okreslenia ideatéow I, Is wynika, ze I C I; x Is. W celu
wykazania implikacji przeciwnej zalézmy, ze (a,b) € I1 x Io. Wtedy a € I; 1 b € I. Stad (a,b;) €
oraz (a1,b) € I dla pewnych a3 € Rib; € S. Oczywiscie (a,0s) = (a,b1) - (1g,0s) € I. Podobnie
(OR,b) € I. I jest zbiorem zamknietym wzgledem dodawania w R®S, wiec (a, b) = {(a,05)+(0g,b) € I.
Ostatecznie I = I X Is.

Nietrudno pokazaé, ze jesli Iy, I sa idealami pierscieni R 1S (odpowiednio), to I x I5 jest ideatem
pierscienia R & S. [ |

Przyklad 7. Jezeli a jest elementem pierécienia przemiennego R, to zbiér aR = {ar : r € R} jest
ideatem pierécienia R. Istotnie, Op = a - 0r € aR. Ponadto, jesli z,y € aR, to x = ax; iy = ayy
dla pewnych z1,y1 € R, skad wynika, ze z —y = azx1 — aza = a(x1 — z2) € aR. Jesli z € R, to
xz = axr1z € aR. Tak wiec aR jest idealem pierscienia R.

Definicja 8.10 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Ideal postaci aR, gdzie a € R nazywamy
ideatem gldwnym generowanym przez element a. Zamiast aR czasami piszemy (a).
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Oczywiscie w dowolnym pierécieniu przemiennym R, {Og} = {Og-z : z € R} jest ideatem gléwnym
pierécienia R. Jesli dodatkowo R jest pierécieniem z jednoscia, to réwniez R = {lgr -2 : € R} jest
ideatem gléwnym.

Definicja 8.11 Pierscieri przemienny, ktorego wszystkie idealy sq gtowne nazywamy pierscieniem
ideatéw gldwnych (lub dziedzing idealdw gtéwnych).

Przyklad 8. Pierscien liczb catkowitych jest pierécieniem idealéw giéwnych.

Jak juz wiemy, {0} jest idealem gléwnym w Z. Rozwazmy ideal I pierécienia Z zawierajacy pewna
liczbe a # 0. Wtedy réwniez —a € I, a wiec I zawiera pewna liczbe naturalna dodatnia. Oznaczmy
przez n najmniejsza liczbg naturalng dodatnia nalezaca do I. Pokazemy, ze nZ = 1I.

Inkluzja nZ C I wynika bezposrednio z definicji idealu. W celu wykazania inkluzji przeciwnej
zalézmy nie wprost, ze istnieje liczba b € I \ nZ. Innymi stowy, liczba b nie dzieli sie przez n. Wtedy
nk < b <n(k+1) dla pewnego k € Z. Stad 0 < b —nk < n. Wiemy, ze b,n € I, zatem b — nk € I.
W ten sposéb znaleSmy w ideale I liczbe naturalna dodatnia mniejsza od n. Sprzecznosé

Przyklad 9. Pierécien Gaussa Z[i] jest pierscieniem idealéw gléwnych.

Rozwazmy ideal I pierscienia Z[i] rézny od {0}. Wybierzmy element a € I\ {0} o najmniejszym
module, to znaczy taki, ze |z| > |a| dla dowolnego x € T\ {0}. Pokazemy, ze aZ[i] = I.

Inkluzja aZ[i] C I jest oczywista. Aby udowodnié¢ inkluzje przeciwna, zalézmy nie wprost, ze
istnieje element b € I'\aZ[i]. Wtedy b nalezy do kwadratu K o wierzchotkach: a(n+mi), a(n+1+mi),
a(n+ (m +1)i), a(n + 1+ (m + 1)i), gdzie m,n € Z, ale nie jest zadnym z wierzchotkéw. Niech ¢
bedzie wierzchotkiem kwadratu K lezacym najblizej b. Odleglo$é pomiedzy b a ¢ (réwna |b — ¢|) jest
nie wieksza niz potowa dlugosci przekatnej kwadratu K. Oznacza to, ze

V2a]

a
0<b—¢ < 2| |<|a|.

7 zalozenia b, c € I, wiec réwniez b—c € I. W ten sposéb znalezlidmy w ideale I niezerowy element
o module mniejszym od |a|. Sprzecznosé.

Definicja 8.12 Ideal I pierscienia R nazywamy pierwszym, jesli I # R oraz
(Va,be R)(abe I = acIVbel).

Przyklad 10. Pokazemy, ze ideat I pierdcienia (Z,+,-) jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy
I ={0} lub I = pZ, gdzie p jest liczbg pierwsza.

Niech I bedzie idealem pierécienia Z. Wtedy I = nZ dla pewnego n € N. Jesli n = 0, to
I = {0} # Z. Wtedy dla dowolnych a,b € Z mamy

abel —=ab=0=—=a=0Vb=0=acIVbel,

co oznacza, ze ideal I jest pierwszy.
Jedli n =1, to I = Z, a wiec nie jest idealem pierwszym.
Jedli n jest liczba pierwsza, to dla dowolnych a,b € Z mamy

abe Il = nlab=nlaVnlb=aclIVbel.

Tak wiec I jest idealem pierwszym.
Jesli n = ki, gdzie k,l € Ny, k,1 > 1, to kl € I, ale zadna z liczb k,[ nie nalezy do I. Oznacza to,
ze I nie jest idealem pierwszym.
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Twierdzenie 8.13 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedno$cig. Wowczas R jest pierscieniem
catkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy {Or} jest ideatem pierwszym pierscienia R.

Dowdéd. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Wtedy Or # 1g, wiec {Or} # R. Przypusémy,
ze a,b € Riabe {0g}. Wtedy ab = 0. Pierscien R nie posiada dzielnikéw zera, wigc a = Og lub
b= 0g. To za$ oznacza, ze a € {Og} lub b € {Og}. A wigc {Ogr} jest idealem pierwszym pierscienia
R.

Zalézmy teraz, ze {Ogr} jest idealem pierwszym pierscienia R. Wtedy {Og} # R, co implikuje, ze
Or # 1g. Pokazemy jeszcze, ze R nie posiada dzielnikéw zera. Przypusémy, ze a,b € R i ab = Og.
Wtedy ab € {Og}. {Or} jest idealem pierwszym wiec przynajmniej jeden z elementéw a, b nalezy do
{0g}. Stad a = 0g lub b = Og. Tak wiec R jest pierécieniem catkowitym.

Definicja 8.14 Ideal I pierscienia R nazywamy maksymalnym, jesli I # R i nie istnieje ideal J
pierscienia R taki, ze I C J C R.

Twierdzenie 8.15 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jednoscig. Kazdy ideat maksymalny
pierscienia R jest jego ideatem pierwszym.

Dowdd. Niech I bedzie idetem maksymalnym pierécienia R i niech ab € I, gdzie a,b € R. Zalézmy,
ze a & I. Pokazemy, ze wtedy b € I.

Niech J ={z+ay: 2z € I,y € R}. Oczywiscie J jest idealem pierscienia R zawierajacym I U {a}.
7Z maksymalnoéci idatlu I wynika zatem, ze J = R. W szczegdlnosci 1z € J i mamy 1p = xg + ayo dla
pewnych xg € I, yg € R. Stad b = xob + abyy. Wiemy, ze xg,ab € I. Tak wiec b = xgb + abyg € I.

W ten sposéb wykazaliSmy, ze I jest idealem pierwszym pierécienia R.

Nie kazdy ideal pierwszy jest maksymalny. Na przyktad {0} jest idealem pierwszym w pierscieniu
Z, ale nie jest idealem maksymalnym.

Twierdzenie 8.16 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jednosScig. Nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(a) R jest cialem,

(b) {Or} jest ideatem maksymalnym pierscienia R,

(¢) R posiada doktadnie dwa idealy: {Or} oraz R.

Dowéd. (a)=-(b): Niech R bedzie cialem, za$ I jego idealem zawierajacym niezerowy element a.
Na mocy zalozenia, a jest elementem odwracalnym w R. Oczywiscie 1z = a-a~! € I, co oznacza, ze
I = R. W ten sposéb wykazali$émy, ze {Ogr} jest idealem maksymalnym ciala R.

(b)=(c): Jedli {0r} jest idealem maksymalnym pierécienia R, to {Og} # R oraz nie istnieje ideal
J taki, ze {Og} € J C R. Stad wynika (c).

(c)=(a): Zalézmy, {Ogr} i R sa jedynymi idealami pierscienia R, przy czym {Ogr} # R. Wtedy
Or # 1g.

Ustalmy niezerowy element a € R. Ideal aR zawiera element a, wiec jest rézny od {Or}. Na mocy
zalozenia, musi by¢ aR = R, co znacza, ze 1g € aR. Tak wiec 1z = ab dla pewnego b € R i element
a jest odwracalny. Stad wynika, ze R jest cialem. |

Twierdzenie 8.17 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig. Kazdy ideal pierscienia R, rézny od R,
zawiera sie w pewnym ideale maksymalnym tego pierscienia.

Dowdd. Niech I bedzie idealem pierscienia przemiennego R réznym od R. Wtedy oczywiscie 1 & 1.
Definiujemy rodzing idealéw pierscienia R zawierajacych I, do ktérych nie nalezy 1g:

R={JaR:IC J1p¢J}.
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Rodzina ta jest niepusta, gdyz ideal I do niej nalezy. Ponadto relacja C jest czedciowym porzadkiem
w R.
Zalézmy, ze S jest niepusta podrodzina rodziny R liniowo uporzadkowana przez relacje inkluzji.

Pokazemy, ze Iy = |J J jest idealem nalezacym do rodziny R i ograniczajacym z géry rodzine S.
Jes

e Op € J dla kazdego J € S, wiec Or € I1;

e Jesli a,b € I, to istnieja idealy Jy,Jo € S takie, ze a € J; i b € Jo; poniewaz rodzina S jest
liniowo uporzadkowana przez relacja inkluzji, J; C Jy lub J; C J;. W pierwszym przypadku
mamy a — b € Jy, zas w drugim a — b € J;. Stad a — b € I1.

e Jesliael;ibe R, toac€ Jdlapewnego J € S. Stad ab € J C I;. Podobnie ba € J C I4.
e 7 definicji rodziny S, I C Jilg ¢ JdlaJ e S. To oznacza, ze I CI; i1 ¢ I, awigc I; € R.

e Wprost z okresleni rodziny S wynika, ze J C I; dla wszystkich J € §. Innymi slowy, ideal I3
ogranicza rodzine S z gory.

W ten sposéb wykazaliSmy, ze porzadek czegéciowy (R, C) spehia zalozenia lematu Kuratowskiego —
Zorna. Z lematu tego wynika, ze w rodzinie R istnieje element maksymalny wzgledem relacji inkluzji.
Element ten jest idealem maksymalnym pierscienia R zawierajacym ideatl I.

Whniosek 8.18 Kazdy pierscien z jednoscig, w ktorym zero i jednosé sq rozine posiada pewien ideat
maksymalny.

Dowdd. Stosujemy twierdzenie 8.17 dla idealu zerowego. |

Definicja 8.19 Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem, za$ I,J jego ideatami.
(a) Sumg idatéw I i J nazywamy zbidr

I+J={a+b:acl,be J}.
(b) Iloczynem ideatow I i J nazywamy zbidr
I-J={ab1+...+anby:a1,...,an € I,by,...,b, € J,n € N, }.
(c) Ilorazem ideatdw I i J nazywamy zbidr
I:J={acR:(Vbe J)(abeI)}.

Twierdzenie 8.20 Niech I i J bedg ideatami pierscienia (R,+,-). Witedy I + J i I -J sq ideatami
pierscienia R. Jesli dodatkowo pierscien R jest przemienny, to rowniez I : J jest ideatem pierscienia
R.

Dowdéd. Niech (R, +, ) bedzie pierscieniem, zas I, J jego ideatami. Pokazemy najpierw, ze I + J jest
ideatem pierscienia R.

e 0prelilOrpeJ,wieccOp =0r+0rp el +J.

e Zaldézmy, ze a,b € I +J. Wtedy a = a1 + a2 i b= by + bs dla pewnych aq,b; € I oraz by,by € J.
Oczywiscie a1 — by € [ iag — by € J. Dlatego a —b= (a1 — b1) + (aa —b2) € I + J.

e Rozwazmy elementy a € [ + J i r € R. Tak jak poprzednio, a = a1 + ao, gdzie ay € [ i as € J.
Oczywiscie air € I,aqor € J. Stad ar = (a1 + a2)r = ayr + agr € I + J. Podobnie ra € I + J.

Tak wiec I + J jest idealem pierscienia R.
Dalej udowodnimy, ze I - J jest idealem pierscienia R.
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e Op nalezy do kazdego z idealéw I, J, wiec O =0r-0g €I - J.

o Zalézmy teraz, ze a,b € I-J. Wtedy a = ara} + ... + apmal, 1 b = bib} + ... + byb),, gdzie
A1y ey Um,b1, .. by €T1a), . 0 al,, by, ..., b, € J. Stad:

)y 'mo

a—>b= (a1a] + ...+ apa,,) — (b +... +byb),) =
= a1a) + ...+ amal, + (=b1)by + ...+ (=bp)b, € I - J.

e Przypusémy, ze a € I - J oraz r € R. Istniejg elementy aq,...,a, € [ oraz daf,...,al, € J, dla

s Ym

ktérych a = a1a} + ...+ amal,. Oczywiscie ras,...,ra, € I idjr,...,a,,r € J. Stad
ra=r(aiay + ... +a,am) = (ray)a) + ...+ (ray)a,, € I-J.
Podobnie
ar = (@10} + ...+ amal,))r = a1(ajr) +... + ap(a,r) € I - J.

W ten sposéb wykazaliSmy, ze I - J jest idealem pierscienia R.
Przypusémy teraz, pierécien R jest przemienny. Wykazemy, ze I : J jest jego idealem.

e Op e l. Sti}d (VbEJ)(ORbZOREI) Zatem Orp € I : J.

o Zaltézmy, ze a,a’ € I :J. Wtedy ab,a’b € I dla dowolnego b € J. Stad ab—a’b=(a—d')b el
dla dowolnego b € J. To za$ oznacza, ze a —a’ € I : J.

e Ustalmy elementy a € I i r € R. Pokazemy, ze ra € I : J. Z definicji ilorazu idealow, ab € I dla
dowolnego b € J. Stad (ra)b € I dla dowolnego b € J. Tak wiec ra € I : J.

To konczy dowdd faktu, iz I : J jest idealem pierscienia R. [ |
Definicja 8.21 Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Radykatem ideatu I nazywamy zbior
rad(I) ={a € R: (In € Ny)(a" € I)}.

Twierdzenie 8.22 Jezeli I jest ideatem pierscienia przemiennego R, to rad(l) réwniez jest ideatem
pierécienia R.

Dowdéd. I jest ideatem w pierécieniu R, wigc 0! = 0 € I. To za$ oznacza, ze 0 € rad(I).
Zalézmy, ze a,b € rad(I). Wtedy a™,b" € I dla pewnych m,n € Ny dla pewnych m,n € N;.
Zauwazmy, ze

m4+n __ _m—+n et m+n
(a—b)mm =amtm 4 .
k=1

)ak(_b)m—i-n—k +bm+n
Jezelil<k<m+n—1,to k>mlubm+n—k >n. Zatem dla dowolnego k € {1,...,m+n—1},
a® € I'Tub (—=b)™*tn=F ¢ I. Stad

(m ]j ”) b (—b)ymtnk ¢ I,

Ponadto a™*" (—b)™*" € I. Dlatego (a — b)"™*™ € I, co implikuje, ze a — b € rad(I). |

Przyklad 11. W pierscieniu liczb calkowitych rozwazmy ideaty: Iy = 8Z, Iy = 67 i I3 = 108Z.
Pokazemy, ze

(a) Il +IQ = 2Z,

(b) I - Iy = 48Z,
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(C) 13 : 12 =18Z i

(d) rad(I3) = 6Z.

Oczywiscie, 8Z,67Z C 27, skad wynika, ze 8Z + 6Z C 2Z. Ponadto 2=8+6-(-1) € Iy + I, a
wigc réwniez 2Z C I + I5. To koniczy dowdd (a).

Zalézmy, ze a € I - Ir. Wtedy a = bycy + ... + byc, dla pewnych by,...,0, € [ ic1,...,c, € L.
Kazda z liczb by, ..., b, dzieli sie przez 8, zas kazda z liczb ¢y, ..., ¢, dzieli sie przez 6. Stad wynika,
ze a dzieli si¢ przez 48, czyli a € 487Z. 7 drugiej strony, jesli a € 48Z, to a = 48b = (6-1) - (8- b) dla
pewnego b € Z. Stad a € I; - I5. W ten sposéb wykazaliSmy, ze I, - I = 487Z.

Zauwazmy, ze jesli a € Z, to

a€l3: Iy < (Ve l)(ab € I3) < (Vb € Z)(6|b = 108|ab) <= 18|a <= a € 18Z.

Tak wiec I3 : I = 18Z.

W celu wykazania (d) zauwazmy, ze jesli a jest liczba catkowita podzielng przez 6, to a® dzieli sig
przez 108. W przypadku, gdy a nie dzieli si¢ przez 6, a™ nie dzieli si¢ przez 6 dla zadnego n € N, a
wiec tym bardziej a™ nie dzieli si¢ przez 108. Stad otrzymujemy:

a € rad(I3) <= (In € N} )(a" € I3) <= (In € N )(108|a") <> 6|a.

Definicja 8.23 Niech (R,+,-) i (S,®,®) bedg pierscieniami. Odwzorowanie f: R — S nazywamy
(a) homomorfizmem, jesli f zachowuje dziatania dodawania i mnozenia, to znaczy

fla+b) = f(a) ® f(b) i fa-b) = f(a)© f(D)

dla dowolnych a,b € G,
(b) monomorfizmem lub zanurzeniem, jesli [ jest homomorfizmem réznowartosciowym,
(c) epimorfizmem, jesli f jest homomorfizmem oraz surjekcjg,
(d) izomorfizmem, jesli f jest homomorfizmem oraz bijekcjg.

Przyklad 12. Niech n € Ny . Przyporzadkowanie liczbie catkowitej jej reszty z dzielenia przez n
jest epimorfizmem z pierscienia (Z, 4+, -) na pierscieni (Z,, +n, ‘n)-

Definicja 8.24 Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem. Dowolny homomorfizm pierécienia R w siebie
nazywamy jego endomorfizmem. Izomorfizm f : R — R nazywamy automorfizmem pierscienia R.
Zbidr automorfizmdw pierscienia R oznaczamy przez Aut(R).

Z definicji 8.24 natychmiast wynika, ze kazdy izomorfizm pierscieni jest monomorfizmem oraz
epimorfizmem. To samo mozna powiedzie¢ o automorfizmie dowolnego pierscienia.

Twierdzenie 8.25 Niech f bedzie homomorfizmem z pierscienia (R,+,-) w pierscien (S,®,®) @
niech a € R. Wtedy:
(a) f(Or) = O,
(b) f(=a) = —f(a),
(c) f(na) =nf(a) dlan € Z,
(

~— —

(d) f(a™) = f(a)™ dlan € N;.
Dowdéd. Punkty (a), (b) i (¢) sa konsekwencja twierdzenia 4.26 oraz tego, ze [ jest homomorfizmem
z grupy (R,+) w grupe (S, ®). (d) dowodzi si¢ tak samo jak w przypadku grup. |

Jedli f : R — S jest homomorfizmem pierécieni z jednoscia, to obrazem jednosci nie musi by¢
jednosé. Na przyklad dla homomorfizmu f : Z — Z @ Z okreslonego wzorem f(n) = (n,0), f(1) =
(1,0). Jesli jednak 15 = f(a) dla pewnego a € R, to f(1g) = 1lg. Mamy bowiem:

f(Ig) = f(1gr) - 1s = f(1r) - f(a) = f(1r - a) = f(a) = 1s.

Podobnie jak w przypadku grup mozemy wykazaé¢ nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 8.26 Zlozenie dwdch homomorfizmow pierscieni jest homomorfizmem pierscieni. To
samo dla monomorfizmdéw, epimorfizmdw i izomorfizmow pierscieni.

Definicja 8.27 Mowimy, ze pierscienie R i S sq izomorficzne, jesli istnieje izomorfizm f: R — S.
Piszemy wtedy: R = S.

Ponizsze dwa twierdzenia dowodzi si¢ podobnie jak w przypadku grup.

Twierdzenie 8.28 Niech R, S i T bedq pierscieniami. Wtedy:
(a) R= R,
(b) jesli R= S, to S = R,
(c)jesi R=S iS=T,to R=T.

Twierdzenie 8.29 Zbior automorfizmow dowolnego pierscienia z dziataniem sktadania przeksztatcen
stanowt grupe.

Definicja 8.30 Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni. Zbior
Ker(f) ={a€ R: f(a) =0s}

nazywamy jedrem homomorfizmu f. Jesli Ker(f) = {Og}, to méwimy, Ze homomorfizm [ ma try-
wialne jgdro. Zbior

Im(f) ={f(a):a € R}

nazywamy obrazem homomorfizmu f.

Twierdzenie 8.31 Jesli f : R — S jest homomorfizmem pierscieni, to
(a) Ker(f) jest ideatem pierscienia R,
(b) Im(f) jest podpierscieniem pierscienia S.

Dowéd. Niech f : R — S bedzie homomorfizmem pierscieni. Woéwcezas f jest homomorfizmem
grup addytywnych rozwazanych pierscieni, a wigc na mocy twierdzenia 4.32(a), Ker(f) jest podgrupa
grupy (R, +).

Aby zakoriczyé dowdd punktu (a), rozwazmy a € Ker(f) ib € R. Wtedy

flab) = f(a)- f(b) = Os - f(b) = Os.

Zatem ab € Ker(f). Podobnie ba € Ker(f). Tak wigc Ker(f) jest idealem pierscienia R.

Poniewaz f jest homomorfizmem grup addytywnych pierécieni R i .S, na mocy twierdzenia 4.34(b)
Im(f) jest podgrupa grupy (S,+). Pokazemy jeszcze, ze Im(f) jest zbiorem zamknietym wzgledem
mnozenia. W tym celu ustalmy elementy a,b € I'm(f). Wtedy istnieja ¢,d € R takie, ze f(c) = a i
f(d) =b. Stad f(ed) = f(c)f(d) = ab, co oznacza, ze ab € Im(f). |

Nietrudno poda¢ przyklad homomorfizmu pierscieni f : R — S, ktorego obraz nie jest idealem
pierscienia S. Rozwazmy odwzorowanie f : Z — Z & Z zadane wzorem f(x) = (x,z). [ jest
homomorfizmem pierscieni (fatwy dow6d pozostawiamy Czytelnikowi). Jednak jego obraz

Im(f) ={(z,z) :x € Z}
nie jest idealem pierscienia Z @ Z. Mamy bowiem: (1,1) € I'm(f), ale (1,1) - (1,0) = (1,0) & Im(f).

Twierdzenie 8.32 Homomorfizm pierscieni jest monomorfizmem wtedy @ tylko wtedy, gdy jego jadro
jest trywialne.

Dowéd. Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni. Wtedy f jest homomorfizmem z grupy
(R,+) w grupe (S,+), a wiec na mocy twierdzenia 4.33 otrzymujemy teze.
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Twierdzenie 8.33 Dowolny niezerowy homomorfizm ciat jest monomorfizmem.

Dowéd. Niech f : K — L bedzie homomorfizmem cial, ktéry nie jest monomorfizmem. Wtedy
istnieja a,b € K takie, ze a #bi f(a) = f(b). Stad dla dowolnego ¢ € K otrzymujemy:
fle) = fle-1g) = fle-(a=b)"" - (a=b)) = flc- (a=b)~")fla—b) =
= fle-(a=b)71)(f(a) = f(b)) = flc-(a—b)7") - 0p = Oy,

co oznacza, ze [ jest homomorfizmmem zerowym. [ |
Twierdzenie 8.34 Niech f: R — S bedzie homomorfizmem pierscieni skonczonych.

(a) Jesli f jest monomorfizmem, to |R| dzieli |S|.

(b) Jesli f jest epimorfizmem, to |S| dzieli |R)|.

Dowdéd. Twierdzenie to wynika z twierdzenia 4.34 i z tego, ze f jest homomorfizmem grup addyty-
wnych rozpatrywanych pierscieni.



Rozdziat 9
Pierscienie wielomianow

Pojecie wielomianu jednej zmiennej o wspoélczynnikach rzeczywistych powinno by¢ znane Czytelnikowi
ze szkoly $redniej czy tez z kursu algebry liniowej. Przez wielomian jednej zmiennej o wspoétczynnikach
rzeczywistych rozumie si¢ zwykle funkcje f : R — R okreslong wzorem postaci

f@)=as+arxz+...+az",

gdzie ag, ..., a, sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. W algebrze stosowniejsze jest jednak okreslenie
wielomianu jako pewnego ciagu. O stusznosci takiego podejscia moze przekonaé Czytelnika nastepujacy
przyklad. Niech f(x)ig(x) beda funkcjami z pierscienia Zy w siebie okreslonymi wzorami: f(z) = 1+
ig(r) =1+ Wtedy f(0) =g(0) =11 f(1) = g(1) = 0. Zatem ta sama funkcja moze by¢ okreglona
réznymi wzorami postaci f(x) = ag + a1z + ... + a,a™.

Ponizej definiujemy pojecie wielomianu nad pierécieniem przemiennym. W calym rozdziale rozpa-
trujemy wylacznie wielomiany nad pierscieniami przemiennymi.

Definicja 9.1 Niech (R,+,") bedzie pierscieniem przemiennym. Wielomianem jednej zmiennej nad
pierscieniem R nazywamy dowolny cigg nieskoriczony f = {ag, a1,as,...) elementdw pierscienia R, w
ktorym wszystkie wyrazy poczqwszy od pewnego miejsca sqg rowne Og.

Wyrazy ciagu f = (ag,a1,as,...) nazywamy wspétczynikami wielomianu f. Wyraz ag zwie sie
wyrazem wolnym wielomianu f. Wielomian jednej zmiennej nad pierscieniem R, ktérego wszystkie
wspolczynniki sa réwne O nazywamy wielomianem zerowym. Jesli R jest pierécieniem z jednoscia, w
ktorym Or # 1g, to wielomian nad pierscieniem R, ktérego wyraz wolny jest réwny 1g, zas pozostate
wyrazy sa rowne Og, nazywamy jednostkowym.

Jak wynika z definicji wielomianu, jesli f = {ag,a1,a9,...) 1 g = {bg,b1,ba,...), to f = g wtedy i
tylko wtedy, gdy a; = b; dla ¢ € N.

Jesli f = (aop,a1,aq,...) jest niezerowym wielomianem jednej zmiennej nad pierscieniem R, a,, #
Ogr iar =0g dla k > n, to f nazywamy wielomianem stopnia n, za$ liczbe n stopniem wielomianu f
(oznaczenie: n = st(f)). a, nazywamy najstarszym (lub najwyzszym) wspélczynnikiem wielomianu f.
Dla wielomianu zerowego stopnia nie okreslamy. Wielomian nad pierscieniem R z jednoscia, w ktérym
1gr # Or nazywa sie wielomianem unormowanym, jesli jego najstarszy wspétczynnik jest réwny 1g.

Zbidr wszystkich wielomianéw jednej zmiennej nad pierscieniem przemiennym R oznaczamy przez
R[z]. W RJxz] definiujemy dzialania dodawania i mnozenia w nastepujacy sposéb. Niech f =
(ag,a1,az,...) i g = (bg,b1,ba,...) beda wielomianami nad R. Przyjmujemy:

f@©g = {ao+bo,ar +bi,a2 +bs,...) oraz
k

fog = {co,c1,ca,...), gdzie ¢, = Zaibk_i dla k € N.
i=0

74
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W szczegélns’ci Co = (Lobo, C1 = aob1 + alb() i Cy = a0b2 + a1b1 + agbo.

Latwo sprawdzié, ze (R[x],®,®) jest pierdcieniem przemiennym, ktérego zerem jest wielomian
zerowy. Wlasnodci dziatan w (R[z],®, ®) wynikaja z odpowiednich wiasnosci dziatan w (R, +, ).
Udowodnimy dla przykladu taczno$é mnozenia w R[x]. Niech f = (ag,a1,a2,...), g = (bo,b1,ba,...)
ih=/{co,c1,c,...) beda wielomianami nad R. Przyjmijmy oznaczenia: (f © g) ® h = (do,d1,ds,...)
1fO(goh)={dy,d,d,,...). Wtedy dla dowolnego k € N mamy:

k J k
dy, = Z < aibj—%‘) Ck—j = Z Z iy biyCr—j = Z ai, biyciy .
0

j=0 \i= =011 4ia=j i1tiatis=k

Analogicznie pokazujemy, ze dj, réwna si¢ ostatniej z napisanych sum. Tak wiec mnozenie w R[z] jest
dzialaniem tacznym.

Nietrudno sprawdzié, ze jesli R jest pierscieniem przemiennym z jednoscia to R|x] jest pierdcieniem
przemiennym z jednoscia. Jednoscia pierdcienia R[z] jest wéwczas wielomian (1g,0g,Og, .. .), ktérego
wyraz wolny jest réwny 1g (jednos$é pierécienia R), za$ pozostale wyrazy sa réwne Og.

Pierscienn R[x] nazywamy pierscieniem wielomianéw jednej zmiennej nad pierscieniem R. Pierscien
n zmiennych nad pierécieniem R (oznaczenie: R[zy,...,x,]) definiujemy indukeyjnie:

R[xl] = R[I]v R[Ila cee ,In+1] = R[xlv cee azn}[xn-&-ll
Twierdzenie 9.2 Jesli R jest pierscieniem, to R[x] ma podpiersciert izomorficzny z pierscieniem R.

Dowdéd. Niech R bedzie pierdcieniem. Definiujemy odwzorowanie f : R — R[x] wzorem f(c) =
(¢,0,0,...). Wtedy dla dowolnych a,b € R,

fla+b)={(a+1b,0,0,...) =(a,0,0...)® (b,0,0,...) = f(a) ® f(b).

Analogicznie pokazujemy, ze f(a-b) = f(a)®f(b). Zatem f jest homomorfizmem pierscieni. Oczywiscie
f jest odwzorowaniem réznowartosciowym, dlatego Im( f) jest podpierscieniem pierécienia R|[x] izomor-
ficznym z R.

Jak wynika z dowodu powyzszego twierdzenia, zbiér wielomianéw stopnia 0 wraz z wielomianem
zerowym stanowi podpierscienn pierécienia R[z] izomorficzny z R. Z tego powodu dowolny wielo-
mian postaci (a,0r,0g...) w praktyce utozsamia si¢ z elementem a € R. Mozna wtedy pierécien R
uwazaé za podpierscieni pierécienia R[x]. Wielomian (Og,a,0g,0r ...) oznaczamy przez az, wielomian

(Or,0R,a,0r,0g...) przez ax?, i ogdlnie, wielomian f = (ag, a1, az,...) zapisujemy jako ag + ajz +
o0 o0

azx? + .... Stosujemy tez zapis ag + Y. arx® lub Y arx® (w przypadku pierscieni z jednoscia, przy
k=1 k=0

czym przyjmujemy, ze ¥ = 1g). Jest to tak zwana postaé¢ algebraiczna wielomianu f. Jedli R jest
pierscieniem przemiennym z jednoscia i 1z # Opr, to zamiast 1gz"™ piszemy zazwyczaj x™.

Wielomian, ktérego wszystkie wspdlczynniki poza jednym sa réwne O nazywamy jednomianem.
Zauwazmy, ze wielomian ag 4+ a12 + axz? + . .. jest réwny sumie jednomianéw: ag ® a1 P asz? + .. .,
za$ suma i iloczyn jednomianéw a i b stopnia 0 wynosza odpowiednio a + b i ab. Z tego powodu dalej
bedziemy uzywaé tych samych symboli do oznaczenia dziatan w R i w R[z].

Wielomian o zmiennych z1,...,x, nad pierdcieniem R zapisujemy jako sume jednomiandéw, to
. . 1 .
znaczy wyrazen postaci az¥ ...zE gdzie a € R.

Twierdzenie 9.3 Jesli R jest pierscieniem catkowitym, to R[x] jest pierscieniem caltkowitym. W
szezegdlnodei, jesli R jest ciatem, to R|x] jest pierscieniem catkowitym.

Dowdéd. Niech R bedzie pierscieniem caltkowitym. Z wczeéniejszych rozwazan wynika, ze R[x] jest
pierécieniem przemiennym z jednoscia. Poniewaz zero i jedno$¢ pierscienia R sa z zalozenia rézne,
takze zero i jedno$é pierdcienia R[x] sa rézne.
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Pokazemy jeszcze, ze pierscienn R[z] nie ma dzielnikéw zera. Niech f = ag+ ... +apz™ i g =

by + ...+ bypz™ beda niezerowymi wielomianami z R[z] takimi, ze a,, # 01 b,, # 0. Wtedy najstarszy
wspolczynnik wielomianu fg jest rowny a,b,,. Poniewaz pierécien R jest catkowity, mamy a,b,, # 0.
Wynika stad, ze fg nie jest wielomianem zerowym. W ten sposéb wykazaliémy, ze pierscieri R[x] nie
ma dzielnikéw zera.

Twierdzenie 9.4 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym i niech f,g € R[x]. Wtedy:
(a) jesli f +g # 0, to si(f + g) < max(st(f), st(g)),
(b) jesli fg 0, to st(fg) < st(f) + st(g),
(b) jesli R jest catkowity i f,g # 0, to st(fg) = st(f) + st(g).

Latwy dowdd tego twierdzenia pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Zauwazmy, ze réwnosé
z punktu (c) nie musi zachodzi¢ dla wielomianéw nad pierscieniami z dzielnikami zera. Na przyklad
dla f =2z € Zg[z], g = 3z + 1 € Zg[z] mamy st(fg) = st(2z) = 1 < st(f) +st(g) = 2.

Niech f = ag + ...+ apx™ bedzie wielomianem nad pierscieniem przemiennym R i niech ¢ € R.
Wartoscig wielomianu f dla argumentu ¢ nazywamy element ag +. . . +a,c" tego pierscienia. Wartosé
wielomianu f dla argumentu ¢ oznaczamy przez f(c). Latwo zauwazy¢, ze jesli f, g sa wielomianami
nad pierscieniem przemiennym R oraz ¢ € R, to (f + g)(c) = f(c) + g(c) i (fg)(c)=f(c)g(c).

Ustalmy wielomian f nad pierscieniem przemiennym R. Przyporzadkowanie kazdemu elementowi
¢ € R wartosci f(c) nazywamy funkcja wielomianowa wielomianu f i oznaczamy przez f(x). Tak wiec
wartos¢ wielomianu f dla argumentu c jest rowna wartosci funkcji wielomianowej wielomiau f w dla
argumentu c.

Oczywiscie réwnos$é wielomianéw f, g € R[z] implikuje réwnoséé funkcji wielomianowych f(z) =
g(z). Przyklad rozwazany na poczatku niniejszego rozdzialu pokazuje, ze implikacja odwrotna nie
zachodzi.

Niech ® : R[r] — R® oznacza przyporzadkowanie wielomianowi jego funkcji wielomianowe;
(funkcja wielomianowa wielomianu f € R[] jest pewna funkcja z R w R). W zbiorze R w naturalny
spos6b okreslone sa dzialania dodawania i mnozenia (przykltad 5 ze strony 56). Z wczesniejszych
rozwazan wynika, ze jesli R jest pierscieniem przemiennym, to ® jest homomorfizmem pierécieni.
Obraz homomorfizmu ® jest podpierscieniem, pierécienia R (twierdzenie 8.31). Dalej zobaczymy, ze
jesli R jest nieskoniczonym pierdcieniem catkowitym, to R[z] = Im(®) (twierdzenie 9.14).

Definicja 9.5 FElement c pierscienia R nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € R[x], jesli f(c) = 0.

Zauwazmy ze wielomian stopnia 0 nie ma pierwiaskdéw i ze kazdy element pierscienia R jest pier-
wiastkiem wielomianu zerowego.

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym i niech f,g € R[z]. Mdwimy, ze wielomian g dzieli
wielomian f (réwnowaznie: f jest podzielny przez g), jesli f = gh dla pewnego h € R|x].

Twierdzenie 9.6 (Twierdzenie Bézouta') Niech R bedzie pierscieniem catkowitym i niech f € R|x].
Element ¢ € R jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy x — ¢ dzieli f.

Dowéd. =>. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, za$ f = ag+a1z+...+a,2" € Rlzx] majacym
pierwiastek ¢ € R. Wéwczas

f=a—fle)+aiz+...Fapa” =ar1(x —c)+ ...+ a(a”™ — ).

k — ck jest podzielny przez x — ¢ dla dowolnego k € N,. Zatem

Jak tatwo sprawdzi¢, wielomian x
wielomian f dzieli si¢ przez x — c.
<. Zalézmy, ze x — ¢ dzieli wielomian f. Wtedy f = (x — ¢)g dla pewnego g € R[x]. Stad

dostajemy: f(c) = (¢ —c¢)-g(c) =0g - g(c) = O0g, co koriczy dowéd twierdzenia. |

IEtienne Bézout (1730-1783), matematyk francuski
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W dowodzie twierdzenia Bézouta nie korzystalisSmy z faktu iz rozpatrywany pierscieni nie ma dziel-
nikéw zera. Zatem jest ono prawdziwe dla wielomianu nad dowolnym pierscieniem przemiennym
z jednoscia, w ktorym zero i jedno$¢ sa rézne. W zwiazku z twierdzeniem Bézuota przyjmujemy
nastepujaca definicje.

Definicja 9.7 Niech R bedzie pierscieniem calkowitym za$ f niezerowym wielomianem z Rlx]. Ele-
ment ¢ € R nazywamy k-krotnym (k € N, ) pierwiastkiem wielomianu f, jesli (x — c)* dzieli f, ale
(x — )" nie dzieli f. Liczbe k nazywamy wtedy krotnoscig pierwiastka ¢ wielomianu f. Krotnosci
pierwiastkow wielomianu zerowego nie okreslamy.

Wprowadzimy teraz pojecie pochodnej wielomianu, ktore dalej wykorzystamy do badania krotnosci
pierwiastkéw wielomianéw nad pierscieniemi catkowitymi.

Niech R bedzie pierdcieniem przemiennym i niech f = ag + a1z + agz? + ... € R[z]. Przyjmujemy
' = a1+ 2azx +3azx® + ... (tzn. wspélezynnik przy =¥ dla k € Ny w wielomianie f’ jest réwny (k +
1)ak+1, wyraz wolny wielomianu f/ jest réwny a;). Przypomnijmy, ze dla a € R ik € N, ka oznacza
a+...+a Wielomian f' nazywamy pochodna (pierwszego rzedu) wielomianu f. Bezposrednio z

k razy

definicji pochodnej wielomianu wynika, ze jesli f = 0 lub f jest wielomianem stopnia 0, to f’ = 0.
Odwrotna implikacja nie zachodzi, gdyz na przyktad pochodna wielomianu f = 2® € Z3[z] wynosi 0.

Niech teraz

FO=f, O =10 = (f0) dlan e N.

Wielomian f() (n € N) nazywamy pochodng wielomianu f rzedu n lub n-ta pochodng wielomianu
f. Czasami zamiast f(2), f® piszemy f” i f"” (odpowiednio).

Jak tatwo zauwazy¢, dla wielomiadéw nad cialem liczb rzeczywistych, wprowadzone wyzej pojecie
pochodnej zgadza sie z pojeciem pochodej rozwazanym w analizie matematyczne;j.

Przyklad 1. Niech f =2+ + 222 + 2 € Zs[z]. Wtedy f' =1+x +23, f@ =11 f® =0 dla
n > 3.

W ponizszym twierdzeniu zostaly zebrane najwazniejsze wlasnoséci pochodnych wielomianéw nad
pierscieniami. fog w punkcie (f) oznacza zlozenie wielomianéw f i g. Scislej méwiac, jesli f, g € R|x]
if=ao+amz+az®+...,to fog=uag+aig+ag®+...

Twierdzenie 9.8 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym i niech f,g € R[x]. Wtedy
(a)(f+9)=f+9g,. (f-9)=Ff -7,
(b) (c¢f) =cf dlace R,
(c) (f9) = fg+fg,
(@) (Fa) = £ (1) #9909 dtan e,
k=0
(e) (f*) =nfr-tf dlan> 2,
(f) (fog)=(fog)-g
(9) (f0)C

(m) )—U%WLﬁWMdenEN

Dowéd. Niech f = ag+arx+asx?+...1g = bo+bix+baz?+. .. beda wielomianami nad pierécieniem
przemiennym R i niech ¢ € R. Wtedy f +g = (ag +bo) + (a1 + b1)x + (az + b2)z? + . . ., skad wynika,
ze

(c
(
(
(
(
(

(f+9) = (a1 +b1) +2(a2 + b2)x + 3(ag + bs)z” +...) =
= (a1 +2a0x + 3azx® +...) + (by +box + bzz® +...) = f + 4.
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Analogicznie dowodzi sie, ze (f —g) = f'—¢'.
(cf) = [e(ap + a1x + agx® 4 ...)]" = (cag + carx + capx® +...) =
= cay + 2casx + 3casz® + ... = c(ar + 2aqaz + 3asz? + .. ) =cf’.
Dla dowodu (¢) przyjmijmy, ze

fg=co+ar+er®+...iflg+f¢d =do+diz+doz®+ ...,

z definicji iloczynu wielomianéw oraz definicji pochodnej dla n € N otrzymujemy:

n
= E a'k:bn—ky

n n+1
Z k+1)a41bn— k+zak n+1—kbypi—r = Zkakbn+1 k+zak n+1—Fkbpii_p=
k=0 k=0
n n+1
= (n+ 1)any1bo + Z(n + Dagbpt1—k + (n+ 1)aghp+1 = (n+ 1) Z arbpi1—k = (N + D)epiq.
k=1 k=0

W ten sposéb wykazaliSmy czesci (a), (b) i (c) twierdzenia.
(d) i (e) udowodnimy przez indukcje wzgledem n. Oczywiscie

(F9) = fg =19 = i (,2) f®gO0,

k=0

co oznacza, ze (d) zachodzi dla n = 0. Zakladajac, ze (d) zachodzi dla pochodnych rzedu n € N
otrzymujemy:

(F9)"™) = ((f9)™) = (Z(Z)f - k>> -3 (1) ey -

k=0 k=0

(Z) (f(k+1)g(n7k) + f(k)gnJrlfk) _
(kn >fk) (n+1—k) +Z(Z>f(k) (n+1—k) _
k=1 N

_ f(o)g(n+1)+z<(kil> ( ))f g(n+1 k)+fn+1) (0) _
k=1

n+1

n+1 ntl—
:Z< N )f(k>g< F1-k)

k=0

[l
3 =
T Il

Z (c) latwo wynika, ze (f2?) = 2ff’. Zakladajac, ze (e) zachodzi dla liczby naturalnej n > 2,
otrzymujemy:

Y = (F 7 = P57+ " = (e D
W celu wykazania (f) zatézmy, ze f = ag+a12+az2?+. ... Wtedy na mocy (a) i (e) otrzymujemy:

(fog) =(ao+aig+asg®+asg® +...) = arg’ + 2a29¢' + 3a3g°g’ + ... = (' 0 9)g’.

Dowéd punktu (g) zostawiamy jako éwiczenie dla Czytelnika. [ |
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Twierdzenie 9.9 Niech R bedzie pierscieniem catkowitym o charakterystyce rownej 0 i niech f €
Rlz]. Wtedy dla dowolnych k € Ny i ¢ € R, ¢ jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu f wtedy i
tylko wtedy gdy f(c) =0 dlai < k oraz f*)(c) # 0.

Dowdéd. Zalézmy, ze R jest pierscieniem calkowitym o charakterystyce réwnej 0 i ¢ € R. Aby
udowodni¢ twierdzenie, wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego k& € N, spelniony jest warunek:

(*)x jesli f € R[z],to (x — &)¥|f <= fD(c)=0dlai< k.

Dowéd przeprowadzimy metoda indukcji matematycznej. Dla k = 1 powyzszy warunek wynika z
twierdzenia Bézouta (twierdzenie 9.6). Zalézmy, ze udowodniliSmy juz warunek (), (k € N;). W
celu wykazania (x)g41, ustalmy dowolny wielomian f € R[z]. Udowodnimy, ze

(z — )" f = fD(c)=0dlai<k.

=. Zalézmy, ze (z — c)**1|f. Wtedy f = (z — ¢)**'h dla pewnego h € R[z]. Zgodnie z
twierdzeniem 9.8(c),

fr=((k+1)(x—c)fh+ (x— )W = (x—)*[(k+ Dh+ (z — c)I).

Tak wigc (x — ¢)*|f’. Stad, na mocy warunku (*), wynika, ze (f)(c) = 0 dla i < k, czyli, wobec
twierdzenia 9.8(g), f)(c) = 0 dla 1 < i < k. Poniewaz f(¥(c) = f(c) = 0, dostajemy f*)(c) =0 dla
1 < k.

. Zalézmy, ze fO)(c) = 0 dlai € {0,1,...k}. Wtedy f(c) =01 (f)D(c) =0dlai < k.
W my$l warunku (), oznacza to, ze wielomiany f i f’ sa podzielne przez (z — c)*. Istnieja zatem
wielomiany hy, hy € R[z] takie, ze f = (x—c)khy i f' = (x—c) hy. Zauwazmy, ze f' = k(z—c)*"1h; +
(x —c)*h}. Stad

(x —¢)*hy = k(z — ¢)* Thy + (z — ).

RJx] jest pierécieniem calkowitym (twierdzenie 9.3), wiec mozna zastosowaé prawo skracan. Otrzy-
mujemy: (z — ¢)hg = khy + (z — ¢)h], co dla = ¢ daje khy(c) = 0.

khl(C) = h1(C) +... +h1(0) = (1R+ oot lR) . hl(C).

k razy k razy

Poniewaz charakterystyka pierscienia R wynosi 0, 1g +...+ 1z # Ogr. Stad, na mocy calkowitosci
—_——

k Tazy
pierscienia R dostajemy hi(c) = 0. Z twierdzenia Bézouta istnieje wielomian hg € R|x] taki, ze
h1 = (z — ¢)hs. Tak wiec
f=(z—¢*h = (z—c)*hs,

co oznacza, ze wielomian f dzieli sig przez (z — c)**+1. [ |

Przyklad 2. Zastosujemy twierdzenie 9.9 do okreslenia krotnosci pierwiastka wielomianu o
wspdlezynnikach caltkowitych (jak wiemy, (Z,+,-) jest pierscieniem catkowitym o charakterystyce
réwnej 0). Niech f = x5 + 5% + 1323 + 1922 + 142 + 4. f(-1) = -1 +5—-13+19 - 14+ 4 = 0,
wiec —1 jest pierwiastkiem wielomianu f. Dalej obliczamy: f’ = 5z* + 2023 + 3922 + 38z + 14,
fl(=1)=5-20+39—38+14 =0, f” = 2023 + 6022 + 78x + 38, f""(—1) = —20+ 60 — 78 + 38 = 0,
" = 602 + 120z + 78, f”(—=1) = 60 — 120 + 78 # 0 Tak wigc na mocy twierdzenia 9.9, —1 jest
trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu f. Innymi stowy, wielomian f dzieli si¢ przez (z + 1)3, ale nie
dzieli si¢ przez (z + 1)*.

Metoda okreélania krotnosci pierwiastka wielomianu wynikajaca z twierdzenia 9.9 zawodzi dla
wielomianéw nad pierscieniami calkowitymi o charakterystyce dodatniej. Rozwazmy na przykiad
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wielomian g = 2% + 12 € Zy[x]. Wtedy g(0) = ¢’(0) = ¢”(0) = 0, ale g nie dzieli si¢ przez x>. Zalézmy
bowiem, ze x* + 22 = 23h dla pewnego h € Zy[z]. Wtedy h jest wielomianem stopnia 1, co oznacza,
ze h = x lub h = z 4+ 1. Oba przypadki latwo prowadza do sprzecznosci.

Twierdzenie 9.10 Jesli liczba catkowita m jest pierwiastkiem wielomianu f = ag+...+a,2™ € Z[x],
to m dzieli ag.

Dowdéd. Zatézmy, ze f(m) = 0. Wtedy
ap = (—arm) + ... + (—a,m™) = —m(ay + ...a,m" 1),
co oznacza, ze m dzieli ag. [ |

Twierdzenie 9.11 Jesli liczba wymierna % (p,q € Z,q # 0,NWD(p,q) = 1) jest pierwiastkiem

wielomianu f = ag + ... + a,x™ stopnia przynajmniej 1, to plag i qlay,.

Dowéd. Zatézmy, ze f(2) = 0. Wtedy

ao—i—alg—i—...—&—an (]—)) =0,

skad wynika, ze

n
a0q" = (—arpq" )+ ...+ (—anp™) = —p- Y app" 1" " oraz
k=1

n
anp" = (—aoq") + ...+ (—an_1p""'q) = —¢Y_axp"'q" ",
k=1

Mamy wiec plapg™ 1 g|a,p™. Poniewaz liczby p i g sa wzglednie pierwsze, plag 1 qlan.- [ |

Twierdzenie 9.12 Jedli R jest pierscieniem calkowitym, to wielomian f € R[x] stopnia n € N ma w
pierscieniu R co najwyzej n pierwiastkéw (liczonych z krotnosciamsi).

Dowdéd. Niech R bedzie pierécieniem catkowitym. Twierdzenie jest oczywiste dla wielomianéw stop-
nia 0 (wielomian stopnia 0 jest z definicji niezerowy). Przypusémy zatem, ze n € N i twierdzenie jest
stuszne dla wielomianéw stopnia mniejszego lub réwnego n. Rozwazmy wielomian f € R[z] stopnia
n + 1. Pokazemy, ze f ma w pierscieniu R co najwyzej n + 1 pierwiastkéw.

Oczywiscie, w przypadku gdy f nie posiada zadnych pierwiastkéw w R, nie trzeba niczego dowodzié¢.
Zalézmy wiec, ze a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f. Wtedy (z — a)*|f, ale (z — a)**" nie
dzieli f. Mamy wigc f = (x — a)¥g, przy czym g € R[z] i g(a) # 0. Oczywicie st(g) = st(f) — k =
n+1—k < n. Z calkowitosci pierscienia R wynika, ze kazdy pierwiastek wielomianu f rézny od
a jest pierwiastkiem wielomianu g. Na mocy zalozenia indukcyjnego, wielomian g posiada co naj-
wyzej n + 1 — k pierwiastkéw (liczonych z krotnosciami). Dlatego wielomian f posiada co najwyzej
k+ (n+1-k)=n+ 1 pierwiastkéw, co konczy dowdd.

Twierdzenie 9.13 Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, za$ f i g wielomianami nad R stopnia
co najwyzej n. Jezeli istniejg réine elementy cq,...,cne1 € R takie, Ze f(c;) = g(c;) dla wszystkich
i=1,....,n+1,to f=g.

Dowéd. Zalézmy nie wprost, ze wielomiany f i g sa rézne. Wtedy f—g jest wielomianem niezerowym
stopnia co najwyzej n. Tak wiec na mocy twierdzenia 9.12, f — g posiada co najwyzej n pierwiastkdéw
(liczonych z krotnosciami). Tymczasem, na mocy zalozenia, (f — g)(¢;) = f(c;) — g(¢;) = 0 dla
1=0,...n+ 1. Sprzecznosc.
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Twierdzenie 9.14 Jezeli R jest nieskoriczonym pierscieniem catkowitym i f,g € R[z], to

f=9 [f(z)=g(x).

Dowdéd. Implikacja = jest oczywista. W celu wykazania implikacji przeciwnej, rozwazmy wielo-
miany f i g nad pierScieniem catkowitym R, ktérych funkcje wielomianowe f(x) i g(x) sa réwne.

Niech n = max(st(f),st(g)). Wybierzmy rézne elementy ¢y, ..., c,+1 € R (mozna to uczynié, gdyz R
jest nieskoriczony). Z zalozenia mamy wéwezas f(c¢;) = g(¢;) dlai € {1,...,n+ 1}. Stad, na mocy
twierdzenia 9.13, wynika ze f = g. |

Whniosek 9.15 Jesli R jest nieskoriczonym pierscieniem catkowitym, to pierscieri R[x] jest izomor-
ficzny z pierscieniem funkcji wielomianowych nad R.

Dowdéd. Niech R bedzie nieskoriczonym pierscieniem catkowitym, za$ S pierécieniem funkcji wielomia-
nowych nad R. Definiujemy odwzorowanie F' : R[z] — S wzorem F(f) = f(x) (tzn. wielomianowi
przyporzadkowujemy jego funkcje wielomianowsa). Pokazemy, ze F' jest izomorfizmem.

Oczywiscie (f + g)(c) = f(e) + g(c) i (fg)(c) = f(c)g(c) dla ¢ € R. Oznacza to, ze funkcje
wielomianowe wielomianéw f+gi fg saréwne f(z)+g(z)i f(x)g(z) (odpowiednio). Stad dostajemy:

F(f+9) = (f+9)(x) = flz) + gz
F(fg) = (f9)(@) = f(z)g(z) = F

Tak wiec F' jest homomorfizmem pierscieni. Oczywiscie F' jest surjekcja. Roznowarto$ciowosé F' jest
konsekwencja twierdzenia 9.14. W ten sposéb wykazaliSmy, ze F jest izomorfizmem pierscieni. |

Twierdzenie 9.16 Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, zas f = apx™ 4+ ... + a1z + ag wielo-
mianem stopnia n > 1. Jesli ¢1,...,c¢, sq wszystkimi pierwiastkams wielomianu [ (w ciggu tym
pierwiastek k-krotny wymieniamy k razy), to f = an(x —c1) ... (x — cp).

Dowéd. (Indukcja wzgledem n) Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Zalézmy najpierw, ze
f € R[z] jest wielomianem stopnia 1 majacym pierwiastek ¢;. Wtedy f = ai1x + a¢ dla pewnych
ag,a1 € R, przy czym a; # Og.

f=azx+as=a1(x—c1)+ (a1c1+a0) =ar(x —c1) + fe1) =ar(x — 1) + 0 =a1(z — 7).

Przypusémy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianéw stopni 1,...,n (n € N} ) nad
pierécieniem R. Rozwazmy wielomian f = a,12" " + ... 4+ a12 + ap € R[] stopnia n + 1, majacy
pierwiastki ¢q,...,cp+1. Niech ¢ bedzie pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f. Wtedy f dzieli sig
przez (z — c1)¥ ale nie dzieli sig przez (z — ¢1)¥T!. Oczywiscie f = (z — ¢1)*g dla pewnego g € R[],
przy czym g(c1) # 0.

Jesi k =n+1,t0oc = ¢ dlai € {1,...,n+ 1}. Ponadto g jest wielomianem stopnia 0.
Poniewaz najstarszy wspétczynnik wielomianu f jest réwny a1, dostajemy f = a,.1(z —cp)"H =
ant1(x—c1) ... (& —cng1)-

Jedli1 < k < n, tol <st(g) < n. Niech ¢; bedzie pierwiastkiem wielomianu f réznym od ¢;.
Wtedy (c; — c1)*g(c;) = 0. Stad, na mocy catkowitosci pierécienia R wynika, ze g(c;) = 0. Tak wigc
wielomian g posiada dokladnie n+ 1 — k pierwiastkéw (liczonych z krotnosciami). n+1—k < n, wiec
na mocy zalozenia indukcyjnego,

g = any1 H (x—ci) = f=apni1(z —c1)" H (x—ci)=ant1(xr—c1) ... (& — cpg1)-
{izciF#er} {irci#er}
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Whiosek 9.17 (Wzory Viety?) Jesli R jest pierscieniem catkowitym, zas f = apz™+...+a1x+ag €

R[z] wielomianem stopnia n > 1 majgcym pierwiastki cy, ..., cp, to
Gp—1 = —anp(c1+ ...+ ¢p)
an72 = an Z cilcig

1<i; <iz<n

Qn—k = (*1)kan Z Ciy - - Ci,

1<i1<...<ixg<n
ag = (=1)"ancy ... cp.
Dowdéd. Z twierdzenia 9.16 wynika, ze f = ap(z —2x1)-... - (x —z,). Stad po wymnozeniu wszystkich

czynikow otrzymujemy:

f=anz™ —ap(ci + ...+ cn)yc"_1 + a, Z Ciy Ciy 24+ (=) "anecy ... cp.

1<i1 <ip<n
W ten sposéb wspélezynnik przy "~ jest réwny (—1)*a, > Ciy - .- Ci. 2 drugiej strony
1<i1 <. <ix<n
wiemy, ze wspélczynnik przy "% wynosi a,_. Stad dostajemy wzory Viety. |

Twierdzenie 9.18 (Schemat Hornera) Niech f = agz™+. .. 4+an—_12+a, bedzie wielomianem stopnia
n > 1 nad pierscieniem catkowitym R i niech a € R. Wtedy istniejg: wielomian g = box" ' 4+ ... +
bn,—1 € Rlx] oraz element ¢ € R takie, ze f = (x — a)g + ¢, przy czym

b():a,o
by = ap +abx—1 gdy 1 <k<n-1

c=a,+ab,_1.

g i ¢ sqg okreslone jednoznacznie.

Dowdd. Majac dane wspdtezynniki ag, . . ., a,,, definiujemy by, ..., b,—1 i ¢ wzorami: by = ag, bg+1 =
ap +abg_1 gdy 0<k<n-—2ic=a,+ab,_1. Wtedy:

f=ax"+az" ' +.. . +apn_ 1z +a, =
= boz" + (by — abo)x’“1 + ...+ (bpo1 —aby—2)x + (c — aby_1) =
=boz" Nz —a)+bh2" 2z —a)+...+by1(x—a) +c=(bgx" ... +by_1)(x —a)+ec,

co konczy dowdd istnienia wielomianu g i elementu c.

Przypu$émy teraz, ze f = (r — a)g1 + c1 = (x — a)ga + co, gdzie g1,92 € R[x] 1 ¢1,c2 € R. Wtedy
(x—a)(g1—g2) = c1 —ca. Jesli ¢ # co, t0 g1 # g2 1 stopieni lewej strony jest wiekszy od 0. Sprzecznosé.
Zatem musi by¢ ¢; = ¢o. Wtedy (z — a)(g1 — g2) = 0, a wiec réwniez g1 = go. |

Przyklad 3. Niech f = 22%+62%2—102+12 € Z[z]. Poshigujac sie schematem Hornera znajdziemy
wielomian g € Z[z] oraz liczbe catkowita c takie, ze f = (x — 2)g + c.

2Francis Vieta (1540-1603), matematyk i prawnik francuski
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Przyjmijmy oznaczenia: f = apz* + a12® + as2® + a1z + ag (to znaczy ag = 2, a1 = 0, ay = 6,
az = —101i a4 = 12) i a = 2. Szukamy wielomianu g postaci box® + b12? + bax + bz. Obliczamy:

bop = ag =2

by = a1 +abg=0+2-2=4

bo = as+aby=6+2-4=14

bs = ag+aby =—-10+2-14 =18
c=a4+ab3=12+2-18 =48.

Postugujac sie schematem Hornera, mozna, zamiast pisa¢ powyzsze rownosci, umieszczaé¢ wyniki
obliczenn w nastgpujacej tabeli:

2 |
2

W pierwszym wierszu znajduja si¢ kolejno dane wspoétczynniki ag, a1, a2,as3 i a4, za§ w drugim
obliczone by, by, by, bg oraz c. Tak wiec f = (v — 2)(223 + 422 + 14z + 18) + 48.

0] 6 |-10]12
4]14] 18 | 48

Twierdzenie 9.19 Niech R bedzie pierscieniem calkowitym. Dla dowolnego wielomianu f € R[x] i
dowolnego unormowanego wielomianu g € R[x], istniejg wielomiany q,r € R[x] takie, ze f = qg + 7,
przy czym r = 0 lub st(r) < st(g). Wielomiany q i r sg okreslone jednoznacznie.

Dowéd. Ustalmy wielomian unormowany g € R[z]. Jesli f = 0 lub st(f) < st(g), to przyjmujac
q =01r = f otrzymujemy odpowiednie przedstawienie wielomianu f. Dlatego wystarczy dowies¢, ze
dla dowolnego n € N spetniony jest warunek:

(*)n (Vf € R[z]) [st(f) =n >st(g) = (Fq,r € Rz])[f =qg+ 7 A (r=0Vst(r) <st(g))]]

Dowdd przeprowadzimy stosujac indukcje wzgledem n. Zaldzmy, ze f € R[z] i st(f) = 0 > st(g).
Wtedy g = 1, gdyz z zalozenia g jest wielomianem unormowanym. Tak wiec f = f-g+0, co oznacza,
ze (*)o zachodzi.

Niech n € Ni. Przypusémy, ze dla liczb naturalnych k& < n prawdziwy jest warunek (x);. W
celu wykazania (x),, zalézmy, ze f € R[z] jest wielomianem stopnia n, przy czym n > st(g). Wtedy
f = ana™ + f1, przy czym fi; = 0 lub st(f1) < st(f). Z zalozenia indukcyjnego i wstepnych uwag
wynika, ze fi = ¢1g+r1 dla pewnych wielomianéw ¢q,71 € R[z], przy czym r1 = 0 lub st(r1) < st(g).
Tak wiec f = a,z™ + (q19 + 71). ¢ jest wielomianem unormowanym, wiec

n—st(g)

ant" = a,2" g + (—a,z g+ ana"),

przy czym
—a,2" S g 4 g, 2" =0 lub st(—anx"_St(g)g + anz™) < st(f).

Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego oraz uwag wstepnych, —anx"_St(g) g+ apx™ = @29 + 1o dla
pewnych g, 79 € R[x], przy czym r9 = 0 lub st(re) < st(g). Ostatecznie otrzymujemy

f=apx” + f1 = (anx”*St(Q)g +qog+12)+ (g +1m1) = (anx"*St(g) +q1+q2)g+ (r1 +12).

Oczywiscie 71 + ro = 0 lub st(r1 + r2) < st(g).

Dla wykazania jednoznacznosci, zalézmy, ze f = q1g + r1 = qag + r2, gdzie ¢1,q2,71,72 € Rlx],
przy czym (r1 = 0 lub st(r;) < st(g)) i (re = 0 lub st(r) < st(g)). Wtedy (¢1 — g2)g = r1 — ra. Jesli
r1 # 1o, t0 q1 # go 1 stopien lewej strony jest wiekszy od stopnia prawej strony. Sprzecznosé. Zatem
musi byé¢ 1 = ra. Wtedy (¢1 — g2)g = 0, a wiec g1 = ¢a. [ |
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Whniosek 9.20 Niech K bedzie ciatem. Dla dowolnego wielomianu f € Klz] i dowolnego niezerowego
wielomianu g € K|z], istniejg wielomiany q,r € K|x] takie, ze f = qg + 7, przy czym r = 0 lub
st(r) < st(g). Wielomiany q i r sg okreslone jednoznacznie.

Dowdd. Twierdzenie jest oczywiste, gdy wielomian f jest zerowy. Zalézmy, wiec, ze f # 0. Poniewaz
K jest cialem, wielomian g mozemy zapisa¢ w postaci g = ag;, gdzie a € K, za$ g; jest wielomianem
unormowanym. Zgodnie z twierdzeniem 9.19, w pierécieniu K|z] istnieje dokladnie jedna para wielo-
mianéw (g1,71) taka, ze f = qug1 +71 i (st(ry) < st(g1) lub 7y = 0). Zatem f = (a 1qi)g+ri i
wielomiany ¢ = a~'q; i r = r; spelniaja teze twierdzenia. [ |

Lemat 9.21 Zaldimy, ze K jest podciatem ciata L oraz f,g € K|x]. Jesli f = gh # 0, gdzie h € L[z],
to h € Klz].

Dowéd. Przypusémy nie wprost, ze f = gh # 0, przy czym f,g € Klz] i h € Llz] \ K[z]. Wtedy
mamy: g # 01 h = hy + hg, gdzie hy € K|x], za$ najstarszy wspélezynnik wielomianu hy nalezy do
L\ K. Poniewaz ¢ jest niezerowym wielomianem z K|z], najstarszy wspdlczynnik wielomianu ghs
nalezy do L\ K, czyli ghy ¢ Klz]|. Z drugiej strony

ghQ = g(h — hl) = f — ghl S K[x]
Otrzymana sprzecznos¢ koriczy dowdéd twierdzenia. |

Definicja 9.22 Niech K bedzie ciatem, za$ f € K[x] wielomianem stopnia > 1. Wielomian f nazy-
wamy rozkladalnym nad K, jesli istniejg wielomiany g,h € K[x] stopnia przynajmniej 1 takie, Ze
f = gh. W przeciwnym wypadku wielomian f nazywamy nierozktadalnym lub nieprzywiedinym nad
K.

Bezposrednio z definicji wynika, ze kazdy wielomian stopnia 1 o wspdlczynnikach z ciala jest
nierozktadalny nad tym cialem. Przy badaniu rozkladalnosci wielomianéw nad Q pomocne bywa
tzw. kryterium Eisensteina3-Schonemanna (twierdzenie 9.25). Udowodnimy najpierw dwa pomocnicze
fakty o wielomianach nad Z i nad Q.

Lemat 9.23 (Lemat Gaussa) Niech f = ag + a1z + ... i g = by + biz + ... bedg niezerowymsi
wielomianami nad Z takimi, ze NW D(ag,a1,...) = 1 i NWD(bg,b1,...) = 1. Wtedy najwickszy
wspdolny dzielnik wspotczynnikow wielomianu fg wynosi 1.

n
Dowdéd. Niech fg = co+ 1z +.... Wtedy ¢, = > a;jb,—; dla n € N. Zalézmy nie wprost, ze

=0
NWD(co,c1,...) > 1. Wtedy istnieje liczba pierwsza p taka, p|c; dla wszystkich ¢ € N. Niech m
bedzie najmniejsza liczba naturalna taka, ze p nie dzieli a,,, zas n najmniejsza liczba naturalna taka,
ze p nie dzieli b,,. Zauwazmy, ze

m+n
Cm+4n = E aib7n+n—i = E aibm-‘rn—i + amby + E a’m-i—n—jbj-
1=0 i<m j<n

Z zalozenia p|Cpn, pla; dla ¢ < m oraz p|b; dla j < n. Zatem plam,by,, co oznacza, ze play, lub p|b,.
Sprzecznosc.

Lemat 9.24 Jesli f,g € Q[z] i fg € Z[z], to istniejg wielomiany f1,91 € Z|x] takie, ze fg = fig1.
Jesli fg # 0, to f1 i g1 mozna wybraé tak, aby st(f1) = st(f) i st(g1) = st(g).

3Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852), matematyk niemiecki
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Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia:
f=a+taz+...€Qzx], g=bo+biz+... € Qz].

Jesli fg = 0, to mozna przyjaé, ze f1 = g1 = 0. Zalézmy wiec, ze fg # 0. Niech m bedzie liczba
naturalng dodatnia taka, ze mf € Z[x], zas n liczba naturalng dodatnia taka, ze ng € Z[z]. Niech
a = NWD(mag, may,...) i3 = NWD(nby,nby,...). Wtedy

mf = afy i ng = Bgo dla pewnych fo, go € Z[a].

Stad mnfg = aBfogo 1 mn|laBfogo. Oczywidcie wspdlezynniki kazdego z wielomianéw fo, go sa
wzglednie pierwsze. Na mocy lematu 9.23, réwniez wspdlczynniki wielomianu fygo sa wzglednie pier-
wsze. Oznacza to, ze mn|af, czyli o = ymn dla pewnego v € Z. Tak wigc mamy mnfg = ymn fogo.
Stad fg = vfogo. Wielomiany f; = vfo i g1 = go spelnieja teze twierdzenia.

Twierdzenie 9.25 (Kryterium FEisensteina - Schénemanna) Niech f = ag+a1x+ ... +aa™ € Z[zx],
n € Ni. Jezeli istnieje liczba pierwsza p taka, Ze

(a) p nie dzieli a,,

(b) p dzieli a; dlai=0,...,n—1 oraz

(c) p* nie dzieli ay,
to wielomian f jest nierozktadalny nad Q.

Dowéd. Zalézmy nie wprost, ze wielomian f = ag + a1z + ... + a,z™ € Z[z] stopnia > 1 spelia
zalozenia twierdzenia, ale jest rozkladalny nad Q. Wtedy, zgodnie z lematem 9.24, istnieja wielomiany
g,h € Z|x] stopnia > 1 takie, ze f = gh. Niech g = by + b1z + ... +bpz¥ i h = co +c1x + ... + qat.
Oczywiscie ag = boco. Z zalozenia liczba ag dzieli sie przez p, ale nie przez p?. Dlatego dokladnie
jedna z liczb by, co dzieli sig przez p. Przyjmijmy, ze p|by i p nie dziel ¢g. Indukcyjnie wzgledem i
pokazemy, ze p|b; dla i < k.

Zalézmy, ze 1 < ¢ < k oraz p|b; dla j < i. st(g),st(h) > 1, wigc i < n. Z zalozenia pl|a;, czyli
plbico + bi—1c1 + ... + boc;. Z zalozenia indukcyjnego liczby by, . ..,b;—1 sa podzielne przez p, zatem
plbico. Przyjelidmy, ze ¢y nie dzieli sig przez p, wigc p|b;, co byto do udowodnienia.

Z powyzszego rozumowania wynika, ze plbg. a, = bgc, wiec pla,. Sprzeczno$é z zalozeniem
twierdzenia. |

Przyklad 4. 7 kryterium Eisensteina - Schénemanna wynika, ze wielomian f = 425 + 32° —
923 + 1222 + 32 + 21 € Z[z] jest nierozkladalny nad Q, poniewaz wszystkie jego wspétezynniki opréez
najstarszego dziela sie przez 3, za$ wyraz wolny nie dzieli sie przez 9. Z nierozkladalnosci wielomianu
f nad Q wynika jego nierozkladalnosé nad Z.

Przyklad 5. Pokazemy, ze wielomian f = 1+ 2 + 22 + 23 + 2* jest nierozkladalny nad Q.
Do wielomianu tego nie da sie zastosowaé kryterium Eisensteina - Schénemanna. Rozwazmy wiec
pomocniczy wielomian:

A=1+0+2)+Q+2)*+Q+2)>3+ 1 +2)* =5+ 10z + 1022 + 52° + 27

Wszystkie wspdtczynniki wielomianu f; oprécz najstarszego dziela sie przez 5. Ponadto wyraz wolny
nie dzieli si¢ przez 25. Dlatego, na mocy kryterium Eisensteina - Schonemanna, wielomian f; jest
nierozktadalny nad Q.

Przypusémy teraz, ze wielomian f jest rozkladalny nad Q. Wtedy istnieja wielomiany g = ag +
arx+ ...+ apz™ € Qx] i h = by + biz+ ...+ bya™ € Q[z] stopnia > 1 takie, ze f = gh. Wtedy
jednak

fi=(@a+a(l+z)+...+an(l+2)™)(bo+bi(l+z)+...+ b (1+2)").
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Oba wielomiany wystepujace w powyzszym rozkladzie maja stopient dodatni, wiec fi jest rozkladalny.
Sprzecznosé. Tak wiec wielomian f jest nierozkladalny nad Q.

Lemat 9.26 Jesli K jest ciatem, za$ f € K|x] wielomianem stopnia > 1, to f jest nierozktadalny lub
jest iloczynem wielomiandw nierozktadalnych z K|x].

Dowdéd. Niech K bedzie cialem. Indukcyjnie wzgledem n pokazemy, ze dla n € Ny zachodzi (x)y:

(%), Jesli f € KJ[z] jest wielomianem stopnia n, to f jest nierozkladalny nad K lub jest iloczynem
wielomianéw nierozkladalnych z K|z].

Dowolny wielomian stopnia 1 jest nierozkladalny nad K, wigc (x); zachodzi. Ustalmy liczbe
naturalng dodatnia i zatézmy, ze udowodni$my juz (%)1,..., (*),. W celu wykazania (x),41 rozwazmy
wielomian f € K|[z] stopnia n + 1. Jesli f jest nierozkladalny, to oczywiscie spehie teze (*),11. W
przeciwnym wypadku mamy f = gh, gdzie g i h sa wielomianami stopnia > 1 z K[z]. Poniewaz st(g)+
st(h) =st(f) =n+1, mamy 1 <st(g) <nil <st(h) <n. Namocy zalozenia indukcyjnego, kazdy z
wielomianéw g, h jest nierozktadalny lub jest iloczynem wielomianéw nierozkladalnych. Wynika stad,
ze f jest iloczynem wielomianéw nierozkladalnych.

Lemat 9.27 Niech K bedzie cialem, zas f € Klx]| wielomianem nierozktadalnym stopnia > 1. Jesli
g,h € Klz]| s¢ wielomianami takimi, ze flgh, to flg lub fl|h.

Dowdéd. Ustalmy wielomian nierozkladalny f € K[x] stopnia > 1. Udowodnimy, ze

(x) (Vg,h € K[z])(flgh = [flg V fIn).

Jesli gh = 0, to implikacja flgh = flg V f|h jest oczywidcie prawdziwa (mamy bowiem g =
0V h =0). Tak wiec w celu udowodnienia (*) wystarczy wykazaé¢, ze dla dowolnego n € N zachodzi

(#)n Jedli g,h € K[a], gh # 0,st(gh) < n i flgh, to flgV f|h.

Zalézmy, ze g, h € K[z]ist(gh) = 0. Wtedy f nie dzieli gh. Tak wiec implikacja flgh = flgV f|h
jest prawdziwa i (*)o zachodzi.

Ustalmy liczbe naturalng n i przypu$émy, ze udowodniliémy juz (x)o, ..., (*),. Niech g, h € K|[z],
st(gh) =n+11 f|gh.

Przypadek 1. st(f) <st(g). Wtedy istnieja ¢,r € K|[z] takie, ze

(a) f=qg+r,

przy czym r = 0 lub st(r) < st(f). JeSlir = 0, to g = ¢f i flg. Jesli natomiast r # 0, to
st(r) < st(g) < st(f). Mnozac réwnosé (A) przez h dostajemy gh = gfh + rh. flgh i flqfh, wiec
réwniez f|rh. Oczywiscie

st(rh) = st(r) + st(h) < st(g) + st(h) =st(gh) =n + 1.

Na mocy zalozenia indukcyjnego, f|r lub f|h. Poniewaz r # 0 i st(f) > st(r), f nie moze dzielié r.
Tak wiec f|h.
Przypadek 2. st(f) > st(g). Wtedy istnieja ¢, € K[z] takie, ze

(an) f=qg+r,

przy czym r = 0 lub st(r) < st(g).

Przypadek 2a. v = 0. Wtedy f = qg i, poniewaz wielomian f jest nierozkladalny, mamy g = af
lub g = a dla pewnego a € K \ {0}. Jedli g = af, a € K \ {0}, to oczywiscie f|g. Jesli natomiast
g=a, a € K\ {0}, to wobec f|gh mamy f|ah, skad wynika, ze f|h.
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Przypadek 2b. r # 0. Wtedy st(r) < st(g). Mnozac obustronnie réwnosé AA przez h otrzymujemy
fh = qgh + rh, skad wobec f|gh, otrzymujemy f|rh. Zauwazmy, ze
st(rh) = st(r) + st(h) < st(g) + st(h) =st(gh) =n + 1.

Na mocy zalozenia indukcyjnego, f|r lub f|h. Poniewaz st(r) < st(g) < st(f), wielomian r nie moze
dzieli¢ si¢ przez r. Tak wigc f|h, co koriczy dowdd. |

Lemat 9.28 Niech K bedzie cialem, zas f € Klx]| wielomianem nierozktadalnym stopnia > 1. Jesli

G1s- - gn € K[z] sg wielomianami takimi, ze flg1 - ... gn, to f|g; dla pewnego i € {1,...,n}.

Twierdzenie 9.29 Niech K bedzie cialem, za$ f € Klx| wielomianem stopnia > 1. Jezeli f =
fi-oo feif=g1-... g s¢ dwoma rozktadami wielomianu f na czynniki nierozkladalne stopnia
przynajmniej 1, to k = | i istnieje permutacja o € Sk taka, zZe: f1 = a195(1),---> [k = akgo(r) dla

pewnych a1, ...,a, € K\ {0}.

Dowéd. (Indukcja wzgledem stopnia wielomianu f) Twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe dla wielo-
miandw nierozktadalnych, w szczegdlnosci zachodzi ono dla wielomianéw stopnia 1.

Zalézmy teraz prawdziwos¢ twierdzenia dla wielomiandéw stopnia co najwyzej n, gdzie n € Ny.
Ustalmy wielomian f stopnia n+ 1. Jesli f jest nierozkladalny, to oczywiscie spelnia teze twierdzenia.
W przeciwnym wypadku rozwazmy dwa rozklady wielomianu f na czynniki nierozkladalne stopnia
> 1:

K f=ffe=g1 g

W kazdym z napisanych rozkladéw wystepuja przynajmniej 2 czynniki. Z réwnosci () wynika,
ze filg1 - ... - gi. Na mocy wniosku 9.28, fi|g; dla pewnego ¢ € {1,...,l}. g¢g; jest wielomianem
nierozkladalnym, wiec g; = af; dla pewnego a € K \ {0}. Stad

foroo fo=ag1-...9i-19i+1 " Gi-

Stopien wielomianu fs-...- fx jest mniejszy lub réwny n, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego k =1 i
istnieje bijekcja 7 : {2,...,k} — {1,...,1}\{i} taka, ze f; = a;g.(;) dla pewnych as, ..., ar € K\{0}.
Stad tatwo wynika teza twierdzenia. [ |

Niech U bedzie réwnaniem postaci w(z1,...,z,) = 0, gdzie w oznacza pewien wielomian n zmien-
nych o wspoélczynnikach catkowitych i niech m € Ny. Zastepujac kazdy wspdlczynnik a réwnania
U przez a mod m otrzymamy réwnanie o wspétczynnikach z pierscienia Z,,. Rownanie to bedziemy
oznaczaé przez U, i nazywaé redukcja rownania U wedtug modutu m.

Ponizsze twierdzenie tatwo wynika z faktu iz przyporzadkowanie liczbie calkowitej jej reszty z
dzielenia przez n jest homomorfizmem z pierscienia (Z, +,-) w pierscient (Z,, +m, 'm)-

Twierdzenie 9.30 Jesli rownanie U o wspdtczynnikach calkowitych ma rozwigzanie w zbiorze liczb
catkowitych, to dla kazdego n € Ny, redukcja réwnania U modulo n ma rozwigzanie w Zy,.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 9.30 nie jest prawdziwe. Rozwazmy na przyklad réwnanie
(%) 62% + 524+ 1=0.

Réwnanie to oczywiscie nie posiada rozwiazan w pierscieniu Z. Uzywajac rozkladu 622 + 5z + 1 =
(3z + 1)(2x + 1) oraz chinskiego twierdzenia o resztach (twierdzenie 0.12), mozna wykazaé, ze dla
dowolnego n € N, redukcja réwnania (*) wedlug modutu n ma rozwigzanie w pierscieniu Z,,.

7 twierdzenia 9.30 wynika wazny wniosek, ktory pozwala dla wielu réwnan o wspodlczynnikach
catkowitych udowodnié¢, ze nie maja one rozwigzania w Z.

Whniosek 9.31 JezZeli istnieje liczba naturalna m > 1 taka, zZe redukcja réwnania U wedtug modutu m
nie posiada rozwigzania w pierscieniu Ly, to rownanie U nie ma rozwigzania w Z.
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Przyklad 6. Rozwazmy réwnanie:
1022 + 792 +524+9 =0 (U)

Bedziemy rozpatrywaé redukcje réwnania U wedlug modutéw 2,3,4, ... i bada¢ ich rozwiazalnosé w
odpowiednich pierscieniach.
Redukcja powyzszego réwnania wedlug modutu 2 jest réwnanie

02 +9y° + 22 +1=0 (Uy)

Nietrudno zauwazy¢, ze tréjka (0,0, 1) jest jego rozwiaczaniem w Zs. Nie mozna wigc skorzystaé z
wniosku 9.31. Podobnie, redukcja réwnania & wedlug modutu 3:

22 +y? + 222 =0 (Us)
ma w Zg rozwiazanie (0,1, 1), za$ redukcja U wedtug modutu 4:
202 +3y% + 2% +1 =0 (Uy)

ma w Z, rozwigzanie (0,1, 0).
Rozwazmy wiec redukcje réwnania ¢ wedlug modutu 5:

022 +2y? + 022 +4 =0 (Us)

Obliczajac wartodci wyrazenia 2y? + 4 w pierdcieniu Zs dla y = 0,1,2,3,4 otrzymujemy kolejno:
4,1,2,21. Tak wiec réwnanie U5 nie posiada rozwiazania w Zs, a to na mocy wniosku 9.31 oznacza,
ze réwnanie U nie ma rozwiazania w Z.

Czytelnikowi moze w tym momencie nasunaé sie pytanie, czy istnieje jakas metoda pozwalajaca
na wskazanie dla danego réwnania diofantycznego takiej liczby m € N, ze redukcja U,,, nie posiada
rozwiazania w Z,, badz wykazanie, ze liczba taka nie istnieje. OdpowiedzZ na to pytanie jest negatywna.
Ogodlniej, nie istnieje algorytm pozwalajacy dla dowolnego réwnania diofantycznego rozstrzygnaé czy
ma ono rozwiazanie w zbiorze liczb catkowitych.

Twierdzenie 9.32 (Twierdzenie Wilsona*) Jesli p jest liczbg pierwszq, to liczba (p — 1)! + 1 jest
podzielna przez p.

Dowéd. Jest oczywiste, ze 2[(2 — 1)! + 1 1 3|(3 — 1)! + 1, zatem twierdzenie jest prawdziwe dla
p € {2,3}. Zalézmy wigc, Ze p jest liczba pierwsza wigksza od 4.

Poniewaz p jest liczba pierwsza, (Zy, +p, -p) jest cialem. Liczby 11ip—1 sa pierwiastkami wielomianu
f =2%—1w tym ciele. Zgodnie z twierdzeniem 9.12, f, jako wielomian stopnia 2, nie posiada innych
pierwiastkéw w Z,,. Oznacza to, ze dla dowolnego a € Z, \ {0,1,p — 1}, a-, a # 1. Innymi slowy, jesli
a € Z,\ {0,1,p — 1}, to element odwrotny do a wzgledem dzialania -, jest rézny od a. Co wigcej,
a=!' ¢{0,1,p—1}. Tak wigc zbiér Z,\ {0,1,p—1} (zlozony z p—3 elementéw) mozna podzieli¢ na pg?’
podzbioréw dwuelementowych postaci {a,a™!'}. Oczywiscie iloczyn modulo p elementéw nalezacych
do kazdego takiego podzbioru jest réwny 1. Oznacza to, ze 2+, ..., (p —2) = 1. Stad:

Lp2p.p(p=2)pp—1)+pl=(p—1)+p,1=0.

Stad wynika, ze p dzieli (p — 1)! + 1. [ |

4Pierwszy dowéd tego twierdzenia podat J. L. Lagrange w roku 1771



Rozdzial 10

Pierscien ilorazowy

Niech I bedzie idealem pierscienia (R, +, ). Wéwczas I jest podgrupa grupy (R, +). Poniewaz grupa
ta jest z definicji abelowa, I jest dzielnikiem normalnym grupy (R, +). W zbiorze warstw R/I mozna
wtedy okreslié w naturalny sposéb dziatanie @ (zwane dalej dodawaniem warstw):

(a+ D)@ (B+I)=(a+b)+1I

Jak wiadomo z rozdzialu 5, zbiér R/I z tak okreslonym dzialaniem stanowi grupe abelowa.
Wprowadzimy teraz w zbiorze warstw R/I jeszcze jedno dzialanie, zwane mnozeniem warstw, i
pokazemy, ze zbior ten jest pierscieniem wzgledem wymienionych dziatan.

Twierdzenie 10.1 Jesli I jest ideatem pierscienia R, to wzor
(a+I)ob+1I)=ab+1

okresla w zbiorze warstw wzgledem I jako dzielnika normalnego grupy addytywnej pierscienia R
dzialanie, ktére nazwiemy mnozeniem warstw. Zbior warstw R/I tworzy pierscien wzgledem ich do-
dawawania i mnozenia.

Dowéd. R/I z dzialaniem dodawania warstw (oznaczenie: @) jest grupa abelowa. Sprawdzimy naj-
pierw, ze powyzszy wzor okresla dzialanie w zbiorze warstw, to znaczy, ze kazdej parze uporzadkowane;j
warstw wzgledem ideatu I przyporzadkowana jest jednoznacznie warstwa wzgledem I. Innymi stowy
pokazemy, ze wynik dzialania ® nie zalezy od wyboru reprezentantéw z kazdej z warstw.

Zatézmy, ze a+ 1 =a' +Torazb+1 =00+ 1. Wtedy a —a’ € I oraz b — b € I. Zauwazmy, ze

ab+I= (b +alb-b0)+(a—adW)+IT= @V +1)®(alb-0b)+(a—ad )b +1).
Z definicji ideatu: a(b—0') + (a —a' )b’ € I, czyli a(b—b') + (a — ')t/ + I = I. Tak wigc
ab+I= (b +I)®I=adb+1
Pokazemy jeszcze, ze mnozenie warstw jest laczne i rozdzielne wzgledem ich dodawania:

[(a+DOO+D]e(c+I)=(ab+I)(c+1I)=(ab)c+I=albc)+I=
(

(

=(a+ DO (bc+I)=(a+D)O[b+1I)O (c+D];
(a+Do[b+D@(c+D]=(@+Ho((b+e)+I)=alb+c)+I=

(ab+ac)+I=(ab+1I)® (ac+1I)=

(a+D)© b+ d[(@a+1)o (c+ ).

Podobnie dowodzi sig, ze [(b+ 1) ® (c+1)]® (a+ 1) =[b+1) o (a+ D)@ [(c+I)o(a+1)]. W

89
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Definicja 10.2 Niech I bedzie ideatem pierscienia R. Pierscien warstw wzgledem ideatu I, w ktorym
dziataniami sg¢ dodawanie warstw © mnozenie warstw, nazywamy pierscieniem ilorazowym pierscienia
R wzgledem ideatu I i oznaczamy symolem R/I. Warstwy grupy addytywnej pierscienia R nazywamy
klasami reszt wzgledem ideatu I lub klasami reszt modulo 1.

Przyklad 1. Niech I bedzie ideatem pierécienia R[z] generowanym przez wielomian 1 + 2, to
znaczy I = (1+22) = {(1+2?)-f : f € R[xz]}. Pokazemy, e pierécien ilorazowy R[x]/I jest izomorficzny
z cialem liczb zespolonych.

Z definicji pierscienia ilorazowego wynika, ze R[z]/I = {f + I : f € R[z]}. Niech f € R[z]. Na
mocy twierdzenia 9.19 istnieja wielomiany ¢ € R[z] i 7 = a+bx € R[z] takie, ze f = (1+22)g+ax+b.
Wielomiany ¢ i r sa okrelone jednoznacznie. To za$ oznacza, ze warstwa f + I ma doktadnie jedno
przedstawienie w postaci a + bx + 1.

Niech F : R[z]/I — C bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem:

Fla+bx+1)=a-+bi.

Odwzorowanie F' jest dobrze okreslone, gdyz kazda warstwa idealu I jednoznacznie przedstawia
sie w postaci a + bx + I. Zauwazmy, ze dla dowolnych a,b,c,d € R,

Flla+bx+ 1)@ (c+de+I)=Fla+c+(b+d)z+1)=
=a+c+(b+d)i=(a+bi)+ (c+di)=F(a+br+1I)+ F(c+de+1),
Flla+bz+1)© (c+dz+ 1)) =F((a+bx)(c+dx)+ 1) =
= F((ac — bd) + (ad + be)x + bd(1 + 22) + I) = F((ac — bd) + (ad + be)x + I) =
= (ac —bd) + (ad + bc)i = (a+ bi) - (¢ +di) = Fla+bx+I)- F(c+dx +I).

Oznacza to, ze F jest homomorfizmem pierscieni.

Oczywiscie F jest surjekcja. W celu wykazania réznowartosciowosci F, zalézmy, ze F(a+bx+1) =
F(c+dx+1). Wtedy a+ bi = c+di, co oznacza, zea=cib=d,awiecat+br+I=c+de+1. W
ten sposob udowodnilismy, ze F' jest izomorfizmem pierscieni.

Twierdzenie 10.3 Niech I bedzie idealem pierscienia R.
(a) Jesli R jest pierscieniem przemiennym, to R/I jest pierscieniem przemiennym.
(b) Jesli pierscieri R posiada jedno$é 1g, to warstwa 1g + I jest jednoscig w pierscieniu R/1.

Dowdéd. (a) Niech R bedzie pierscieniem przemiennym, za$ I jego idealem. Wtedy dla dowolnych
a,b € R mamy:
(a+Dob+D)=ab+I=ba+I=(b+1) o (a+I),

gdzie ® jest mnozeniem w pierécieniu ilorazowym R/I.
(b) Jedli I jest ideatem w pierscieniu R z jednoscia 1g, to

(a+I)o(Qg+1)=a-1lg+I=a+1

dla dowolnego a € R. Podobnie (1+ 1) ® (a+ I) = a + I. Tak wiec warstwa 1 + I jest jednoscia
pierscienia ilorazowego R/1.

Lemat 10.4 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig, za$ I jego ideatem. Wowczas nastepujgce
warunki sg rownowazne:

() I =R,

(b) R/I jest pierscieniem jednoelementowym,

(c) zero i jednosé pierscienia R/I sq sobie rdwne.
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Dowéd. (a)==(b). Jezeli I = R, to R/I = {I}, a wigc jest zbiorem jednoelementowym.

Implikacja (b)==(c) jest trywialna.

(¢)=(a). Warunek (c) oznacza, ze 1g + I = I, czyli 1 € I. Ale wtedy dla kazdego a € R,
a=1p-a € I. Tak wigc I = R. [

Twierdzenie 10.5 Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jednoscig, zas I jego ideatem. Wowczas
nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) Ideat I jest pierwszy.

(b) Pierscien ilorazowy R/I jest calkowity.

Dowdd. Zalézmy, ze R jest pierécieniem przemiennym z jednoscia, zas I jego idealem.

(a)==(b). Niech I bedzie idealem pierwszym. Z twierdzenia 10.3 wynika, ze R/I jest pier§cieniem
przemiennym z jednoscia. Wtedy I # R ina mocy lematu 10.4, zero i jedno$¢ w pierécieniu ilorazowym
R/I sa rézne.

Pokazemy teraz, ze pierscien R/I nie ma dzielnikéw zera. Zalézmy nie wprost, ze istnieja elementy
a,b € R takie, ze a+ I #I,b+1# Toraz (a+1)® (b+1)=ab+ I = 1. Oznacza to, ze a,b & I, ale
ab € I, a wiec ideal I nie jest pierwszy. Sprzecznos¢ z zatozeniem.

(b)=(a). Zaldzmy, ze pierscieni ilorazowy R/I jest catkowity. Wtedy zero i jedno$¢ w R/I sa
rézne, a wiec I # R.

Niech a 1 b bedg elementami pierscienia R takimi, ze ab € I. Wtedy (a+1)© (b+1) =ab+1=1.
Pierscien R/I nie ma dzielnikéw zera, wiec a +1 = I lub b+ I = I. To za$ oznacza, ze a € I lub
b e I. W ten sposéb wykazalismy, ze ideatl I jest pierwszy. |

Twierdzenie 10.6 Niech R bedzie pierScieniem przemiennym z jednoscig, zas I jego ideatem. Wow-
czas nastepujgce warunki sg réwnowazne.

(a) Ideat I jest maksymalny.

(b) Pierscien ilorazowy R/I jest ciatem.

Dowéd. (a)=(b). Zalézmy, ze I jest idealem maksymalnym pierécienia R. Z twierdzenia 10.3
wynika, ze R/I jest pierScieniem przemiennym z jednoscia. I # R, wigc na mocy lematu 10.4, zero
i jednos$¢ pierscienia R/I sa rézne. Pokazemy jeszcze, ze kazdy element pierscienia R/I, rézny od I
jest odwracalny.

Niechae€ Ria+ 1 # 1. Wtedy a € I, a wiec I jest wlasciwym podzbiorem ideatu aR + I. Ideat
I jest maksymalny, wiec aR + I = R. Stad ab+ ¢ = 1 dla pewnych b € R i ¢ € I. Zauwazmy, ze

ab+I={ab+z:zel}={lp—ct+ax:zecl}={lp+(x—c):xel}=1p+1.

Tak wiec a + I jest elementem odwracalnym w pierscieniu R/1.

(b)=(a) Zalézmy, ze R/I jest cialem. Wtedy 1p + I # I, a wiec I # R. Niech J bedzie idealem
pierécienia R, ktorego wlasciwym podzbiorem jest I. Pokazemy, ze J = R. Wybierzmy w tym celu
element a € J\ I. Wtedy a+ I # I. Poniewaz R/I jest cialem, a + I jest elementem odwracalnym w
R/I. Oznacza to, ze ab+ I = 1g + I dla pewnego b € R. Stad 1 € aR+ 1 C Jimamy J=R. W
ten sposob wykazalidémy, ze I jest idealem maksymalnym pierscienia R. |

Twierdzenie 10.7 Jesli I jest ideatem pierscienia R, to odwzorowanie v : R — R/I, przyporzqd-
kowujgce kazdemu elementowi pierscienia R klase reszt tego elementu modulo I jest homomorfizmem
pierscienia R na pierdcien ilorazowy R/I. Jgdrem homomorfizmu v jest I.

Dowdéd. Niech I bedzie idealem pierscienia R, za$ v : R — R/I odwzorowaniem zdefiniowanym
wzorem v(a) = a + I. Z definicji dodawania i mnozenia w pierscieniu ilorazowym R/I wynika, ze
via+b) = (a+b)+I=(a+1)®(b+1I)=v(a) ®v(d),
via-b)=a-b+I=(a+I)o(b+1I)=r(a)®vb).
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Tak wiec v jest homomorfizmem pierscieni. Oczywiscie v jest surjekcja. Ponadto
Ker(v)={ae€R:v(a)=I}={a€R:a+I1=1}=1,
co koriczy dowdd. [ |

Homomorfizm v : R — R/I, o ktérym mowa w twierdzeniu 10.7 nazywamy homomorfizimem
kanonicznym. Z powyzszego twierdzenia i z twierdzenia 8.31 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 10.8 Zbior I C R jest ideatem pierscienia R wtedy i tylko wtedy, gdy I jest jgdrem pewnego
homomorfizmu pierscieni.

Twierdzenie 10.9 (Zasadnicze twierdzenie o homomorfizmach pierscieni) Niech ¢ : (R,+,-) —
(S,4,-) bedzie homomorfizmem pierscieni. Wtedy odwzorowanie ¥ : R/Ker(p) — S okreslone
wzorem:

Y(a+ Ker(v)) = ¢(a) dlaa € R

jest monomorfizmem pierscieni.

Dowdd. Z zalozen twierdzenia wynika, ze ¢ jest homomorfizmem z grupy addytywnej pierscienia R w
grupe addytywna pierscienia S. Ponadto Ker(y) jest dzielnikiem normalnym grupy (R, +). Na mocy
twierdzenia 5.3, odwzorowanie 1) zdefiniowane w sformutowaniu twierdzenia jest dobrze okreslone i
jest ono monomorfizmem z grupy (R/Ker(p), ®) w grupe (S, +) (® oznacza dodawanie w pierscieniu
ilorazowym R/Ker(y)).

Zauwazmy, ze jesli a,b € G, to

P((a+ Ker(p)) © (b+ Ker(p))) = ¢(ab+ Ker(p)) = p(ab) = (a)e(b) =
= Pla+ Ker(p))y(b+ Ker(p)).

Tak wiec odwzorowanie ¢ jest monomorfizmem pierscieni i pierscieni ilorazowy R/Ker(p) jest izomor-
ficzny z pierdcieniem (Im(yp),+,-). [

Whniosek 10.10 Jesli ¢ : R — S jest epimorfizmem pierscieni, to pierscieri ilorazowy R/Ker(p)
jest izomorficzny z pierscieniem S.

Przyklad 2. Tak jak w przykladzie 1 ze strony 90, niech I oznacza ideat pierscienia R[z] gen-
erowany przez wielomian 1+ 2. Uzywajac zasadniczego twierdzenia o homomorfizmach pierécieni
pokazemy, ze pierdcieni ilorazowy Rz]/I jest izomorficzny z cialem liczb zespolonych. Niech ¢ :
R[z] — C bedzie funkcja okreslong wzorem o(f) = f(i) (i oznacza tutaj jedno$é urojona). ¢ jest
homomorfizmem pierscieni, gdyz dla dowolnych f, g € R[z] mamy:

o(f+9)=(f+9)@) = f(i) + g(i) = o(f) + p(g) oraz ¢(fg) = (fg)(i) = f(i)g(i) = varphi(f)e(g).

Ponadto dla dowolnych a,b € R, mamy ¢(a + bz) = a + bi, wigc ¢ jest surjekcja.

Pokazemy teraz, ze I = Ker(p). Jesli f € I, to f = (1 + 2?)g dla pewnego g € R[z]. Stad
o(f) = f(@) =0, czyli f € Ker(yp). Tak wiec I C Kerf. W celu wykazania inkluzji przeciwnej
ustalmy wielomian f € Ker(yp). Wtedy f(i) = ¢(f) = 0, co wobec twierdzenia Bézouta (twierdzenie
9.6) daje f = (z — i)g dla pewnego g € C[z]. Wspdlezynniki wielomianu f sa rzeczywiste, wiec musi
by¢ f(—i) = 0. To za$ oznacza, ze (—i —1) - g(i) = 0, czyli g(—i) = 0. Stosujac ponownie twierdzenie
Bézouta dostajemy g = (x + i)h dla pewnego h € C[z]. Tak wiec

f=(x—i)(x+i)h=(x*+1)h.
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Poniewaz R jest podciatem ciata liczb zespolonych, h € C|x] za$ wielomiany x2+1 i f maja wspétezynniki
rzeczywiste, na mocy lematu 9.21, réwniez h ma wspdtczynniki rzeczywiste. Tak wiec f € I 1 mamy
Ker(y) C1I.

Pokazalismy w ten sposéb, ze odwzorowanie ¢ : Rlz] — C jest epimorfizmem pierscieni, ktérego
jadrem jest I. Zatem, na mocy wniosku 10.10, R[z]/I = C.

Udowodnimy teraz twierdzenie bedace uogdlnieniem chinskiego twierdzenia o resztach (twierdzenie
0.12). Wezesniej jednak bedzie potrzebny nastepujacy lemat.

Lemat 10.11 Jesli R jest pierscieniem z jednosciq, zas 1,11, . .., I, jego ideatami takimi, ze I + I, =
Rdlak=1,...,n,tol+1IiNn...NI=R.

Dowéd. Poniewaz I1 -...- I, C Iy N...NI,, wystarczy udowodnié, ze I + I -...- I, = R. Niech
Ti,...,n €1, y1 € I1,...,y, € I, beda elementami takimi, ze z +yr =1dlak=1,...,n. Wtedy
lg=(x14+y1) .- @nt+yn)=r+y1-- . Yn.
gdzie r jest suma 2" — 1 iloczynéw, przy czym w kazdym z nich jako czynnik wystepuje element ideatu
I. Mamy wiecr € lorazyy ... yp € [1-...- I,. Takwiec lg=r+y1-...-yp €I+ 1 -... I,
skad wynika, ze I +1; -...- I, = R. |
Twierdzenie 10.12 Niech R bedzie pierscieniem z jednoscig, zas In,..., I, (n > 2) jego ideatami
takimi, ze I; + I; = R dla 1 <i < j <n. Wtedy odwzorowanie f : R — R/I1 & ...® R/I,, okreslone
wzorem f(x) = (x + I1,...,x + I,) jest epimorfizmem pierscieni. Innymi stowy, dla dowolnych

T1,...,Tyn € R, istnieje element x € R taki, Zex —x; € I; dlai=1,...,n.

Dowdd. Udowodnimy twierdzenie przez indukcje wzgledem n. Niech I3, Is beda ideatami pierscienia
R (z jednoscia) takimi, ze Iy + I = R i niech z1,29 € R. Wowczas istnieja elementy a; € I; oraz
as € I takie, ze a; + as = 1. Przyjmijmy = = x1a9 + x2a1. Wtedy

x—x1 = w109 + 2201 — x1(a1 + az) = (xa — x1)a; € I,

T —xo = T1ag + xoay — x2(ay + az) = (v1 — x2)as € Ir.

W ten sposoéb wykazaliSmy prawdziwosé¢ twierdzenia dla dwéch ideatéw.

Niech teraz x1,...,%p41 € Riniech Iy,..., I+ beda ideatami pierécienia R takimi, ze I; +1; = R
dlal < i < j < n+1l. Przypusémy, ze znalezliSmy juz element y € R taki, ze y—x; € I;dlai=1,... n.
Na mocy zalozenia I, + 1,41 = Rdlak =1,...,n. Zlematu 10.11 wynika, ze 1 N...NI,+I,+1 = R.
Stosujac twierdzenie hdla przypadku dwoéch idealow I1 N ... N I,, I,41 1 elementéw y,xn,41 € R
znajdujemy element x € R taki,zex —ye 1N...NI,ix—2y41 € In41. Poniewaz dlai=1,...,n
mamy x —y,y — x; € I;, otrzymujemy

r—zi=(@—-—y)+y—z)eldai=1...n

Tak wiec element x spelnia zadane warunki. |
Przyjmujec w zalozeniach powyzszego twierdzenia, ze R = Z oraz I) = k1Z, ..., I, = k,Z, gdzie
liczby ki,...,k, € Ny sa parami wzglednie pierwsze, otrzymujemy chinskie twierdzenie o resztach,

ktore zostato udowodnione elementarnie w rozdziale 0.



Rozdzial 11

Teoria podzielnosci w pierscieniach
catkowitych

W niniejszym rozdziele zajmiemy sie relacja podzielnosci w pierscieniach catkowitych, bedaca uogdl-
nieniem relacji podzielnosci w pierécieniu liczb calkowitych. Wszedzie zakladamy, ze rozpatrywany
piersécien R jest calkowity.

Definicja 11.1 Niech a,b € R. Mdéwimy, Ze element a dzieli element b (oznaczenie: alb), jesli istnieje
element c € R taki, ze b = ac.

Gdy alb, to méwimy, ze a jest dzielnikiem elementu b, za$ b jest wielokrotnoscig elementu a.
Moéwimy tez, ze element b jest podzielny przez a (lub dzieli sig przez a).

Na przyklad w pierscieniu Z, —5|20, ale 6 nie dzieli 25. W pierscieniu Q[z], wielomian x — 2 dzieli
wielomian 2% — 8. W pierécieniu Gaussa Zli], 2 + i[5, gdyz 5 = (2 +14)(2 — ). Dowolny element ciata
jest podzielny przez dowolny niezerowy element tego ciala.

Ponizsze twierdzenie méwi o najprostszych wlasnosciach relacji podzielno$ci w pierscieniu catko-
witym. Latwe dowody pomijamy, zostawiajac je jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

Twierdzenie 11.2 Niech a,b,c,d € R. Wtedy
(a) 1la,
(b) ala.
(c) alb = albc,
(d) (alb A alc) = (alb+cAalb—c),
(e) alb = aclbe,
(f) (alb A ¢|d) = ac|bd,
(g) alb A ble = alc,
(h) Ola <= a = 0.

k
Whiosek 11.3 Jesli a,by,...,bg,c1,...,cx € Rialb; dlai=1,...,k, toal ) bic;.
=1

K2

Twierdzenie 11.4 Dla dowolnych a,b € R, alb wtedy i tylko wtedy, gdy bR C aR.

Dowéd. Zalézmy, ze alb i ustalmy = € bR. Wtedy b = ac i = bd dla pewnych ¢,d € R. Stad
T = acd, co oznacza, ze x € aR. Tak wiec bR C aR.

W celu wykazania implikacji przeciwnej, zalézmy, ze bR C aR. Pierscienn R posiada jedno$¢, wiec
b=>b-1€ bR CaR. To zas$ oznacza, ze b = ac dla pewnego ¢ € R, czyli alb.

Definicja 11.5 Mdéwimy, ze elementy a,b € R sq stowarzyszone (oznaczenie: a ~b), jesli alb i bla.

94
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Przyklad 1. Elementy 10 i —10 pierécienia Z sa stowarzyszone.

Przykilad 2. Elementy v/3 + 1 i v/3 — 1 pierscienia Z[v/3]] sa stowarzyszone, gdyz /3 + 1 =
(V3-1)(V3+2) i v3—1=(V3+1)(~v3+2).

Przyklad 3. Jedli K jest cialem, a € K \ {0} i f € K][x], to wielomiany f i af sa elementami
stowarzyszonymi pierscienia K|x].

Twierdzenie 11.6 Relacja stowarzyszenia ~ jest rownowaznoscig w dowolnym pierscieniu catkowitym.

Dowdéd. Niech a, b, ¢ beda dowolnymi elementami pierscienia catkowitego R.

Oczywiscie ala, wiec a ~ a. Jesli a ~ b, to a|b i bla. Stad b ~ a.

Zalézmy teraz, ze a ~ b i b ~ ¢. Wtedy alb, bla, blc i ¢|b. Stad, na mocy twierdzenia 11.2(7)
wynika, ze alc i cJa. Tak wiec a ~ c.

W ten sposéb pokazalidmy, ze relacja ~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, a wiec jest to
relacja réwnowaznosci.

Twierdzenie 11.7 Element pierscienia R jest odwracalny wtedy ¢ tylko wtedy, gdy jest stowarzyszony
z jednoscig tego pierscienia.

Dowdd. Niech a € R bedzie elementem odwracalnym. Wtedy ab = 1i dla pewnego b € R, co
oznacza, ze a|lg. Oczywidcie réwniez 1g|a, skad wynika, ze a ~ 1g.
Jedli a ~ 1g, to a|lg, czyli 1g = ab dla pewnego b € R. Tak wigc a jest elementem odwracalnym.

|

Twierdzenie 11.8 Niech a,b € R. Wtedy nastepujoce warunki sg rownowazne.
(a) a~b,
(b) a = be, gdzie c jest elementem odwracalnym pierscienia R,
(c) aR = bR

Dowéd. (a)=>(b). Zalézmy, ze a ~ b. Wtedy a = bc i b = ad dla pewnych ¢,d € R. Zatem a = acd,
czyli a(lp — ed) = Op. Pierécien R nie ma dzielnikéw zera, wigc a = O lub cd = 1g. Jedli a = Op,
tob=ad =0r-d=0g i mamy a = 1g - b (1 jest elementem odwracalnym w R). Jesli natomiast
cd = 1g, to ¢ jest elementem odwracalnym w R. Poniewaz a = be, dowdd implikacji od (a) do (b) jest
zakonczony.

(b)==(a). Zalézmy, ze a = bc, gdzie c jest elementem odwracalnym pierécienia R. Wtedy b = ac™?,
a wiec alb i bla. To oznacza, ze a ~ b.

Réwnowaznosé warunkéw (a) i (c) wynika tatwo z twierdzenia 11.4 |

Lemat 11.9 Jesli a,b,c,d € R, a~bic~d, toac~ bd.

Dowdéd. Zatézmy, ze a ~ b ic ~ d. Wtedy a|b, bla, c|d i d|c. Stad wynika, ze ac|bd i bd|ac, a wigc
ac ~ bd. |

Niech a bedzie réznym od Op elementem pierscienia catkowitego R. Rozkltadem elementu a na
czynniki nazywamy kazde jego przedstawienie w postaci iloczynu: a = a1 -...-a,, gdzie ay,...,a, € R.
Jedli dodatkowo ay,...,a, sa nieodwracalne, to rozklad nazywamy wlasciwym.

Definicja 11.10 Rdzny od zera element a pierscienia catkowitego R nazywamy elementem rozktadal-
nym (lub méwimy, Ze a ma rozklad wlasciwy), jesli a = ajaq, gdzie a1,as s¢ pewnymi elementami
nieodwracalnymi pierscienia R.
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Zauwazmy, ze element odwracalny ¢ pierscienia calkowitego R nie moze by¢ rozkladalny. Przypusémy
bowiem, ze element odwracalny ¢ pierscienia R jest réwny iloczynowi aias elementéw tego pierscienia.
Wtedy jednak a;(ase™!) = 1g, co oznacza, ze element a; jest odwracalny.

Definicja 11.11 RdzZny od zera element pierscienia catkowitego nazywamy nierozktadalnym, jesli nie
jest on elementem odwracalnym i nie jest elementem rozkladalnym.

Przyklad 4. Elementami nierozkladalnymi pierscienia (Z,+,-) sa liczby pierwsze i liczby prze-
ciwne do liczb pierwszych. Liczby zlozone i liczby przeciwne do liczb zlozonych sa elementami
rozkladalnymi w Z.

Przykilad 5. 5 jest elementem rozkladalnym w pierécieniu Gaussa Z[i], gdyz 5 = (24 4)(2 — i).
Elementy 2+ 1,2 —i sa nieodwracalne w Z[i] (przyklad 11, str. 7), wiec napisany rozklad jest wlasciwy.

Przyklad 6. Wielomian 22+1 jest elementem nierozktadalnym w pierécieniu R[z], ale rozktadalnym
w pierscieniach C[z] i Zs[x]. W pierécieniu C[z] mamy bowiem 2%+ 1 = (z+1i)(z —1), za$ w pierScieniu
Zolz], 22+ 1= (x +1)(z + 1).

Przyklad 7. Jesli K jest cialem, to dowolny wielomian stopnia 1 o wspdlczynnikach z K jest
elementem nierozkladalnym pierécienia K|[z].

Definicja 11.12 Piersciern catkowity R nazywa sie piersScieniem z rozktadem, jesli kazdy roziny od
zera nieodwracalny element tego pierscienia jest elementem nierozktadalnym lub ma rozktad, ktorego
czynniki sq nierozktadalne.

Definicja 11.13 Dwa rozktady elementu a € R na czynniki nierozktadalne
a:al-...-ak:bl-...-bm

nazywamy rozktadami stowarzyszonymi, jesli k = m i jesli w drugim (lub — co na jedno wychodzi — w
pierwszym) rozktadzie mozna tak zmienié porzgdek czynnikdw, by kolejne czynniki obu rozktadéw byly
stowarzyszone.

Tak wiec rozktady a =aq-...-ar = by -...- by, sa stowarzyszone, gdy k = m i istnieje permutacja
o € Sk, taka ze a; ~ by dlai=1,... k.

Definicja 11.14 Pierscienn R z rozktadem nazywamy pierscieniem z jednoznacznaczno$cig rozktadu
(lub dziedzing z jednoznacznosdcig rozktadu), jesli kazde dwa rozktady na czynniki nierozktadalne dowol-
nego roznego od zera elementu nieodwracalnego sq stowarzyszone.

Jak wynika z lematu 9.26 i twierdzenia 9.29, jesli K jest cialem, to Klz| jest piericieniem z
jednoznacznoscia rozkladu. Dalej udowodnimy, ze kazdy pierécien idealéw gtéwnych jest pierscieniem
z jednoznacznoscia rozkladu (twierdzenie 11.31). Pozwoli to stwierdzié¢, ze Z i Z[i] sa pierscieniami z
jednoznacznoécia rozktadu.

Przyklad 8. Pokazemy, Ze pierscien Z[\/gz] nie jest pierscieniem z jednoznaczno$cia rozktadu.
Rozwazmy dwa rozklady liczby 6:

6=2-3=(1+v5i)(1— V5i).
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Poniewaz jedynymi elementami odwracalnymi w pierscieniu Z[v/5i] sa 1i —1 (przykiad 12 strona 58),
napisane rozklady sa wlasciwe i nie sa stowarzyszone.

Trzeba jeszcze wykazaé, ze 2,3,1 + v/5i i 1 — v/5i sa elementami nierozkladalnymi pierscienia
Z[/5i]. Dla przykiadu udowodnimy, ze nierozkladalny jest element 1 + v/5i. Przypusémy, ze

14+ V5i = (a + bV5i)(c + dV/5i)
dla pewnych a,b,c,d € Z. Stad otrzymujemy
11+ V5i|?> = |(a 4 bV5i) (c + dV5i)|? = |a + bV5i|? - e+ dV/5i]?,

co oznacza, ze

6 = (a® + 5b?)(c? + 5d?).
a® +5b% € Ny i a? + 5b2|6, wiec a® + 5b% € {1,2,3,6}.
o Jedlia? +5b2 =1,toa € {1,-1}ib=0, co oznacza, ze a + bv/5i jest elementem odwracalnym.
o Jedli a2 +5b2 =2, t0 b=01a? =2, co nie jest mozliwe dla zadnego a € Z.
o Jedli a® + 5b% = 3, to ¢® + 5d% = 2 i jak wczesniej dostajemy sprzecznogé.
o Jedli a® 4 5b% = 6, to ¢® 4+ 5d? = 1 skad wynika, ze ¢ + dv/5i jest elementem odwracalnym.

W ten sposéb pokazalismy, ze element 14 /57 nie posiada wlasciwego rozkladu w pierscieniu Z[v/5i],
a wiec jest on nierozkladalny.

Niech R bedzie pierécieniem z jednoznacznoscia rozkladu. Zalézmy, ze niezerowy i nieodwracalny
element a pierécienia R posiada rozklad na czynniki nierozkladalne postaci a = a; - ... - ap,. W
rozkladzie tym moga wystgpowaé elementy stowarzyszone. Jedli na przyklad a; ~ aj, to a; = day,
gdzie § € U(R). Mozemy wigc iloczyn a;a; zapisaé¢ w postaci 5a§. Postepujac tak dalej, to znaczy
grupujac w iloczyny czynniki stowarzyszone, i piszac je w postaci (5ia§’7 (6; € U(R)), mozemy napisaé
rozklad elementu a w nastepujacy sposob:

a=ebf .. bk

gdzie € € U(R), b, ..., b, sa elementami nierozkladalnymi pierécienia R, k1, ..., k, € N4, b; nie jest
stowarzyszone z b; dla ¢ # j. Powyzsza postaé rozkladu elementu a na czynniki nazywac¢ bedziemy
postacig kanoniczng rozktadu lub rozktadem kanonicznym.

Twierdzenie 11.15 Niech a,b € R\ {0}, gdzie R jest pierscieniem z jednoznacznocig rozktadu.
Jesli a jest elementem nieodwracalnym i ma rozktad kanoniczny a = ea¥* - ... akr (e € U(R)), to bla
wtedy i tylko wtedy, gdy b = 6(1’1“ cooealn ) gdzie S €U(R), 0< hy <k; dlai=1,...,n.

Dowdéd. Implikacja <= jest oczywista. Dla wykazania implikacji przeciwnej, zatézmy, ze a € R\{0r}
jest elementem nieodwracalnym o rozkladzie kanonicznym a = eaj' - ... - akr, w ktérym ¢ € U(R),
ai,...,a, sa elementami nierozkladalnymi, parami niestowarzyszonymi. Niech bla. Wtedy a = be dla
pewnego ¢ € R. Jedli b jest elementem odwracalnym, to mozna przedstawi¢ go w postaci: b=0-1=
bal - ... al.

Przypusémy teraz, ze element b jest nieodwracalny. Niech b = by - ... - b; bedzie jego rozkladem na
czynniki nierozkladalne. Poniewaz R jest pierécieniem z jednoznacznoscia rozkladu i

k kn 7. _
a=c¢ca; -...-a," =bc="by-... b,
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kazdy z nierozkladalnych elementow by, ...,b; jest stowarzyszony z ktéryms z czynnikow aq, ..., ay.
Stad wynika, ze b=10y -...- b :6(1;” ...-aln gdzie § € U(R) i hy,...,h, € N. Zatem

hn

i = (galll1 . n

gayt - ... ay, .-ay"c.

Gdyby na przyklad hy; > ki, to po skréceniu obu stron powyzszej réwnosci przez a’fl, otrzymaliby$my

ead - akr . oafn =ga TR gl
a wiec dla elementu a; wystepujacego jako czynnik po prawej stronie nie byloby stowarzyszonego z
nim po lewej. Tak wiec hy < k1. Podobnie wykazuje sig, ze h; < k; dla i € {1,...,n}. |

Definicja 11.16 Niech a,b bedg elementami pierscienia catkowitego R. Element d € R nazywamy
najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow a i b, jesli

(1) d|a i d|b,

(2) dla dowolnego ¢ € R, jesli c|a i c|b, to c|d.

Najwiekszy wspolny dzielnik elementéw pierscienia catkowitego na ogdt nie jest okreslony jednoz-
nacznie. Na przyklad w pierscieniu Z[i] kazdy z elementéw: 2, —2, 2, —2i jest najwiekszym wspdSlnym
dzielnikem elementow 2 i 2 — 2i.

Dla dwéch danych elementéw a, b pierscienia catkowitego moze nie istnie¢ ich najwiekszy wspdlny
dzielnik. Ponizej rozwazamy przyklad takiej sytuacji.

Przyklad 9. Rozwazmy elementy a = 41b = 2 + 2v/3i pierscienia Z[\/gz] Pokazemy, ze w
pierécieniu Z[v/3i] nie istnieje najwickszy wspdlny dzielnik elementéw a i b. W tym celu wyznaczymy
najpierw dzielniki rozwazanych elementéw.

Przypusémy, ze k,1 € Z i k + 11/3i|4. Wtedy istnieja m,n € Z takie, ze (k +1v/3i)(m +nv/3i) = 4.
Stad |k +1v/3i|?|m +n+/3i|> = 16. Wyliczajac oba moduly otrzymujemy: (k24 31%)(m?+43n?) = 16, a
wigc liczba naturalna k2 + 312 dzieli 16, co oznacza, ze k? + 312 € {1,2,4,8,16}. Nietrudno sprawdzié,

-1,

ze:
0)},
=2,0),(1,1),(=1,1),(1,-1), <—1»—1>}7

1
1, co wobec (a) daje n = 01 m € {1,—1}. Zatem

(a) jesli k2 + 312 =1, to (k,l) € {(1,0),
(b) jedli k% + 312 = 4, to (k,l) € {(2,0>,
(c) jesli k2 + 31> = 16, to m? + 3n?
(k1) € {(4,0),(=4,0)},
(d) réwnania k2 + 312 = 2i k? + 313 = 8 nie maja rozwiazai w Z.
Tak wiec kazdy dzielnik elementu a = 4 w pierscieniu Z[v/3i] nelezy do zbioru

A={1,-1,2,-2,4,—4,14+3i,1 — V3i,—1 +/3i, -1 — V/3i}.

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazdy element zbioru A jest dzielnikiem elementu a = 4. Na przyklad
1+ V3il4, gdyz 4 = (1 4+ v/340)(1 — V/34).

Podobnie pokazujemy, ze zbiér dzielnikéw elementu b = 2 + 24/3i jest réwny
B={1,-1,2,-2,1+V3i,1 — V3i,—1 + V/3i, -1 — V/3i,2 + 2V/3, -2 — 2/3}.
Zbiér wspolnych dzielnikéw elementéw a i b jest réwny
ANB=1{1,-1,2,-2,1 +V3i,1 — V/3i, -1 + v/3i, -1 — V/3i}.

Gdyby w pierécieniu Z[v/54] istnial element bedacy najwiekszym wspélnym dzielnikiem a i b, to
nalezal by on do AN B i bylby podzielny przez kazdy element zbioru A N B. Tymczasem:

(a) elementy 1, —1,2, —2 nie dziely si¢ przez 1+ v/3i

(b) elementy 1 + v/3i,1 — v/3i, —1 + /3, —1 — \/3i nie dziela si¢ przez 2.

Oznacza to, ze zaden z elementéw zbioru A N B nie spelnia warunku (2) definicji 11.16. Zatem w
pierscieniu Z[\/gz] nie istnieje najwickszy wspélny dzielnik elementéw 4 i 2 4+ 2v/3i.

I /\/\
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Twierdzenie 11.17 Jesli dy i dy s¢ najwiekszymi wspolnymi dzielnikami elementéow a i b, to dy ~ ds.
Jesl dy jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow a,b i dy ~ dy, to dy tez jest najwiekszym
wspolnym dzielnikiem elementow a i b.

Dowéd. Zalézmy, ze di,ds sa najwiekszymi wspélnymi dzielnikami elementéw a i b. Wtedy dy|a,
dy1b, dala i da|b. Wobec definicji najwiekszego wspélnego dzielnika oznacza to, ze dy|ds i da|dy, a wiec
dy ~ ds.

Przypusémy teraz, ze d; jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw a, b i dy ~ dy. Wtedy:
(1) dila, (2) di|b, (3) di|d2 i (4) da|di. Z warunkéw (1), (2) i (4) na mocy przechodniosci relacji
podzielnosci wynika, ze da|a i da|b. Niech ¢ bedzie dowolnym wspélnym dzielnikiem elementéw a i b.
Z tego, ze d; jest najwigkszym wspdSlnym dzielnikiem elementéw a i b wynika, ze c|dy. Ale dy|ds, wiec
réwniez c|dy. Tak wiec da jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem elementéw a i b.

Twierdzenie powyzsze pokazuje, ze najwiekszy wspolny dzielnik dwéch elementéw pierscienia, o
ile istnieje, jest okreslony z dokladnoscia do stowarzyszenia.

Pojecie najwiekszego wspdlnego dzielnika dwéch elementéw pierscienia uogdlnia sie na dowolna
skonczona liczbe niezerowych elementéw pierscienia.

Definicja 11.18 Niech ay,...,a, bedg elementami piercienia catkowitego R. Element d € R nazy-
wamy najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow aq, ..., ay, jesl

(1) dla; dlai=1,...,n,

(2) dla dowolnego ¢ € R, jesli cla; dlai=1,...,n, to c|d.

Nietrudno wykaza¢ nastepujacy fakt.

Fakt 11.19 Niech aq,...,ax+1 bedg elementami pierscienia catkowitego R. Jezeli
(a) ¢ jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem elementéw aq, ..., a,
(b) dy jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem elementéw ¢ © agy1,
(¢) do jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem elementéw ay, ..., ak+1,
to dl ~ dg.

Definicja 11.20 Elementy a,b € R\ {0} nazywamy wzglednie pierwszymi, jesli jednosé pierscienia
R jest ich najwiekszym wspdlnym dzielnikiem.

Twierdzenie 11.21 W pierscieniu z jednoznacznoscig rozktadu kazde dwa rézne od zera elementy
majq najwiekszy wspolny dzielnik.

Dowdéd. Niech R bedzie pierscieniem z jednoznaczno$cia rozkladu. Przedstawmy elementy a i b w
postaci:

a:5a’f1 coeakn ib:z-:all1 ~...~aﬁl’”,
gdzie 0, € U(R), a1, .. ., a, sa elementami nierozkladalnymi, parami niestowawzy.szonymi7 zas ]?17 ek,
l,...,1l, liczbami naturalnymi (niektére z nich moga by¢ zerami). Wtedy d = a;mn(kl’ll) . gmin(Enln)

jest oczywiscie dzielnikiem elementéw a i b. Pokazemy, ze d jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem
elementéw a i b.

Zalézmy, ze ¢ jest dowolnym elementem takim, ze c|a i c|b. Wtedy, na mocy twierdzenia 11.15,
c=mna" ... .al gdzie n € U(R) oraz

A wigc h; < min(k;,l;) dlai € {1,...,n}, co implikuje, ze c|d. A wiec d jest najwiekszym wspdSlnym
dzielnikiem elementow a i b. |

Z powyzszego twierdzenia oraz faktu 11.19 wynika istnienie najwigkszego wspodlnego dzielnika
dowolnej skonczonej liczby réznych od zera elementéw pierscienia z jednoznacznoscia rozktadu. Latwy
dowdéd indukeyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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Definicja 11.22 Niech a,b bedg elementami pierscienia catkowitego R. Element w € R nazywamy
nagmniejszq wspolng wielokrotnoscig elementow a i b, jesl

(1) a|lw i blw,

(2) dla dowolnego c € R, jesli alc i ble, to we.

Podobnie jak w przypadku najwiekszego wspdélnego dzielnika, najmniejsza wspdélna wielokrotnosé
pary elementéw pierscienia catkowitego moze nie istnie¢ lub tez moze by¢ okreslona niejednoznacznie.
Prawdziwy jest przy tym odpowiednik twierdzenia 11.17. Jego dowdd pomijamy, gdyz jest bardzo
podobny do dowodu twierdzenia 11.17.

Twierdzenie 11.23 Jesli wy i wy s¢ najmniejszymi wspolnymi wielokrotnosciami elementéw a i b,
to w1 ~ wo. Jesli wy jest najmniejszqg wspolng wielokrotnoscig elementow a,b i we ~ wy, to wy tez
jest nagmniejszq wspolng wielokrotnoscig elementow a i b.

Pojecie najmniejszej wspdlnej wielokrotno$ci dwoch elementéw pierscienia uogdlnia sie na dowolna
skonczona liczbe niezerowych elementéw pierscienia.

Definicja 11.24 Niech a1, ..., a, bedg elementami pierscienia catkowitego R. Element w € R nazy-
wamy najmniejszq wspolng wielokrotnoscig elementow aq, . .., a,, jesl

(1) a;lw dlai=1,...,n,

(2) dla dowolnego ¢ € R, jesli ayc, . .., an|c to wc.

Nietrudno wykaza¢ nastepujacy fakt.

Fakt 11.25 Niech aq,...,ar+1 bedg elementami pierscienia R. Jezeli
(a) ¢ jest najmniejszq wspdlng wielokrotnosdcig elementdw ay, . . ., ak,
(b) wy jest najmniejszg wspolng wielokrotnoscig elementéw aq, ..., axt1,
(c) we jest najmniejszg wspolng wielokrotnoscig elementéw ¢ i ag1,
to wi ~ wa.

Twierdzenie 11.26 W pierscieniu R z jednoznacznos$cig rozktadu kazde dwa rdézne od zera elementy
majg najmniejszq wspolng wielokrotnosé.

Dowéd. Przedstawmy elementy a i b w postaci:

a=0da" ... d"ib=ed ... .alr,
gdzie 6, € U(R), a1, ..., a, sa elementami nierozkladalnymi, parami niestowarzyszonymi, zas k1, . . . , kn,
l1,...,1, liczbami naturalnymi (niektére z nich moga byé zerami). Wtedy element w = arlnax(kl’ll) .
max(kn,ln) . ey . . . . . . .. .
an jest oczywiscie podzielny przez a i przez b. Pokazemy, ze w jest najmniejsza wspdlna

wielokrotnoscia elementéw a i b.
Zalézmy, ze c jest dowolnym elementem takim, ze alc i ble. Wtedy, na mocy twierdzenia 11.15,
c=mna" ... -al gdzie n € U(R) oraz

A wiec h; > max(k;, ;) dlat =1,...,n, co implikuje, ze w|c. Tym samym w jest najmniejszg wspélna
wielokrotnoscia elementéw a i b.

7 powyzszego twierdzenia oraz faktu 11.25 wynika istnienie najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci
dowolnej skoriczonej liczby réznych od zera elementow pierscienia z jednoznacznoscia rozktadu. Latwy
dowdd indukeyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

W arytmetyce pod pojeciem najwiekszego wspélnego dzielnika liczb catkowitych m i n, z ktérych
przynajmniej jedna jest rézna od 0 rozumiemy najwigksza liczbe naturalng dodatnia d taka, ze d|m i
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d|n (definicja na stronie 5). Liczbe te oznaczamy przez NW D(m,n). Podobnie, méwiac o najmniejszej
wspdlnej wielokrotnosci niezerowych liczb calkowitych m i n mamy na mys$li najmniejsza liczbe natu-
ralng dodatnig w taka, ze alw i blw (definicja na stronie 4). Liczbe te oznaczamy przez NWW (m,n).
Pojecia najwigkszego wspdlnego dzielnika i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci rozwazane w aryt-
metyce roznia sie od wprowadzonych w definicjach 11.16 i 11.22, ale sa z nimi blisko zwiazane.
Nastepujace twierdzenie jest bezposrednia konsekwencja twierdzen 0.3 i 0.4.

Twierdzenie 11.27 Niech m,n € Z i (m # 0 lubn # 0). Zaldimy, zZe d jest najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem liczb m i n (w sensie definicji 11.16), za$ w ich najwickdszg wspdlng wielokrotnoscig (w
sensie definicji 11.22). Wiedy |d| = NWD(m,n) i |lw| = NWW (m,n).

Twierdzenie 11.28 Niech R bedzie pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu i niech a,b € R\ {0}.
Jesli d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem, zas w najmniejszq wspolng wielokrotnosciq elementéw
aib, todw ~ ab.

Dowdd. Przedstawmy elementy a i b w postaci:

— Sqk1 kn sp _ -l In
a=da;'-...-a"ib=c¢eaj -... a7,

gdzie 6, € U(R), ay,...,a, sa elementami nierozkladalnymi, zas ki,..., ky,l1,..., 1, liczbami natu-
ralnymi (niektére z nich moga byé zerami). Jak wynika z dowodéw twierdzert 11.21 i 11.26,

in(ki,l i . k1l
d~ allnm( ) . ,agln(kn,ln) i~ aTaX( 1,l1) | .agaX(kmln).
a na moc ematu .9 otrzymujem:
Stad, y 1 tu 11.9 otrzymujemy
in(kn 1 k1l ~
dw ~ CLrlmn( 1l)+max(ky,li) | . _a}gln(kn,ln)+max(kmln) — allclJrll .o aﬁn“"ln = ab,
co koniczy dowdd. |

Whiosek 11.29 Jesli a,b € Z \ {0}, to NWD(a,)) NWW (a,b) = |ab|.

Twierdzenie 11.30 Pierscien catkowity R jest pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu wtedy 1 tylko
wtedy, gdy

(1) R jest pierscieniem z rozktadem oraz

(2) jesli a,b,c € R i a jest nierozkladalny, to albc = albV alc.

Dowdd. Zalézmy, ze R jest pierscieniem z jednoznacznoscia rozktadu. Wtedy na mocy definicji jest
on pierécieniam z rozkladem. W celu udowodnienia warunku (2), ustalmy elementy a,b,c € R takie,
ze a jest nierozkladalny i albc. Wtedy ad = be dla pewnego d € R. Jedli b = 0, to oczywiscie alb.
Jedli b € U(R) to adb™! = ¢, skad wynika, Ze a|c. Podobnie postepujemy w przypadku, gdy ¢ = 0
lub ¢ € U(R). Zalézmy wiec, ze elementy b, ¢ sa nieodwracalne i rézne od zera. Mozna je zatem
przedstawi¢ w postaci iloczynéw elementéw nierozkladalnych: b =561 ... - bpic=1c¢y ... cp. Tak
wiec otrzymujemy:

ad:bl'...-bk~01-...'cm.
Poniewaz R jest piericieniem z jednoznacznoscia rozktadu, wsréd czynnikéw by, ..., bk, c1, ..., ¢y zZna-
jduje sie czynnik stowarzyszony z elementem a. Jesli jest to ktérys z czynnikéw by, . .., by, to alb, jesli
zas ktorys z czynnikéw ¢y, ..., ¢, to alc.

Zalézmy teraz, ze R jest piericieniem z rozkladem spemmiejacym warunek (2). Ustalmy ele-
ment nieodwracalny a € R\ {Og}. Pokazemy, ze dowolne dwa rozklady elementu a na czynniki
nierozkladalne sa stowarzyszone.

Niecha = by ... by =c1 ... cpm, gdzie by, ..., bg,c1,..., ¢y sa elementami nierozktadalnymi
pierscienia R. Oczywiscie by - ...« ¢, €O na mocy warunku (2) oznacza, ze by|c; dla pewnego i €
{1,...,m}. Tak wiec ¢; = db; dla pewnego § € R. Poniewaz by oraz ¢; sa elementami nierozktadalnymi,
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element § musi by¢ odwracalny. Oznacza to, ze elementy b; i ¢; sa stowarzyszone. Stad na mocy prawa
skracan (R jest catkowity) dostajemy

b2~...-bk:5 H Cj.
{9:1<i<k,j#i}

Powtarzajac przeprowadzone rozumowanie dla powyzszych rozkladéw, mozemy okresli¢ funkcje réz-

nowartosciowa o : {1,...,k} — {1,...,m} taka, zem b; ~ c,(;) dlai = 1,...,k. W szczegdlnosci
wynika stad, ze k < m. Podobnie pokazuje sie, ze m < k. Tak wiec rozklady a =by-... by =c1-...-cm
sa stowarzyszone. [ |

Twierdzenie 11.31 Kazdy catkowity pierscien ideatdw gtownych jest pierscieniem z jednoznacznoscig
rozktadu.

Dowdd. Niech R bedzie catkowitym pierscieniem idealéw gléwnych. Pokazemy najpierw, ze R jest
pierécieniem z rozktadem. W tym celu zalézmy nie wprost, ze a € R\ {Og} jest elementem nieod-
wracalnym i rozkladalnym, przy czym nie ma rozkladu na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych. Skon-
struujemy ciag idealéw Iy, Io, ... oraz ciag aq, ag, . . . elementéw pierscienia R takich, ze dla dowolnego
i € N spelnione sa warunki:

(a) a; € R\ {0} jest elementem nieodwracalnym i rozkladalnym w R,

(b) a; nie ma rozktadu na iloczyn czynnikéw nierozkladalnych,

(c) Ii = a;R,
(d) I; jest wlasciwym podzbiorem Iy,
Niech a; = a i I} = aR. Przypusémy, ze znalezliémy juz elementy aq,...,a, oraz idealy I,..., I,

czynigce zadosé warunkom (a)-(d). Niech a,, = bc bedzie rozkladem elementu a,, na czynniki nieod-
wracalne. Oczywiscie b, ¢ # 0. Poniewaz a,, nie ma rozkladu na czynniki nierozktadalne, réwniez jeden
z elementow b, ¢ nie ma takiego rozkladu. Zaldézmy, ze elementem tym jest b i przyjmijmy a,+1 = b,

Int1 = apy1R. Wtedy I, = a,R = bcR C bR = I,,41. c jest elementem nieodwracalnym, wigc
elementy a,, i b nie sa stowarzyszone. To za$ implikuje, ze idealy I,, i I,,41 sa rézne.
Niech I bedzie suma mnogosciowa idealéw Iy, I, I3, .... Nietrudno sprawdzi¢, ze I jest idealem

pierscienia R. Poniewaz R jest pierdcieniem idealéw gléwnych, istnieje element a € R taki, ze I = aR.
Wtedy jednak a € I,, dla pewnego n € Ny, skad wynika, ze I C I,,. A wiec mamy

Stad I, = I,11, sprzecznosé¢ z warunkiem (d). W ten sposéb wykazaliSmy, ze R jest pierécieniem z
rozkladem.

Zalézmy teraz, ze a,b,p € R, przy czym p jest elementem nierozkladalnym i plab. W mysl
twierdzenia 11.30, wystarczy wykazaé, ze pla lub p|b.

R jest pierécieniem ideatéw gléwnych, wiec aR+pR = cR dla pewnego ¢ € R. Ale pR = {0}+pR C
aR + pR = cR, wigc na mocy twierdzenia 11.4, ¢|p, czyli p = c¢d dla pewnego d € R. Poniewaz p jest
elementem nierozkladalnym, jeden z elementéw c, d musi by¢ odwracalny.

Jedli ¢ jest elementem odwracalnym, to 1z = cc™! € cR = aR + pR, co oznacza, ze 1 = ax + py
dla pewnych z,y € R. Stad b = abx + bpy. Z zalozenia p|ab, wiec réwniez plabx + bpy, czyli p|b.

Jesli d jest elementem odwracalnym, to ¢ = pd~'. Zatem

a=a-14+p-0€aR+pR=cR=pd 'R,
skad wynika, ze pla. [ |
Whniosek 11.32 Jesli R jest catkowitym pierscieniem ideatow glownych, to dla dowolnych dwdch

niezerowych elementow tego pierscienia istniejg: najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspdlna
wielokrotnosé.
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Twierdzenie 11.33 Zaldzmy, Ze R jest pierscieniem idealdw gldwnych i a,b € R\ {0}. Jesli d jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementow a 1 b, to istniejg u,v € R takie, Ze au + bv = d.

Dowdéd. R jest calkowitym pierécieniem idealéw gléwnych, wiec aR + bR = cR dla pewnego ¢ € R.
Pokazemy, ze cR = dR.

Z zalozenia d jest dzielnikiem elementéw a i b. Oznacza to, ze aR C dR i bR C dR (twierdzenie
11.4). Tak wiec aR+ bR C dR, czyli cR C dR.

W celu wykazania inkluzji przeciwnej, zauwazmy, ze:

a=a-14+b-0€aR+bR=cR = cla.

Podobnie pokazuje sie, ze c|b. ¢ jest wspélnym dzielnikiem elementéw a i b, za$ d ich najwigkszym
wspdlnym dzielnikiem, wiec c|d, co oznacza, ze dR C cR.

W ten sposéb wykazaliémy, ze dR = ¢cR = aR + bR. Stad wynika, ze d = d-1 € aR + bR, czyli
d = au + bv dla pewnych u,v € R. [ |

Twierdzenie 11.34 Niech R bedzie calkowitym pierScieniem ideatow gtownych. Jesli a jest ele-
mentem nierozktadalnym pierscienia R, to ideat aR jest maksymalny.

Dowdd. Niech R bedzie calkowitym pierécieniem idealéw gtéwnych, zas a jego elementem nierozktadalnym.
Ustalmy idat J pierscienia R, ktorego wlasciwym podzbiorem jest aR. Pokazemy, ze J = R.

R jest pierécieniem idealéw gléwnych, wiec J = bR dla pewnego b € R. aR C bR, wiec bla, czyli
a = bd dla pewnego d € R. aR # bR, wigc d jest elementem nieodwracalnym. Wobec nierozktadalnosci
elementu a oznacza to, ze element b jest odwracalny. Dlatego J = bR = R, co koniczy dowdd. |



Rozdzial 12

Pierscienie euklidesowe

W rozdziale 0 przedwstawiliémy algorytm Euklidesa umozliwiajacy znalezienie najwiekszego wspdlnego
dzielnika dwéch liczb catkowitych, z ktérych przynajmniej jedna nie jest zerem. W niniejszym rozdziale
omawiamy klase pierscieni, dla ktérych mozliwe jest stosowanie pewnego uogdlnienia algorytmu FEuk-
lidesa.

Definicja 12.1 Pierscien catkowity R nazywamy pierscieniem euklidesowym, jesli istnieje funkcja
N : R\ {0r} — N (zwana normg) taka, Ze

(Va € R)(Wb € R\ {0r})(3q,r € R)[a =bg+r A (N(r) < N(b) V7 = 0g)].

Element r w powyzszym wzorze nazywa sie resztg. Mowimy tez, ze R jest pierscieniem euklidesowym
wzgledem normy' N.

Przyklad 1. Pierscieni liczb catkowirych jest pierscieniem euklidesowym wzgledem normy N (z) =
|z|, mamy bowiem:

(Va € Z)(Vbe Z\ {0})(3q,r € Z)[a =bg+r Alr| < |b]].

Przyklad 2. Jesli K jest cialem, to pierscienn K[x] jest pierScieniem euklidesowym wzgledem
normy N(f) = st(f). Wynika to z wniosku 9.20, zgodnie z ktérym:

(Vf € K[z])(Vg € K[z]\ {0})(Fq, 7 € K[z]) [f = qg + 7 A (st(r) <st(g) Vr =0)].

Przyklad 3. Pierécien Gaussa Z[i| = {m+ni : m,n € Z} jest pierscieniem eklidesowym wzgledem
normy N(m + ni) = vm? + n? = |m + ni|.

Dla wykazania tego faktu, zalézmy, ze a,b € Z[i] i b # 0. Wtedy a nalezy do pewnego kwadratu
o boku dtugosci |b| i o wierzchotkach (m + ni)b, (m + 1+ ni)b, (m + (n + 1)i)b, (m + 1 + (n + 1)i)b,
gdzie m,n € Z. Odleglos¢ punktu a od jednego z wierzchotkéw tego kwadratu nie przekracza potowy
dlugosci przekatnej. Innymi stowy, istnieje element g € Z[i] taki, ze |a — bg| < % < |b|. Przyjmujac,
ze r = a — bq, otrzymujemy |r| < |b], czyli N(r) < N(b).

Jak wiemy z wniosku 9.20, jesli K jest cialem, to przy dzieleniu wielomianu f € Klz| przez
niezerowy wielomian g € K|[z], iloraz i reszta sa okreslone jednoznacznie.

1Czasmi dodatkowo zaklada sig, ze pojecie normy spelnia tzw. warunek multyplikatywnosci, tzn. N(ab) = N(a)N(b)
dla a,b € R\ {Or}

104
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Jezeli R jest pierscieniem euklidesowym wzgledem normy N, a,b € R i b # 0, to przedstawienie
elemenetu a w postaci a = bg + r, gdzie N(r) < N(b) lub r = 0 na ogét nie jest jednoznaczne.

Na przyklad w pierscieniu liczb calkowitych, ktory jest pierscieniem euklidesowym wzgledem
wartosci bezwzglednej, mamy: 17 =3 -5+ 2 = 4-54 (—3). Warto$¢ bezwzgledna kazdej z liczb
2 i —3 jest mniejsza od 5.

W pierdcieniu Gaussa Z[i] dla a = 12 + 3i oraz b = 1 + 4i otrzymujemy:

a=(1-2)b+ (3—1),

a=(1-3)b+ (—1+ 2i),

a=(2-2)b+ (2 - 3i),

a=(2-3)b+ (2 + 2i).

Oczywiscie, modul kazdej z liczb 3 — i, —1 + 24, 2 — 3i i 2 + 2i jest mniejszy od |b] = V/17.

Twierdzenie 12.2 Kaidy pierscien euklidesowy jest pierscieniem ideatow gtownych.

Dowdd. Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym wzgledem normy N, zas I jego idealem. Jesli
I = {Ogr}, to oczywiscie I jest idealem gléwnym. Zalézmy wiec, ze I # {Og} i wybierzmy w [
niezerowy element o najmniejszej normie, tzn. element a € I\ {Ogr} taki, ze N(b) > N(a) dla
dowolnego b € I\ {Or}. Pokazemy, ze I = aR.

a € I, wiec ax € R dla dowolnego x € R. To za$ oznacza, ze aR C I. W celu wykazania inkluzji
przeciwnej rozwazmy b € I\ {0}. R jest pierscieniem euklidesowym, wiec dla pewnych ¢, € R mamy:

(%) b=aq+r, przy czym (N(r) < N(a) lub r = 0).

Poniewaz a,b € I, wiec réwniez r = b—aq € I. a jest elementem ideatu I o najmniejszej normie, wiec
warunek N(r) < N(a) nie zachodzi. Na mocy (*) oznacza to, ze r = 0, czyli b = aq € aR. Oczywiscie
réwniez 0 € aR. Tak wiec I C aR. [ |

Ponizszy wniosek jest bezposrednia konsekwencja twierdzen 12.2 i 11.31.
Whniosek 12.3 Kazdy pierscien euklidesowy jest pierscieniem z jednoznacznoscig rozktadu.

7 powyzszego wniosku wynika, ze dowolna para niezerowych elementéw pierécienia euklidesowego
posiada najwiekszy wspdlny dzielnik oraz najmniejsza wspodlna wielokrotnosé. Przedstawimy teraz
metode bedaca uogdlnieniem klasycznego algorytmu Euklidesa i pozwalajaca w skoriczenie wielu
krokach znalez¢ najwiekszy wspdlny dzielnik pary niezerowych elementéw pierscienia euklidesowego.

Niech dane beda rézne od zera elementy pierécienia euklidesowego R z norma N. Istnieja wowczas
elementy ¢q1,71 € R takie, ze

a = bqy + 1, przy czym N(r;) < N(b) lub 7y = Op.

Jesli r1 = Og, to bla i element b jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem pary a,b. Jesli rq # 0, to
rozumujemy podobnie jak wyzej: istnieja elementy g2, 72 € R takie, ze

b =r1q2 + ra, przy czym N(rq) < N(rq1) lub ro = 0.

W przypadku, gdy r2 = O, najwiekszym wspolnym dzielnikiem pary a, b jest r1. Jesli natomiast ro #
O0r, wykonujemy kolejne dzielenie. Po skoriczonej liczbie krokéw postepowanie to musi sie skonczyc¢,
gdyz norma kazdej kolejnej reszty jest mniejsza od normy reszty poprzedniej, a liczb naturalnych
mniejszych od danej liczby jest skonczenie wiele. Jest oczywiste, ze postepowanie to skonczy sie,
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gdy reszta otrzymana w danym kroku bedzie réwna 0, gdyz w przeciwnym razie mogliby$my proces
przedtuzy¢ o nastepny krok. Otrzymamy w ten sposéb uklad réwnosci:
a = b(h —+ 7
b=rig2+12
Th—2 = Th—1qk + Tk
Tk—1 = Tkqk+1 + O,
gdzie ry, jest ostatnig reszta rézna od Og. Oczywiscie N(ry) = 0. Przeprowadzone postgpowanie

nazywa si¢ algorytmem Euklidesa.

Twierdzenie 12.4 Ostatnia rézna od zera reszta vy, w algorytmie Euklidesa jest najwiekszym wspolnym
dzielnikiem niezerowych elementow a i b pierscienia euklidesowego R.

Dowéd. Aby udowodnié twierdzenie, wykazemy, ze:
(a) elementy a i b sa podzielne przez ry, oraz
(b) jeslid € R, d|a i d|b, to d|r.
Przyjmijmy oznaczenia: r_1 = a, ro = b i rg41 = Og. Wtedy uktad réwnosci ze strony 106 mozna
zapisa¢ w postaci:

Th—j = Tk—j+1qk—j+2 T Tk—j+2, gdzie j € {1, N ].}

Dla dowodu warunku (a), pokazemy indukcyjnie, ze
(%)j Tlrr—;

dla j = —1,...,k+ 1. Oczywiscie 7x|rk41 (bo ri11 = Og) i rg|rg, wigc warunek (x); jest prawdziwy
dla j = —1 oraz dla j = 0. Przypusémy teraz, ze 1 < j < k+11i (x); zachodzi dla i < j. Wynika stad,
ze Tk dzieli ry_(j_9) 1 Th_(j—1). Poniewaz ry_; = rp_(j_1)qr—jy2 + Th—(j—2), TOWniez element rj_;
dzieli sig przez 1. W ten sposéb przez indukcje pokazalismy, ze (x); zachodzi dla j = —1,...,k+ 1.
W szezegblnosei r|r—1 1 r|ro, co jest rénowazne z (a).

W celu wykazania (b) zaltézmy, ze d|a i d|b. Pokazemy indukcyjnie, ze d dzieli elementy r_1,rq, ..., 7.
Z zalozenia d|r_; i d|rg. Przypusémy wiec, ze 1 < j < kid|r; dla —1 < i < j. Poniewaz

rj =Tj_2+7rj-1q;,

réwniez element r; dzieli si¢ przez d. Ostatecznie d|r, co koniczy dowdd warunku (b).
Koniunkcja warunkéw (a) i (b) oznacza, ze ry jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem elementéw

aib. [ |

Wiemy, ze kazdy pierécien euklidesowy jest pierscieniem idealéw gléwnych (twierdzenie 12.2).
Wynika stad, ze najwiekszy wspdlny dzielnik pary niezerowych elementéw a i b pierscienia euklides-
owego R jest kombinacja liniowa postaci ua + vb dla pewnych u,v € R (twierdzenie 11.33).

Do wyznaczenia wspoétczynnikéw u i v tej kombinacji wykorzystamy algorytm Euklidesa. Zalézmy
na przyklad, ze w wyniku zastosowania algorytmu Euklidesa do elementéw a, b otrzymujemy uktad
réwnosci:

a = bqy + 11
b=riga+r2
1 = Toq3 + T3
Ty = T3q4 + T4

T3 = T44s,
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w ktérym r4 jest ostatnia reszta rézna od zera, a wigc jest tez najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
elementéw a i b. Przeksztalcajac otrzymane rownosci dostajemy:
Ty = T2 —7T3qs =72 — (11— 72q3)qs = (1 + q3qa)r2 — qar1 =
(14 q3q4) (b —7192) — qar1 = —(q2 + qa + q2g3qa)r1 + (1 + q3qa)b =
—(q2 + 94 + ¢2g3q4)(a — bg1) + (1 + g3q4)b =
= —(q2 + g1 + q2q3q4)a + (1 + g3q4 + q142 + q194 + q1G2¢344)D-

Zilustrujemy teraz dzialanie algorytmu Euklidesa w pierscieniu liczb catkowitych, w pierscieniu
wielomianéw i w pierscieniu Gaussa.

Przyklad 4. Poslugujac sie algorytmem Euklidesa znajdziemy najwiekszy wspdlny dzielnik liczb
350 1 —896 w pierscieniu Z. Zauwazmy, ze:
—896 = (—3) - 350 + 154,
350 = 2-154 442,
154 = 3-42 + 28,
42 = 1-28+ 14,
28 =2-14+0.
Tak wigc 14 jest najwigkdzszym wspdlnym dzielnikiem liczb 350 i -896. Znajdziemy teraz liczby
catkowite u i v takie, ze 14 = 350u — 896wv. Z napisanych wyzej réwnosci otrzymujemy:
14 =42 —-28 =42 — (154 —3-42) =4-42 - 154 =4 - (350 — 2 - 154) — 154 =
=4-350—-9-154=4-350—9-(—896 + 3 -350) = (—9) - (—896) + (—23) - 350.

Przyklad 5. Przy pomocy algorytmu Euklidesa znajdziemy najwiekszy wspdlny dzielnik wielo-
mianéw f = 2° — 22* — 223 + 822 — Tx +2 i g = 2* — 42 + 3 przyjmujac, ze f,g € Q[z]. Wykonujac
dzielenie z reszta wielomianu f przez g otrzymujemy

f=(x—2)g+ (—22° + 122% — 18z + 8),

przy czym r = —2z3 4+ 1222 — 18z + 8 jest reszta z tego dzielenia. Poniewaz najwiekszy wspdlny
dzielnik elementéw pierdcienia Q[z] jest wyznaczony z dokladnodcia do niezerowego czynnika z ciata
Q, mozemy w nastepnym kroku algorytmu Euklidesa zamiast wielomianu 7 rozwazaé¢ wielomian
unormowany s = f%rl. Wykonujac dzielenie g przez s; otrzymujemy

g = (z+6)s; + (2722 — 5dx + 27).

W kolejnym kroku zamiast reszty mo = 2722 — 542 + 27 rozwazamy wielomian unormowany sy = %m.
Otrzymujemy s; = (z — 4)so + 0. Tak wigc wielomian 22 — 22 + 1 jest najwickszym wspdlnym
dzielnikiem wielomianéw f i g.

Teraz znajdziemy wielomiany u,v € Q[z] takie, ze 22 — 2x + 1 = uf + vg. Z przeprowadzonych
wezesniej rozwazan otrzymujemy:

P24l = sy = r = (g~ (@ O)s) = (gt o+ 6)r) =
1 1 1 1 1
= g0+ @O — (2= 2)g) = gr(a+O)f + (55— (0 +6)(x —2)g =
— L6+ (e —de + 14)g.

54 54
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Przykilad 6. Znajdziemy najwiekszy wspdlny dzielnik elementéw a = 23 + 114 oraz b = 24 — 2i
pierdcienia Gaussa Z[i]. Zauwazmy, ze
234+ 11 = 1- (24 —24) + (-1 4 137), | — 1+ 134] < |24 — 2i,
24 —2i = =2i(—1+13i) + (-2 — 43), | —2 —4i| < | —1+ 13|,
—1413i = (—2—9)(-2—4i) + (—1+30), | — 1+ 31| < | —2— 44,
—2—4i=(-14+4)(-1+3i)+0

Tak wiec najwiekszy wspolny dzielnik elementéw a i b, z dokladnoscia do czynnika odwracalnego,
wynosi —1 + 3i. Przypomnijmy, ze elementami odwracalnymi pierscienia Gaussa sa 1, —1,14, —i. Dlat-
ego d € 7Z[i] jest najwiekszym wspSlnym dzielnikiem elementéw a i b wtedy i tylko wtedy, gdy

de{-1+43i,1—3i,—3—i3+i}.



Rozdzial 13

Cialo ulamkoéw pierscienia
catkowitego

W niniejszym rozdziale pokazemy, jak wychodzac od pierscienia catkowitego R skonstruowaé pewne
cialo K, zwane cialem ulamkow tego pierscienia, majace t¢ wlasnosé, ze pierscien R zanurza si¢ w nim
izomorficznie, to znaczy istnieje monomorfizm z R w K.

Twierdzenie 13.1 Kaidy pierscien catkowity mozna zanurzyé izomorficznie w pewnym ciele.

Dowdéd. Niech (R, +, -) bedzie pier§cieniem calkowitym. W zbiorze Rx R\{0g} okreslamy nastepujaca
relacje ~:
(a, by ~ (¢,d) <= ad = be.

Tak okreslona relacja jest réwnowaznoscia. Jej zwrotnosé i symetryczno$é sa oczywiste. Pokazemy,
ze jest ona przechodnia. Zalézmy, ze (a,b) ~ (¢,d) i (¢, d) ~ (g, h). Wtedy

ad =bcich =dg.
Mnozac pierwsza rownosé przez h, a druga przez b otrzymujemy:
adh = bech i bch = bdg.

Stad adh = bdg. d # Og, za$ w pierscieniu calkowitym mozna skraca¢ przez element rézny od zera.
Dlatego ah = bg, co oznacza, ze {(a,b) ~ (g, h).
Latwo zauwazy¢, ze relacja ~ posiada nastepujaca wlasnosé:

(a, by ~ (ac,bc) dla dowolnych a € Rib,c € R\ {0g}.

Wiedzac, ze ~ jest relacja réwnowaznosci w zbiorze R x R\ {0}, mozemy okresli¢ zbidr ilorazowy
A(R) = (R x R\ {O0gr})/ ~, to znaczy zbiér wszystkich klas abstrakcji relacji ~. Klase elementu
(a,b) wzgledem relacji ~ oznacza si¢ zwykle przez [{(a, b)]~, jednak dla uproszczenia zapisu uzyjemy
oznaczenia [a, b]. Tak wiec

A(R) = {[{a,b)]~ :a,b € R,b#0r} = {[a,b] : a,b € R,b # 0r}.

W A(R) definiujemy dziatania @ i ® (zwane odpowiednio dodawaniem i mnozeniem) w nastepujacy
Sposob:
[a,b] ® [c,d] = [ad + bc, bd], [a,b] ® [¢,d] = [ac, bd].

Pokazemy najpierw, ze dzialania @ i ® sa dobrze okreslone. Jesli [a,b],[c,d] € A(R), to bid sa
niezerowymi elementami pierscienia R. Pierécienn R nie ma dzielnikéw zera, wiec bd # Og, a to oznacza,
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ze pary uporzadkowane (ad+ be, bd) oraz {(ac, bd) wyznaczaja klasy abstrakeji relacji ~. Wykazemy, ze
wynik dodawania i mnozenia w A(R) nie zalezy od wyboru reprezentantéw klas w zbiorze Rx R\{Og}.
Zalézmy, ze [a,b] = [a/,V'] 1 [c,d] = [¢,d']. Wtedy (a,b) ~ {(a/,V') i (c,d) ~ (¢, d'), czyli al/ = a’b i
cd’ = c'd. Ponadto bd i b'd’ sa elementami niezerowymi. Stad:

4, @ [e,d] = [ad + be, bd] = [adb'd’ + bebd', bdb'd'] =
— [ddbd + bV d,bdb d] = [dd + ¢d V] = [, V] & [, ).
Podobnie
[a,b] ® [c,d] = [ac,bd] = [ac/d’,bdV'd'] = [a'¢'bd,bdb'd'] = [a'd b/ d'] = [/, 0] © [, d'].

Dalej udowodnimy, ze A(R) jest cialem wzgledem dzialan @ i ©®. Wykazemy po pierwsze, ze
(A(R), @) jest grupa abelowa.
Istotnie, dziatanie & jest taczne:

([a,b] & [c,d]) ® [g, h] = [ad + be, bd] & [g, k] = [adh + beh 4 bdg, bdh],
[a,b] ® ([c,d] @ [g,h]) = [a,b] ® [ch + dg,dh] = [adh + bch + bdg, bdh)

1 przemienne:

[a,b] @ [c,d] = [ad + be,bd] = [cb + da, db] = [c,d] & [a, b].

Elementem neutralnym dzialania @ jest klasa [Og, 1g], za$ elementem odwrotnym do klasy [a,b]
wzgledem dzialania @ klasa [—a, b]:

[a,b] D [OR,lR} = [a- 1p+b-0g,a- lR] = [a,b],
[a,0] ® [~a,b] = [ab+ b(—a),b*] = [0r,b*] = [Or, 1&].

Dzialanie ® jest taczne:

([a,0] ® [e,d]) @ [g,h] = [ac,bd] ® [g,h] = [acg, bdh] = [a,b] © [cg,dh] =
= [a,0] ® ([e,d] © [g, h])

i przemienne:
[a,b] © [¢,d] = [ac, bd] = [ca, db] = [¢,d] © [a, b].

Elementem neutralnym wzgledem ® jest klasa [1g, 1g]:
[a,0] ® [1g,1g]) = [a - 1Rr,b- 1R] = [a,b].
Jesli [a, b] # [0,1], to ab # Or i elementem odwrotnym do klasy [a,b] jest klasa [b, a:
[a,b] ® [b,a] = [ab,ba] = [1g, 1R].
Dziatanie ® jest rozdzielne wzgledem &¢. Z jednej bowiem strony:
[a,b] ® ([e,d] @ [g, h]) = [a,b] © [ch + dg,dh] = [ach + adg, bdh],
z drugiej za$:

([a,b] ® [c,d]) @ ([a,b] ® [g,h]) = [ac, bd] & [ag, bh] = [acbh + bdag, bdbh] =
= [(ach + adg)b, (bdh)b] = [ach + adg, bdh].

Zero i jedno$¢ pierécienia R sg rézne, wiec (Ogr,1gr) # (1g, 1g), co oznacza, ze [Or, 1g] # [1r, 1r].
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W ten spos6b udowodnilidmy, ze (A(R), ®, ®) jest cialem. Wykazemy teraz, Ze istnieje monomor-
fizm ¢ z pierscienia R w cialo A(R).
Odwzorowanie ¢ : R — A(R) okredlimy nastepujaco:

v(a) =[a,1gr] dla a € R.
o jest funkcja réznowartosciowa, gdyz dla dowolnych a,b € R mamy:
o(a) = ¢(b) = [a,1g] = [b,1r] = {(a,1r) ~ (b,1g) = a-1g=1g b= a =0D.
 jest homomorfizmem pierscieni, poniewaz,

p(a+0b) = la+b,1r] = [a,1r] & [b,1r] = p(a) & p(b)
p(ab) = [ab,1r] = [a,1r] © [b, 1r] = ¥(a) © ©(b)

dla dowolnych a,b € R. [ |

Skonstruowane w dowodzie twierdzenia 13.1 cialo zwane jest ciatem utamkdéw pierscienia catkowitego
R. Elementy ciala ulamkéw, tzn. klasy [a,b], zapisuje si¢ zwykle w postaci § i nazywa utamkami.

Zgodnie z okresleniem dzialani w ciele A(R), utamki dodaje si¢ i mnozy wedlug wzoréw:

a ¢ ab+bc a ¢ ac

0947 Td b d W

Pierscienn R zanurza si¢ izomorficznie w cialo A(R). Jego obrazem izomorficznym jest zbiér R’ =
{% ta € R}. R' zazwyczaj identyfikuje si¢ z R zapisujac dowolny utamek § € R’ po prostu jako a.
Dla oznaczenia dzialan w ciele utamkéw uzywa sie symboli dodawania i mnozenia w R. Nie prowadzi
to do nieporozumien.

W niniejszym opracowaniu traktujemy pierscienn Z i cialo Q jako znane twory. Natomiast w
arytmetyce teoretycznej cialo liczb wymiernych definiuje sie jako cialo ulamkéw pierscienia liczb
catkowitych. Wiecej informacji na ten temat mozna znalezé na przyktad w ksiazce A. Grzegorczyka
pt. Zarys arytmetyki teoretyczne;.

Niech R bedzie pierécieniem catkowitym. Wéwcezas pierscien wielomiandéw R[xz] tez jest pierscieniem
calkowitym. Jego cialo utamkdéw oznaczamy przez R(x) i nazywamy ciatem wyrazen wymiernych (lub
ciatem funkcji wymiernych, mimo, ze nie traktujemy elementéw tego ciata jako funkcji). Wyrazenia
wymierne maja wiec postac:
f_ao+...+azz”

g  bo+...+byam’

gdzie g =bg + ... + bp,x™ jest wielomianem niezerowym.

Przyklad 1. Zdefiniujmy w zbiorze Zg x Zg \ {0} relacje ~ tak jak to uczyniliémy przy konstrukeji
ciala utamkéw:
(a, by ~ (¢,dy = ad = be.

Jak latwo sprawdzi¢, relacja ta jest zwrotna oraz symetryczna, ale nie jest przechodnia. Wynika stad,
ze dla pierécienia (Zg, +¢, ') nie mozna skonstruowaé ciata utamkdéw.



Rozdzial 14

Cialo algebraicznie domkniete

W niniejszym rozdziale wprowadzamy pojecia ciata algebraicznie domknietego i omawiamy jeden z
najwazniejszych przykladow takiego ciata — cialo liczb zespolonych.
Ponizej pokazujemy, ze kazde cialo posiada rozszerzenie bedace cialem algebraicznie domknigtym.

Lemat 14.1 Niech K bedzie ciatem, zas f € K[x] wielomianem nierozktadalnym stopnia > 1. Wiedy
istnieje ciato L bedgce rozszerzeniem ciata K takie, Ze wielomian f ma pierwiastek w L.

Dowdéd. oznaczmy przez I ideal pierécienia K [z] generowany przez wielomian f. K|[z] jest catkowitym
pierscieniem idealow glownych, wigc wobec twierdzenia 11.34, ideal I jest maksymalny. Na mocy
twierdzenia 10.6, pierscieni ilorazowy K[z]/I jest cialem. Jak latwo zauwazyé¢, odwzorowanie ¢ :
K — K|[z]/I okreSlone wzorem ¢(a) = a + I jest homomorfizmem pierscieni. ¢ jest ponadto
réznowartos$ciowe, albowiem dla dowolnych a,b € K mamy:

pla)=pb) =a+I=b+I=a-bel= fla—b=a=h.

Ostatnia implikacja wynika stad, ze st(f) > 1.

Rozwazmy teraz zbiér L = KUX, gdzie X jest pewnym zbiorem roztacznym z K oraz réwnolicznym
ze zbiorem (K[x]/I)\ Im(yp). Niech ponadto G : L — K|[z]/I bedzie bijekcja taka, ze G(x) = ¢(z)
dla x € K. W L definiujemy dziatania:

a®b =G YG(a) + G(b)),
a®b =G YG(a)-G(D)),
przy czym + i - oznaczaja dodawanie i mnozenie (odpowiednio) w ciele K[z]/I. Nietrudno pokazaé,
ze (L, ®,®) jest cialem izomorficznym z K|[x]/I, zaé K jest podciatem ciata L. Ponadto G i G~! sa
izomorfizmami cial.
Na koniec pokazemy, ze a = G~ 1(z + I) € L jest pierwiastkiem wielomianu f.
fla) = fF(GHaz+D)=a+aG  z+I)+... +a, ]Gz + D" =
= G Y G(ap)) + GHG(ar))G @+ I)+...+ G HG(a,))[G  (z+ )" =
=G (ao+ D+ (e +D+D+...+(a, + D"+ 1)) =
=G YNag+azr+.. .. da"+ ) =G (f+I)=GH0+1)=0.
|

Uzywajac powyzszego lematu mozna dowie$¢ nastepujacy lemat.

Lemat 14.2 Niech K bedzie cialem. Wtedy istnieje ciato L bedgce rozszerzeniem ciata K takie, ze
kazdy wielomian f € Klx] ma pierwiastek w L.
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Lemat 14.3 Niech K bedzie ciatem. Wtedy istnieje ciato L bedgce rozszerzeniem ciata K takie, Ze
kazdy wielomian f € L[x] ma pierwiastek w L.
Dowéd. Definiujemy indukcyjnie ciag cial: Ko, K1, Ko, ... :

Ky =K,

K, 11: rozszerzenie ciala K, takie, ze kazdy wielomian f € K, [z] ma pierwiastek w K, 41.

oo
W ten sposéb K; jest podcialem ciala K; dla i < j. Niech L = |J K.

W zbiorze L definiujemy dzialania dodawania i mnozenia: Jesli za,(l)) € L, to a,b € K, dla pewnego
n € N1i przyjmujemy a @b=a+bia®b=a-b, gdzie + i - oznaczaja dodawanie w K,,. Poniewaz
K; jest podcialem ciala K; dla i < j, okreSlenie dzialan @ i ® nie zalezy od wyboru n. Nietrudno
sprawdzié, ze (L, ®,®) jest cialem, zas K jego podcialem.

Niech teraz f € L[x] bedzie wielomianem stopnia > 1. Poniewaz wielomian f posiada skoriczenie
wiele wspélezynnikéw i L jest suma wstepujaca ciat Ko, K1, Ks, . . ., istnieje n € N takie, ze f € K, [x].
Jak wiemy, f ma woéwczas pierwiastek w K, 11, a to oznacza, ze ma pierwiastek w L. [ |

Definicja 14.4 Ciato K nazywamy algebraicznie domknietym, jesli dowolny wielomian f € K|[x]
stopnia > 1 ma pierwiastek w K.

Whniosek 14.5 Kazde cialo posiada rozszerzenie bedgce ciatem algebraicznie domknietym.

Twierdzenie 14.6 Dowolne ciato algebraicznie domkniete jest nieskoriczone.

Dowdd. Niech K bedzie cialem skoniczonym. Rozwazmy wielomian
f=@—a1) ...-(x —ap) + 1k,

gdzie aq, ..., a, sa wszystkimi elementami ciata K. Wtedy f(a) = 1 # 0k dla dowolnego a € K, co
oznacza, ze wielomian f nie ma pierwiastka w ciele K.

Nietrudno zauwazy¢, ze ciala Q i R nie sa algebraicznie domkniete. Wynika to z faktu, iz wielomian
22 + 1 nie ma pierwiastka w zadnym z nich. Ponizej udowodnimy, ze cialo liczb zespolonych jest
algebraicznie domkniete.

Lemat 14.7 Jesli f = ana™ + ...+ a1z + ag € Clz] jest wielomianem stopnia n > 1 oraz A > 0, to
istnieje r > 0 takie, Ze

(Vz € C)(|z] >r = |f(2)] > A).

Dowdéd. Wybierzmy liczbe rzeczywista r > 0 taka, ze

2A &
r>1,r>-— orazr >2n n—k dlak=1,...,n.
|an| an
Wtedy dla |z| > r oraz k € {1,...,n} mamy:
An—f 1 Ap—k 1 Ap—k 1 < 1
an |1zIF = | an |7 7| an |7 T 20’
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Uzywajac tej zaleznosci dla |z| > r otrzymujemy:

Ap—1 ay an
= "1 i i — >
1O = fann (142 )
_ 1 1 1
Z|an|'|z|"(1— | 1 _fa| L _|a )z
n |Z| QA |Z|n7 Qn |Z|n
1 1 1 1
> |ag|r™ 1—%—...—% :§\an\rnz§|an|r>A
—_—
nrazy

Ponizszy lemat powinien byé¢ znany Czytelnikowi z kursu analizy matematyczne;j.
Lemat 14.8 Dla liczby rzeczywistej dodatniej v definiujemy
By ={(z,y) eR*: 2® +y* <1}

(koto domkniete o Srodku (0,0) i promieniu r). Jesli g : B, — R jest funkcjg cigglq, to istnieje para
(x0,Y0) € B, taka, ze
x = inf ).
9(z0,%0) <%Iy)eBrg( +Y)
7 lematu 14.8 natychmiast wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 14.9 Niech v > 04 D, = {z € C: |z| < r}. Jesli f € Clx], to istnieje liczba zespolona
zo € B taka, Ze

£(z0)] = inf [£(:)]

Lemat 14.10 Niech f = a,a™ + ... + a1 + ag € Clz] bedzie wielomianem stopnia n > 1, za$ zg
liczbg zespolong, ktora nie jest pierwiastkiem f. Wtedy istnieje h € C takie, ze |f(zo + h)| < |f(20)].

Dowdéd. Istnieja by, by, ...,b, € C takie, ze
flzo+h)=an(z0o+h)"+...+a1(z0+h)+ao=bh" +...+bh+by dla h € C.

Stad wynika, ze by = f(z0) # 01b, = a,, # 0. Zatem wéréd wspdlczynnikéw by, . .., b, jest co najmniej
jeden rézny od zera. Niech by oznacza pierwszy z nich. Tak wiec f(zo + h) = by + bph* + ... + b, h"™.

Niech ¢ = —Z‘;“Z’;I. Ustalmy liczbe a € C taka, ze of

bedzie dowolna liczba rzeczywista dodatnia taka, ze:

b
o<1, Q<%i(gdyk<n)g

= c. |¢| =1, wiec réwniez |a| = 1. Niech o

|b|
< )
|brt1| + ..+ |bn]

Przyjmijmy ponadto, ze h = pa. Wtedy

broFe

wmwmﬂzwwmw%ﬂzmyb+

b, )
= |bo - (1 - Qka') = |bo| — o*|by|.

|bx|
= |bo| - |1 — oF 2
ol ’ [bo]

Jesli k =n, to
£ (20 + B)| = [bo + bih"| = |bo| — 0" [bk| < |bo| = | f(20)]-
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W przypadku, gdy k < n, mamy:
L R L I LT B e e A B Y e o e e (T TR
b1 @+ [bnf0™ < M (b - [ba]) < 0" (il

Zatem

|f(20 + h)| = |bo + brh* + ...+ b, h"| < |bo + bph®| + by BT 4+, R" <
< ([bo| — |br|@") + |br| 0" = [bo| = |f(z0)].

Twierdzenie 14.11 (Zasadnicze twierdzenie algebry) (C,+,-) jest ciatem algebraicznie domknietym.

Dowéd. Zalézmy nie wprost, ze cialo (C,+,-) nie jest algebraicznie domkniete. Wtedy istnieje

wielomian f € Clz] stopnia przynajmniej 1 nie majacy pierwiastka w C. Niech A =1 + incfc [f(2)].
z€E

Tak wigc |A| > 1. Na mocy lematu 14.7 istnieje r > 0 takie, ze
(V2 € C)(|z| > r = |f(2)| > A).

Zatem
inf |f(2)| = inf |f(2)].

|z|<r

Na mocy wniosku 14.9 istnieje zo € C takie, ze |zo| < r i
= inf = inf .
£ (20)] Jnf |f(2)] = inf |£(2)]

Z zalozenia f(z9) # 0, zatem wobec lematu 14.10 istnieje h € C takie, ze |f(z0 + k)| < |f(20)]. To zas
oznacza, ze

nf ()] < 1 (z0)l.

Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd. |



Rozdzial 15

Ciala skonczone

W rozdziale siddmym wykazaliSmy, ze jesli p jest liczba pierwsza, to (Zy, 4+, p) jest cialem (przyklad
16, strona 62). Ponadto podali$émy przyklad ciala czteroelementowego (przyktad 17, strona 63).
Ponizej udowodnimy, ze liczba elementéw dowolnego ciala skoriczonego jest potega liczby pierwszej.

Lemat 15.1 Jesli K jest ciatem skonczonym, to jego charakterystyka jest liczbg pierwszg.

Dowdéd. Niech K bedzie cialem skoniczonym. Wiemy juz, ze charakterystyka dowolnego ciala wynosi
0 lub jest liczba pierwsza (wniosek 7.19). Wystarczy zatem wykazaé, ze x(K) # 0.
Skoniczonos¢ ciata K implikuje, ze istnieja liczby naturalne dodatnie m i n takie, ze 1 <m <n i

lg+...+1g=1g+...+ 1.

m Trazy n razy

Stad za$ na mocy prawa skracan wynika, ze

lg+...+1g =0k.
—_——

n—m razy
Tak wiec x(K) # 0. |

Twierdzenie 15.2 Jesli K jest ciatem skoriczonym o charakterystyce p (p jest liczbg pierwszg), to
|K| =p™ dla pewnej liczby naturalnej dodatniej n.

Dowéd. Zalézmy, ze K jest cialem skonczonym o charakterystyce p. Wtedy

L:{1K71K+1K7---,1K+---+1K}
—_———

p razy

jest podciatem ciala K, a wiec K jest przestrzenia liniowa nad L. Niech {x1,...,x,} bedzie baza tej
przestrzeni liniowej. Kazdy element x € K mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci kombinacji
liniowej elementéw x1,...,2,:

=011+ ...+ QpTy,

gdzie aq,...,a, € L. Poniewaz kazdy wspdlczynnik powyzszej kombinacji mozemy wybraé¢ na p
sposobdw, istnieje doktadnie p™ kombinacji liniowych elementéw x1, ..., x, o wspolczynnikach z ciala
L. Tak wiec liczba elementéw ciata K wynosi p™. [ |

Twierdzenie 15.3 Grupa multyplikatywna dowolnego ciata skoriczonego jest cykliczna.
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Dowéd. Niech K bedzie cialem skoriczonym. Jego grupa multyplikatywna, (K \ {Ox},-), jest
skoniczona grupa abelowa, a wiec na mocy wniosku 6.12 jest suma prosta skoniczenie wielu grup cyk-
licznych. Zalézmy nie wprost, ze grupa ta nie jest cykliczna. Wéwczas zawiera ona pewna podgrupe
H izomorficzng z Z, & Z, (twierdzenie 6.13), gdzie p jest liczba pierwsza. Nietrudno sprawdzié, ze
kazdy niezerowy element grupy Z, & Z,, ma rzad réwny p. Poniewaz Z, & Z, = (H,-) < (K \ {0k}, "),
kazdy element grupy (H,-) rézny od 1 ma rzad réwny p. To za$ oznacza, ze wielomian f = zP — 1
ma w ciele K przynajmniej p? pierwiastkéw. Jak wiemy z twierdzenia 9.12, niezerowy wielomian o
wspolczynnikach z ciala K nie moze mie¢ w tym ciele wiecej pierwiastéw niz wynosi jego stopien.
Otrzymana sprzecznos¢ koriczy dowdd.

Whiosek 15.4 Jesli p jest liczbg pierwszq, to grupy (Z, \ {0}, ) i (Zp—1,+p—1) sq izomorficzne.

Dowdéd. Niech p bedzie liczba pierwsza. Z twierdzenia 15.3 wynika, ze grupa (Z, \ {0},-,) jest
cykliczna. Na mocy twierdzenia 6.5 jest ona izomorficzna z grupa (Zy—1,+p—1). |

Twierdzenie 15.5 Niech p bedzie liczbg pierwszq . Jesli K jest ciatem skoriczonym o charakterystyce
p, to odwzorowanie f : K — K okreslone wzorem f(x) = zP jest automorfizmem ciata K. Automor-
fizm ten nazywamy automorfizmem Frobeniusa'.

Dowdéd. Niech K bedzie cialem skoriczonym o charakterystyce p i niech f(z) = 2P dla z € K. Na
mocy twierdzenia 7.15 mamy: f(z+vy) = (x+y)? = 2P +y? = f(x)+ f(y). Ponadto f(zy) = (zy)? =
2PyP = f(x) f(y). Tak wiec f jest homomorfizmem.

Pokazemy teraz, ze f jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Zaldézmy, ze x iy sa takimi elemen-
tami ciata K, dla ktérych f(z) = f(y). Wtedy 0 = f(z)— f(y) = f(x—y), co oznacza, ze (x —y)? = 0.
Poniewaz cialo nie posiada dzielnikéw zera, dostajemy stad x —y = 0, czyli * = y. Dowiedlismy w
ten sposéb, ze f jest odwzorowaniem réznowartosciowym. Poniewaz K jest zbiorem skonczonym, f
jest tez surjekcja. Zatem f jest automorfizmem ciala K.

Ponizsze dwa twierdzenia wraz z twierdzeniem 15.2 pozwalaja na sklasyfikowanie wszystkich ciat
skonczonych.

Twierdzenie 15.6 Jesli n > 1 jest potegq liczby pierwszej, to istnieje ciato n-elementowe.

Twierdzenie 15.7 KaZde dwa ciata skoriczone o tej samej liczbie elementéow sq izomorficzne.

LC. Frobenius (1849-1917), matematyk niemiecki



Spis oznaczen

N zbior liczb naturalnych

N, zbiér liczb naturalnych dodatnich

s(n) nastepnik liczby naturalnej n

Z zbior liczb catkowitych

Q zbidr liczb wymiernych

Q4 zbior liczb wymiernych dodatnich

R zbior liczb rzeczywistych

R4 zbior liczb rzeczywistych dodatnich

C zbidr liczb zespolonych

|z modut liczby zespolonej z

NWD najwiekszy wspolny dzielnik

NWW najmniejsza wspélna wielokrotnosé

alb a dzieli b

m mod n reszta z dzielenia liczby m przez n

+n,n dodawanie i mnozenie modulo n

a = b(mod n) a przystaje do b modulo n

| X| moc (liczba elementéw) zbioru X

P(X) zbiér podzbioréw zbioru X

{a, b) para uporzadkowana

(ag,a1,...an) ciag elementow

A réznica symetryczna zbiorow

Idx odwzorowanie identycznosciowe w zbiorze X
y¥X zbiér funkcji odwzorowujacych X w Y

eq element neutralny w grupie G

a” ! element odwrotny do a

/S /e grupa reszt modulo n

Cn grupa cykliczna rzedu n

M xn(R) Zbiér macierzy wymiaru m X n o wyrazach z R
GL(n,R) Zbiér macierzy nieosobliwych wymiaru n X n o wyrazach z R
SL(n,R) Zbiér macierzy wymiaru n X n o wyrazach z R i wyznaczniku 1
Ky grupa czworkowa Kleina

Qs grupa kwaternionow

D, grupa izometrii wlasnych n-kata foremnego
G(n) {ke{0,....,n—1}: NWD(k,n) =1}

o(n) funkcja Eulera

G®H,R®S suma prosta grup, pierscieni

(aty...,ax) cykl dtugosci k

(4, 4) transpozycja zamieniajaca miejscami liczby ¢, j
Sn grupa permutacji zbioru {1,...,n}

Sx grupa permutacji niepustego zbioru X
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H<G

H«G

aH

Ha

(Aa

Or,1r

Ker(f)

Im(f)

Aut(G), Aut(R)
G/H,R/I

Zna (Zn> +n, n)
Z[i]

Fp

U(R)

I<R

I1+J

I-J

I1:J

rad(7)

aR, (a)
a+1

R[]

R[xla s 7xn]
fl, f”, f(n)

ROZDZIAL 15. CIALA SKONCZONE

H jest podgrupa grupy G

H jest dzielnikiem normalnym grupy G

warstwa lewostronna podgrupy H zawierajaca element a
warstwa prawostronna podgrupy H zawierajaca element a
podgrupa generowana przez zbiér A w grupie G
zero i jednosé¢ pierscienia R

jadro homomorfizmu f (grup, pierscieni)

obraz homomorfizmu f (grup pierscieni)

grupa automorfizméw grupy G, pierscienia R
grupa ilorazowa, pierécien ilorazowy

relacja izomorfizmu

pierscien reszt modulo n

pierscien Gaussa

cialo (Zp, +p, p)

zbiér elementéw odwracalnych pierécienia R

I jest idealem piersécienia R

suma idealéw

iloczyn ideatéow

iloraz idealow

radykat idatu 1

ideal generowany przez a w pierscieniu R
warstwa ideatu I zawierajaca element a

pierscienn wielomianéw jednej zniennej nad R
pierscienn wielomianéw n zmiennych nad R
pochodne wielomianu lub funkcji f rzedéw 1,2,n
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Indeks

algorytm Euklidesa, 6, 106 permutacji, 18, 24, 28
automorfizm przeksztalcen, 20
grup, 42
pierscieni, 71 homomorfizm
grup, 42
ciato pierscieni, 71
algbraicznie domkniete, 113
kwaternionéw (Hamiltona), 63 ideat, 65
nieprzemienne, 63 gléwny, 66
przemienne, 62 maksymalny, 68
utamkéw, 109 pierwszy, 67
cykl, 29 zerowy, 66
iloczyn ideatéw, 69
dziatanie, 10 iloraz idealéw, 69
taczne, 12 inwersja w permutacji, 33
jednoargumentowe, 10 izomorfizm
przemienne, 12 grup, 42

rozdzielne wzgledem dzialania, 13
wieloargumentowe, 10
dzielnik normalny, 41

jadro homomorfizmu
grup, 44
pierécieni, 72

element
neutralny (obustronny), 15
neutralny lewostronny, 15
neutralny prawostronny, 15
odwrotny, 16

elementy
sprzezone, 37
stowarzyszone, 94

krotno$¢ pierwiastka wielomianu, 77
kryterium Eisensteina, 85

male twierdzenie Fermata, 41
monomorfizm

grup, 42

pierscieni, 71

endomorfizm najmniejsza wspélna wielof=krotnosé, 100
grup, 42 najwiekszy wspélny dzielnik, 98
pierscieni, 71

epimorfizm obraz homomorfizmu
grup, 42 grup, 44
pierscieni, 71 pierécieni, 72

grupa, 20 permutacja
abelowa, 20 cykliczna, 29
adytywna pierscienia, 55 nieparzysta, 33
cykliczna, 51 parzysta, 33
ilorazowa, 47 pierwiastek wielomianu, 76
izometrii wlasnych tréjkata réwnobocznego, pierscien, 55

24 catkowity, 61
kwaternionéw, 23 euklidesowy, 104
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INDEKS 121

ideatéw gléwnych, 67
ilorazowy, 89
przemienny, 55
wielomianéw, 74
z jednoznaczno$cia rozkladu, 96
z jednos$cia, 55
z rozktadem, 96
podciato, 64
podgrupa, 35
podpierscien, 64
polgrupa, 18

radykal ideatu, 70
redukcja réwnania wedlug modulu m, 87
relacja pdzielnosci w pierscieniu catkowitym, 94
rozklady stowarzyszone, 96
rozszerzenie

cial, 64

pierscieni, 64
rzad

elementu w grupie, 27

grupy, 21

struktura I rzedu, 18
suma idealéw, 69
system
algebraiczny, 18
relacyjny, 18

tabelka dzialania, 11
transpozycja, 29
twierdzenie
Bézouta, 76
chinskie o resztach, 7
Lagrange’a, 39
Wilsona, 88

warstwa

podgrupy, 37
wartosé wielomianu, 76
wzory Viety, 82

zasadnicze twierdzenie algebry, 115
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