Egzamin wstepny na studia doktoranckie - czerwiec 2010 - IM UWr.

1. Niech f:[0,1]N — R bedzie ciaglta i niech A; O Ay D A3z D ... beda
domknietymi podzbiorami [0, 1]V, Pokaz, ze f[), 4] = (), flA:]-

2. Podziel zbioér liczb niewymiernych na dwa zbiory, kazdy zamkniety
na dodawanie.

3. Oblicz wielomian charakterystyczny macierzy {14(—1)""7}1<; j<2010-

4. Zalozmy, ze wektory vy, ..., v w C" maja wspotrzedne wymierne.
Niech w bedzie liniowa kombinacja tych wektoréow o zespolonych wspoétezyn-
nikach. Pokaz, ze je$li w ma wspotrzedne wymierne to w mozna przed-
stawi¢ jako liniowg kombinacje wektorow vy, . . ., vx, w ktorej wspotezyn-
niki sa wymierne.

5. Niech metryka na X = [0, 1] x [0, 1] bedzie zadana wzorem

d((x1,m2), (Y1.42)) = V(21— 11)? + (22 — 1)

Niech f: X — X bedzie nieskracajace, tzn. dla kazdej pary x,y € X
zachodzi d(f(x), f(y)) > d(z,y). Pokaz, ze f jest izometria.

6. Nieujemna mierzalna w sensie Lebesgue’a funkcja f(z) spetnia
/af( )d /a ! d 1
r)dr = | ——dx =1.
J | ¥

a) Pokazac, ze a < 1.
b) Udowodni¢, ze funkcja In f(x) jest catkowalna na przedziale [0, a.

¢) Wykaz nier6wnosci
alna < /lnf(x) dr < —alna.

0

7. Funkcje f(2) i g(2) sa holomorficzne w plaszczyznie zespolonej C
oraz

[f(2)] < 1g(2)]-

Pokaza¢, ze f(z) = cg(z) dla pewnej stalej c .



8. Niech {W(t) : ¢ > 0} bedzie procesem stochastycznym o nieza-
leznych, stacjonarnych przyrostach takich, ze EW (t) = 0, EW?(t) = t.
a) Znalez¢ rozktad graniczny, gdy t — oo,
Wi(t)
tCl{

w zaleznosci od parametru « € [1/2,1].

b) Dla ¢ > 0, niech {W.(t) := W (c?*t)/c: t > 0}. Zalozmy dodatkowo,
ze dla kazdego ¢ > 0 mamy

{W.(t) : t >0} =q {W(t) : t > 0}.
Wykazac, ze {W(t) : t > 0} jest ruchem Browna.

9. Niech Xi, X5, ... bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozkladzie P(X; =e) = P(X; =¢?) =1/2dlak = 1,2, ....

a) Zbadaé zbieznos¢
1

n X
(=)
k=1

b) Dla jakiego parametru a € R ciag
n Ziz\/ﬁl X
H ean

zbiega, gdy n — oo, wedhug rozktadu do pewnego niezdegenerowanego
rozkladu probabilistycznego. Jaki jest to rozktad?

gdy n — oo.

10. Na podstawie jednej obserwacji X weryfikuje sie hipoteze { H:
X ma rozktad normalny N(0,1)} przeciwko hipotezie alternatywnej
{K: X ma rozktad Laplace’a o gestoéci e~1*1 /2, = € R}. Skonstruowac
najmocniejszy test na poziomie istotnosci a € (0, 1).



