STUDIUM DOKTORANCKIE INSTYTUTU MATEMATYCZNEGO UWR
EGZAMIN WSTEPNY 21 WRZESNIA 2007 R.

Zadanie 1. Dla liczb o > 0 rozwazamy szereg
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1(a) Dla jakich wartosci « szereg jest zbiezny 7

1(b) Dla jakich wartosci parametru « szereg jest bezwzglednie zbiezny 7

Zadanie 2. Funkcja f(x,y) ma ciagte pochodne czastkowe. Wiadomo, ze f(0,0) = 0 oraz
IV f(z,y)|| <1w kole 2% + y* < 5, gdzie ||(v,u)|| = Vu2 + v2. Udowodnié, ze

f(2,1) < V5.

W tym celu mozna rozwazy¢ funkcje g(t) = f(2t,1).

Zadanie 3. Dowolny trojkat ostrokatny o réznych bokach moze postuzy¢ jako siatka czworo-
Scianu, jezeli narysuje sie w nim trzy odcinki tgczgce parami $rodki bokéw. Otrzymany
czworoscian jest dos¢ specyficzny: ma wszystkie $ciany przystajace.

3(a) Ile element6éw liczy sobie grupa izometrii wtasnych takiego czworo$cianu?
3(b) Co to za grupa?

Zadanie 4. Niech M bedzie macierza nxn o wyrazach wymiernych, ktorej wielomian charak-
terystyczny jest nierozktadalny nad Q. Niech A bedzie podalgebra M,,«,,(Q) generowana
przez M. Wykazac, ze:

4(a) macierz identycznosciowa nalezy do A;
4(b) A jest ciatem.

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie podgrupy indeksu 2 w grupie S,, permutacji n elementéw.

Zadanie 6. Niech f : X — Y bedzie przeksztatceniem cigglym przestrzeni zwartych me-
trycznych X i Y. Udowodnié, ze jesli zbiory A1 D As O ... sa domknigte w X to

N4l = 714

Czy istotne jest zalozenie
6(a) ciagtosci funkcji f7
6(b) domknietosci zbioréw A,, ?

Zadanie 7. Niech F bedzie rodzing podzbioréw domknietych ptaszczyzny euklidesowej, i
niech F, oznacza rodzine wszystkich tych zbioréw, ktore sa sumami przeliczalnie wielu
zbiorow z F. Znalez¢ moce obu rodzin. Zaproponowac¢ uogoélnienia uzyskanych wynikéw.



Zadanie 8. W zadaniach 8b-8d {X,,,n > 1} jest ciagiem wzajemnie niezaleznych zmiennych
losowych.

8(a) Sformutowaé definicje zbieznosci z prawdopodobienstwem jeden i wedlug prawdo-
podobienstwa szeregu > 7 ; X,, zmiennych losowych X,,.

8(b) Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci szeregu Yo7, Y, gdy

iP(w X (@) £ Ya(w)) < oo,

oraz y -2, X, jest zbiezny z prawdopodobienistwem jeden?

8(c) Co mozna powiedzie¢ o zbieznosci szeregu > oo | X,,, gdy X,, maja rozklad normal-
ny ze $rednig zero i wariancja o2, odpowiednio?

8(d) Co mozna powiedzie¢ o rozktadzie szeregu > .°° | X,,, w sytuacji zadania 8(c)?

Zadanie 9. Zmienne losowe X i Y sg niezalezne i maja rozktad jednostajny na odcinku
(—b,b), gdzie b > 4. Obliczy¢ prawdopodobienstwo p(b), ze réwnanie

L+ Xt+Y =0

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste. Obliczy¢ granice limy, o p(b).

Zadanie 10. Niech X = (X, X5,..., X,,)T, n > 2, bedzie préba z rozktadu F € F, gdzie F
jest rodzing rozkladéw ze skonczong wariancjg o? > 0. Wyznaczy¢ estymatory nieob-
cigzone z jednostajnie minimalng wariancjg dla parametru o2, gdy:

10(a) F jest rodzina rozktadéw zero-jedynkowych b(1,p), p € (0,1);
10(b) F jest rodzina rozktadéw Poissona w(A), A > 0.

Odpowiedzi uzasadni¢.



