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Zadanie 1. Funkcja f : R? — R jest klasy C? oraz

f(0,0) = f(0,1) = f(1,0) = f(1,1).
Udowodnié, ze istnieje punkt (zo,yo) taki, ze

92 f
aTay(xo,yo) =0.

Zadanie 2. Wykazac, ze funkcja

@)=Y

= a?+n?
ma granice, gdy x — +00 i obliczy¢ wartos$¢ tej granicy.

WSKAZOWKA: Poréwnaé z odpowiednig catka.

Zadanie 3.

3(a) Udowodni¢, ze wsréd domknietych két zawierajacych ustalony ograniczony pod-
zbior plaszezyzny istnieje doktadnie jedno, majace najmniejszy mozliwy promien.

3(b) Udowodni¢, ze jesli grupa G jest podgrupa grupy izometrii ptaszczyzny, to albo
istnieje punkt ptaszczyzny staty dla wszystkich elementow G, albo tez istnieje punkt
plaszczyzny p, ktorego orbita {g(p) : ¢ € G} jest nieograniczona.

Zadanie 4. Zat6ézmy, ze kazda zespolona wartos¢ wlasna z rzeczywistej macierzy A rozmiaru
2 x 2 spetnia warunek sin z = cos z. Ustali¢, czy wynika stad, ze sin(A) = cos(A).

UWAGA: sin(A) = A — A3/3! + A% /5! — ...

Zadanie 5. Niech G bedzie grupa skonczenie generowalng.

5(a) Udowodni¢, ze jesli H jest podgrupa G indeksu 100, to istnieje taki homomorfizm
© : G — S, ze ker(p) C H.

5(b) Udowodnié, ze grupa G ma skorniczenie wiele podgrup indeksu 100.

Zadanie 6. Niech A i B beda przeliczalnymi gestymi podzbiorami R.

6(a) Udowodni¢, ze istnieja takie ciagi réznowartosciowe (an )nen i (bn)nen, 26 A = {a,, :
n € N} i B ={b, : n € N} oraz dla dowolnych i, j

ai<aj(:>bi<bj.

6(b) Ustali¢, czy wtedy funkcja f : A — B dana wzorem f(a;) = b; dla kazdego i € N
jest ciagta i czy f mozna przedtuzy¢ do funkeji ciagtej z R na R.



Zadanie 7. Uzwarceniem przestrzeni X nazywamy przestrzen zwartg X, zawierajacg zbior
gesty X’ homeomorficzny z X. Zbiér X \ X' nazywamy narostem uzwarcenia.

7(a) Skonstruowaé¢ uzwarcenie R o naroscie jednopunktowym oraz uzwarcenie R o na-
roscie sktadajacym si¢ z dwoch roztacznych odcinkéw na ptaszczyznie.

7(b) Zbadal, czy istnieje uzwarcenie R z narostem n-punktowym dla n > 2.

Zadanie 8. Koszt transportu n oséb na Kasprowy wynosi n? + 2n + 17. Iloéé¢ oséb, ktora
pojawia sie w trakcie pierwszego kursu, ma rozktad Bernoulli’ego B(10, 0.2). Wyznaczy¢:

8(a) Prawdopodobienstwo, ze koszt transportu wyniesie nie wiecej niz 20.

8(b) Wartos$¢ oczekiwana kosztu.

Zadanie 9. Niech {B(t);t > 0}, {B2(t);t > 0} beda niezaleznymi standardowymi ruchami
Browna.

9(a) Wyznaczy¢ wszystkie takie a > 0, ze proces

(X(t) = aBi(t) — B @at) >0}

jest standardowym ruchem Browna.

9(b) Obliczy¢ prawdopodobienstwo
P(2008B,(r) > B»(2007)).
9(c) Znalez¢ granice wedtug rozktadu dla

Bl (nt)
\/ﬁ .

Odpowiedzi uzasadnié.

Zadanie 10. Niech (X, ..., X,) bedzie wynikiem n niezaleznych do$wiadczen. Doswiadcze-
nia te polegajg na zliczaniu ilosci ortéw, jaka dostaniemy podczas niezaleznego rzucania
monetg; rzuty te powtarzane sg az do pojawienia sie po raz pierwszy reszki. Zaktadamy,
ze prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w jednym rzucie 0 jest nieznane.

10(a) Wyznaczy¢ minimalna statystyke dostateczna dla 6.
10(b) Wyznaczy¢ statystyke zupelng dla 6.

Uzasadni¢ odpowiedzi.



