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1. Niech {By(t);t > 0}, {Ba(t);t > 0} beda niezaleznymi standardowymi ruchami Browna.
a) Znalez¢ wszystkie A € R, dla ktorych

By (t) dla ¢t € [0,T]
W(t) =
Bi(T)—4B2(A(t—T)) dlat>T
jest standardowym ruchem Browna.
b) Znalez¢ rozklad graniczny %"2), gdy n — oo.

c) Wyznaczy¢ C taka, ze
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B1(20092) )
P2 59 =cp(=2_"" > (2 .
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2009
Odpowiedzi uzasadni¢.

2. Proces stochastyczny {X (¢);t > 0} nazywamy stochastycznie ciagtym, gdy dla kazdego to € [0, 00) oraz kazdego € > 0
tlint1 P(IX(t) — X(to)] >¢) =0.
—1lo

a) Czy proces Poissona jest stochastycznie ciagly?

b) Niech {X(¢);¢t > 0}, {Y (¢);¢t > 0} beda dwoma stochastycznie ciaglymi procesami stochastycznymi okreslonymi na tej samej
przestrzeni probabilistycznej. Czy {X(t) + Y (¢);t > 0} jest stochastycznie ciagly?

Odpowiedzi uzasadnié.

3. Znalez¢ nieobcigzony estymator parametru g 0 minimalnej wariancji na podstawie n—elementowej préby prostej z populacji,
w ktorej badana cecha X ma rozktad N(u,02) o znanym o2. Odpowied? uzasadnié.

4. Rozwazamy podprzestrzei X = (J;—, (A, U B,,) plaszczyzny euklidesowej R? gdzie A,, s odcinkami
Ap={(z,y) ER*:x=2""0<y <1},
a B, sa tukami
Bn ={(p,9) tp=2*”,g < ¢ <2m}
okreslonymi we wspolrzednych biegunowych (p, ¢). Zbadaé, czy X jest przestrzenia spojna i metryzowalna w sposéb zupelny.
5. Rodzine P podzbioréw zbioru X nazywamy pokryciem zbioru X, gdy

UP = X; pokrycie P jest istotnie nieskoriczone, gdy nie zawiera pokrycia skonczonego. Zalozmy, Ze X ma pokrycie istotnie
nieskoniczone. Udowodnié, ze X ma maksymalne pokrycie istotnie nieskoriczone Py. Pokazaé¢, ze Py ma nastepujace wtasnodci:

Hl,H2¢,P0:>H1ﬂH2¢'PQ
(H¢Py, i HCG) =G¢P

6. Zadanie dotyczy rzeczywistych funkcji harmonicznych.
(1) Skonstruowaé niezerowa funkcje harmoniczng okreslong na catej plaszczyznie, zerujaca sie w punktach (0,0), (1,0) oraz
(0,1).
(2) Czy niezerowa funkcja harmoniczna w calej plaszczyznie moze zerowaé sie tylko w skoniczenie wielu punktach ?
(3) Czy niezerowa funkcja ciggla w domknietej gornej potptaszczyznie i harmoniczna w otwartej gornej poiplaszcezyznie moze
zerowaé sie tylko na niepustym zbiorze skoriczenie wielu punktéw ?

7. Szereg >, ay, jest zbiezny oraz a, > 0. Pokazac, ze istnieje ciag rosnacy by, rozbiezny do nieskoniczonosci, taki, ze szereg
>0 | anby, jest zbiezny.

8. Udowodnij, ze niezerowy element pierscienia Z[v/35] nalezy jedynie do skoriczenie wielu idealéw tego pierscienia.

9. Udowodnij, Ze nie istnieje na R? \ {0} metryka zgodna z topologia i spetniajaca warunek: dla dowolnych a,b € R?\ {0} i
dowolnej macierzy A o wyznaczniku 1 (rozmiaru 2 x 2, o wyrazach rzeczywistych) d(a,b) = d(Aa, Ad).

10. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad R, zag ¢ : V x V x V +— R funkcjg 3-liniowa. Zaldézmy, ze dla dowolnych a,b € V
zachodzi ¢(a,a,b) = ¢(a,b,a) = 0. Uzasadnij, ze dla dowolnych a,b,c € V' zachodzi wzor ¢(a,b,c) = ¢(c,a,b).



