STUDIUM DOKTORANCKIE INSTYTUTU MATEMATYCZNEGO UWR
EGZAMIN WSTEPNY 9 CZERWCA 2006 R.

Zadanie 1. Funkcja f jest ciagta na prostej rzeczywistej. Niech B oznacza domknieta kule
o promieniu 1 i érodku w poczatku uktadu w przestrzeni R?. Pokazaé, ze

/f(3x+4y)dxdy:/ f(52) d dy.
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Nastepnie obliczy¢ catke dla funkeji f(t) = (/|25 — ¢2|.

Zadanie 2. Bez uzycia kalkulatora zbadac, ktéra z liczb jest wieksza: e™ czy 7° .

Zadanie 3. Jednostkowy kwadrat zawarty w pewnej ptaszczyznie zrzutowano prostopadle
na losowa prosta (zawarta w tej plaszczyznie). Znalezé wartosé oczekiwana dlugosci
rzutu.

Zadanie 4. Udowodni¢, ze jesli grupa ma wigcej niz dwa elementy, to ma nietrywialny au-
tomorfizm.

Zadanie 5. Udowodni¢, ze jesli A i B sg rzeczywistymi macierzami kwadratowymi, takimi

ze AB— BA = A, todet A=0.

Zadanie 6. Przeksztatcenie ciagte f : X — Y miedzy zwartymi przestrzeniami metryczny-
mi nazywa sie monotoniczne, gdy ma spdjne przeciwobrazy punktow.
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(i)
(iii)

Udowodni¢, ze jesli f jest monotoniczne, to spdjne sg rowniez przeciwobrazy zbioréw
domknietych spdjnych.

Udowodnié, ze nie istnieje przeksztatcenie monotoniczne odcinka [0, 1] na kwadrat
[0, 1]2.

Niech X bedzie stozkiem nad ciggiem harmonicznym, tzn. X jest suma odcinkéw
na plaszczyznie, taczacych punkt o wspoétrzednych (0,1) z punktami o wspotrzed-
nych (0,0), (1,0),(3,0), (3,0),.... Podobnie, niech Y oznacza stozek nad zbiorem
Cantora, zdefiniowany analogicznie jako suma odpowiednich odcinkéow taczacych
punkt (0, 1) z punktami zbioru Cantora na osi odcietych. Udowodnié, Ze nie istnieje
przeksztatcenie monotoniczne z Y na X.

Zadanie 7. Niech P(X) oznacza rodzine wszystkich podzbioréw zbioru X i niech

f:P(X) = P(X)

bedzie taka funkcja, ze dla dowolnych A, B € P(X), jesli A C B to f(A) C f(B).
Wykazaé, ze istnieje C' € P(X), taki ze f(C) = C.



Zadanie 8. Labirynt rozpoczyna sie w punkcie P; trzema drogami: A,B i C. Droga A pro-
wadzi do punktu P, i czas jej przejscia jest réwny 3 godziny. Drogi B i C prowadza do
punktu P; iich czasy przejscia wynosza odpowiednio 2 i 5 godzin.

Zmalez¢ $redni czas dojscia do punktu P, w nastepujacych przypadkach:
(i) W kazdej prébie wybiera sie sposréd drog, ktére nie byty wybrane w poprzednich
wyborach. Na poczatku wszystkie drogi sg jednakowo prawdopodobne, za drugim

razem drogi, ktore nie bylty wybrane za pierwszym razem sa jednakowo prawdopo-
dobne itd.
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(ii) Drogi A, B i C sa wybierane odpowiednio z prawdopodobiefistwami z, %, 3 1za
kazdym razem niezaleznie od poprzednich wybordw.

Zmalez¢ wariancje czasu dojscia do punktu P, w przypadku (ii).

Zadanie 9. Zdefiniowaé:

(i) warunkowa wartosé oczekiwana zmiennej losowej X wzgledem o ciata A.

(ii) regularna wersje rozktadu warunkowego zmiennej losowej X wzgledem zmiennej
losowej Y mierzalnej wzgledem o ciata A.

Obliczy¢:

(a) E(X|X +Y = a), gdy zmienne losowe X 1Y sa wzajemnie niezalezne i o tym
samym rozktadzie.

(b) E(X|X < c¢) gdy X ma rozklad wyktadniczy z parametrem .

(c) P(X; < Xy < X3) gdy zmienne losowe X;, X5 i X3 sa wzajemnie niezalezne o
rozktadach wyktadniczych odpowiednio z parametrami Ay, Ag i As.

Zadanie 10. Niech X = (Xi, Xy, ..., X,) bedzie préba z rozktadu P ze skoniczona wariancja
o%. Zbadadé, czy istnieje nieobcigzony estymator z jednostajnie minimalng wariancjg dla
dyspersji o, gdy P jest rozkladem zero-jedynkowym b(1,p), 0 < p < 1. Odpowiedz
uzasadnic.



