STUDIUM DOKTORANCKIE INSTYTUTU MATEMATYCZNEGO UWR
EGZAMIN WSTEPNY 8 CZERWCA 2007 R.

Zadanie 1.
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Zadanie 2. Pokazadl, ze istnieje jedyna rézniczkowalna funkcja f(x) okreslona na catej proste;
speliajaca f(0) = 0 oraz
flw) =1~ f(x)*.

Udowodnié, ze istnieje granica lir}rl f(x) i obliczy¢ jej wartosé.
T— 100

Zadanie 3. Umiesci¢ na ptaszczyznie okrag i parabole tak, by miaty doktadnie dwa punkty
wspoélne, w jednym z ktérych bytyby one styczne, a w drugim — nie.

Zadanie 4. W pierécieniu Z[v/3] znajdz 11 elementéw odwracalnych.

Zadanie 5. Znajdz réwnania prostych zawierajacych gtéwne przekatne szeScianu (tj. przekat-
ne przechodzace przez §rodek szedcianu) wiedzac, ze wspolrzedne trzech sposrdéd wierz-
chotkéw sze$cianu wynosza (0,0,0), (2,—2,—1) 1 (1, —1,4).

Zadanie 6. Mowimy, ze przestrzen metryczna jest zerowymiarowa, gdy dla kazdej liczby
e > 0, kazdy punkt ma otoczenie otwarte o srednicy < € i brzegu pustym.

6(a) Podaj przyktady trzech nichomeomorficznych i nieprzeliczalnych zerowymiaro-
wych podprzestrzeni prostej euklidesowej, nie zawierajacych punktow izolowanych.

6(b) Czy jest prawda, ze przestrzen zerowymiarowa nie moze zawiera¢ podprzestrzeni
spéjnych o mocy > 17

6(c) Udowodnij, ze istnieje metryka d na plaszczyznie R?, taka ze (R?, d) jest osrodkowa
przestrzenia zerowymiarowa.

Zadanie 7. Niech f bedzie funkcja okreslona na prostej euklidesowej w dowolny zbior Y, o
spojnych przeciwobrazach punktow.
7(a) Pokaz, ze rodzina A= {f"'(y): y € Y,|f(y)| > 1} musi by¢ przeliczalna.
7(b) Korzystajac z wlasnosci (a), pokaz, ze prosta euklidesowa nie jest homeomorficzna
z zadna n—wymiarowa przestrzenia euklidesowa dla n > 1.

7(c) Czy rodzina B = {f~(y) : y € Y} musi mie¢ nastepujaca wtasnos¢:
(*) dla kazdego ¢ > 0 co najwyzej skonczenie wiele zbioréw z A ma srednice > e 7
Niech g = f|[0,1]. Czy rodzina C = {g~*(y) : y € Y} musi mie¢ whasnos¢ (*)?



Zadanie 8. Niech A, Ay, ... bedzie ciagiem niezaleznych zdarzen, P(A,) = pn, pn € (0,1);
niech {X,,} bedzie ciagiem zmiennych losowych zdefiniowanych wzorem X,,(w) = 4, (w).
Poda¢ odpowiedzi wraz z ich pelnymi uzasadnieniami na nastepujace pytania:

8(a) Kiedy ciag {X,} jest zbiezny z prawdopodobienstwem jeden 7
8(b) Czy ciag {X,} spelnia centralne twierdzenie graniczne, gdy p, = p?

8(c) Jaka jest szansa, ze zajdzie skoniczenie wiele zdarzen A, gdy p, = p?

Zadanie 9. Niech X, Y beda wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
ktadzie normalnym ze $rednig zero i wariancjg 0 < 0 < oo, okreslonymi na przestrzeni
probabilistycznej (€2, F, P), a Z dowolng zmienna losowa okreslona na (2, F, P).

9(a) Podaé definicje:

(i) warunkowej wartosci oczekiwanej E(X|Z),

(11) warunkowego prawdopodobienstwa P(A|Z),

(111) regularnej wersji rozktadu warunkowego P(X € B|Z).
9(b) Obliczy¢ E(X|X +7Y).
9(c) Obliczy¢ P(X < z|X +Y =1).

Zadanie 10. Niech Y = (Y1,Y,,...,Y,)T, n > 2, bedzie obserwowalnym wektorem losowym
o rozktadzie normalnym i nieskorelowanych sktadowych z jednakows wariancjg o? > 0
oraz warto$ciami oczekiwanymi EFY; = a + fBz;, ¢ = 1,2,...,n, gdzie x; s znanymi
liczbami, przy czym x; # x; dlai # j, a ai 3 sg nieznanymi parametrami rzeczywistymi.
Wyznaczy¢ estymatory parametréw « i 3 metoda:

10(a) najwiekszej wiarogodnosci;

10(b) najmniejszych kwadratow.

Zbada¢ w kazdym z obu przypadkow, czy sa to estymatory nieobciazone z jednostajnie
minimalng wariancja.



