
KOLOKWIUM 2 � ROZWI�ZANIA � GRUPA A
Matematyka dla chemii ogólnej, 15.12.2016

1. Oceni¢ warto±¢ logiczn¡ poni»szych zda« (prawda/faªsz). Odpowied¹ uzasadni¢ (powoªa¢ si¦
na twierdzenie lub wªasno±¢ z wykªadu lub poda¢ kontrprzykªad).

(a) Funkcja f(x) = ln(x2 + 1) jest ci¡gªa na R.
PRAWDA. Funkcja f jest zªo»eniem g ◦ h funkcji g(x) = ln x oraz funkcji h(x) = x2 +
1. Obie s¡ ci¡gªe na swoich dziedzinach, wi¦c ich zªo»enie tak»e jest ci¡gªe na swojej
dziedzinie, któr¡ jest R (bo x2 + 1 > 0).

(b) Równanie x8 +
√
x+ 3− 2 = 0 ma przynajmniej jeden pierwiastek w przedziale (0, 1).

PRAWDA. Funkcja f(x) = x8 +
√
x+ 3− 2 jest ci¡gªa i przyjmuje warto±ci przeciwnych

znaków na ko«cu przedziaªu [0, 1]: f(0) = −2 < 0, f(1) = 1 > 0. Na mocy wªasno±ci
Darboux w przedziale (0, 1) istnieje przynajmniej jedno miejsce zerowe f , czyli punkt x0
taki, »e f(x0) = 0. Jest on pierwiastkiem równania x8 +

√
x+ 3− 2 = 0.

(c) Ka»da funkcja f : R→ R jest (a) ró»niczkowalna, (b) ci¡gªa.

(a) NIEPRAWDA. Funkcja jest ró»niczkowalna, je±li nie ma �kantów� ani �dzióbków�.
�atwo wyobrazi¢ sobie tak¡ funkcj¦ na R, która ma kant lub dzióbek, i w tym punkcie nie
jest ró»niczkowalna; np.

f(x) = |x| =
{
x, x  0
−x, x < 0.

(b) NIEPRAWDA. Funkcja jest ci¡gªa na przedziale, je±li mo»na j¡ narysowa¢ jednym
poci¡gni¦ciem oªówka. W naszym przypadku rozwa»amy przedziaª (−∞,+∞). �atwo wy-
obrazi¢ sobie funkcj¦, której nie da si¦ narysowa¢ w ten sposób; np.

f(x) = sgn(x) =


1, x > 0
0, x = 0
−1, x < 0.

(d) Je±li f ′(x0) = 0, to funkcja f ma w x0 (a) maksimum, (b) minimum.

NIEPRAWDA. Je±li f ′(x0) = 0, to f mo»e mie¢ w x0 maksimum, minimum lub punkt
przegi¦cia.

(a) Niech f(x) = x2. Wtedy w x0 = 0 mamy f ′(x0) = 2x0 = 0, ale jest tam minimum.

(b) Niech f(x) = −x2. Wtedy w x0 = 0 mamy f ′(x0) = −2x0 = 0, ale jest tam maksimum.



2. Obliczy¢ granice

(a) lim
n→+∞

(
2n−

√
4n2 + 3n

)
,

(b) lim
x→3+

[
ln(x2 − 4x+ 3)− ln(x− 3)

]
.

(a) lim
n→+∞

(
2n−

√
4n2 + 3n

)
= [∞−∞]

= lim
n→+∞

(
2n−

√
4n2 + 3n

)
· 2n+

√
4n2 + 3n

2n+
√
4n2 + 3n

= lim
n→+∞

(2n)2 − (
√
4n2 + 3n)2

2n+
√
4n2 + 3n

= lim
n→+∞

4n2 − (4n2 + 3n)
2n+

√
4n2 + 3n

= lim
n→+∞

−3n
2n+

√
4n2 + 3n

·
1
n
1
n

= lim
n→+∞

−3
2 +

√
4 + 3 1

n

= −3
4

Podana granica prowadzi do wyra»enia nieoznaczonego [∞−∞], wi¦c musimy j¡ przeksztaª-
ci¢. Stosujemy do tego mno»enie przez wyra»enie sprz¦»one, a nast¦pnie dzielenie licznika i
mianownika przez najwy»sz¡ pot¦g¦ n w mianowniku.

(b) lim
x→3+

[
ln(x2 − 4x+ 3)− ln(x− 3)

]
= [∞−∞] = lim

x→3+
ln
x2 − 4x+ 3

x− 3

= lim
x→3+
ln
(x− 3)(x− 1)

x− 3
= lim
x→3+
ln(x− 1) = ln(3− 1) = ln 2.

Podana granica prowadzi do wyra»enia nieoznaczonego [ln 0 − ln 0] = [∞−∞], wi¦c musimy
j¡ przeksztaªci¢. Korzystamy z wªano±ci logarytmu lnx − ln y = ln x

y
, a nast¦pnie zauwa»amy,

»e wielomian kwadratowy z licznika mo»na zapisa¢ jako (x− 3)(x− 1).



3. Obliczy¢ (i upro±ci¢ o ile to mo»liwe) pochodne:

(a) (ex cosx+ sinx− 12)′,

(b)
[
arctg

(x+ 3
x− 1

)]′
.

W przykªadzie (a) korzystamy ze wzorów na pochodn¡ sumy (to suma pochodnych), pochodn¡
iloczynu dwóch funckji: (fg)′ = f ′g + fg′ oraz faktu, »e pochodna funkcji staªej jest równa 0.

(ex cosx+ sinx− 12)′ = (ex cosx)′ + (sinx)′ + (−12)′

= (ex)′ cosx+ ex(cosx)′ + (sinx)′ + (−12)′

= ex cosx+ ex(− sinx) + cos x+ 0
= ex(cosx− sinx) + cos x

W przykªadzie (b) korzystamy ze wzoru na pochodn¡ funkcji zªo»onej (f ◦g)′ = f ′(g) ·g′, wzoru
na pochodn¡ ilorazu (f

g
)′ = f

′g+fg′

g2
oraz pochodnej arctg.

[
arctg

(x+ 3
x− 1

)]′
=

1(
x+3
x−1

)2
+ 1
·
(x+ 3
x− 1

)′

=
1

(x+3)2

(x−1)2 +
(x−1)2
(x−1)2

· (x+ 3)
′(x− 1)− (x+ 3)(x− 1)′

(x− 1)2

=
(x− 1)2

(x+ 3)2 + (x− 1)2
· (x− 1)− (x+ 3)

(x− 1)2
=

−4
2x2 + 4x+ 10

=
−2

x2 + 2x+ 5



4. Zbada¢ przebieg zmienno±ci funkcji

f(x) =
x2 − 5
x− 3

.

Wyznaczy¢ dziedzin¦, wªasno±ci globalne, asymptoty, przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema.
Naszkicowa¢ wykres.

(a) dziedzina: w mianowniku nie mo»e by¢ zera, czyli x− 3 6= 0. St¡d D = R \ {3};
(b) miejsce zerowe: x2 − 5 = 0 ⇒ x = −

√
5 lub x =

√
5;

(c) ci¡gªo±¢: na caªej dziedzinie; nasza funkcja jest funkcj¡ wymierna, a ka»da funkcja wy-
mierna jest ci¡gªa w swojej dziedzinie;

(d) ró»niczkowalno±¢: na caªej dziedzinie: nasza funkcja jest funkcj¡ wymierna, a ka»da funkcja
wymierna jest ró»niczkowalna w swojej dziedzinie;

f ′(x) =
(x2 − 5
x− 3

)′
=
(x2 − 5)′(x− 3)− (x2 − 5)(x− 3)′

(x− 3)2
=
x2 − 6x+ 5
(x− 3)2

(e) parzysto±¢: dziedzina funkcji nie jest symetryczna (x = −3 ∈ D, ale −x = 3 6∈ D), wi¦c
funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta;

(f) asymptota pionowa: badamy granice prawo- i lewostronn¡ w punkcie x = 3

lim
x→3+

x2 − 5
x− 3

=
[ 1
0+
]
= +∞; lim

x→3−
x2 − 5
x− 3

=
[ 1
0−
]
= −∞,

zatem x = 3 jest asymptot¡ pionow¡ obustronn¡

(g) asymptota pionowa/uko±na: badamy granice w +∞ (analogicznie dla −∞)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2 − 5
x− 3

= lim
x→+∞

x− 5
x

1− 3
x

=
[+∞
1

]
= +∞;

lim
x→+∞

f(x)
x
= lim

x→+∞

x2 − 5
x(x− 3)

= lim
x→+∞

1− 5
x2

1− 3
x

= 1 =: a;

lim
x→+∞

(f(x)− ax) = lim
x→+∞

(x2 − 5
x− 3

− x
)
= lim
x→+∞

x2 − 5− (x2 − 3x)
x− 3

= lim
x→+∞

3x− 5
x− 3

= lim
x→+∞

3− 5
x

1− 3
x

= 3 =: b.

Poniewa» granica f w +∞ nie jest staªa, wi¦c f nie ma w +∞ asymptoty poziomej. Aby
zbada¢, czy istnieje asymptota uko±na liczymy granic¦ f(x)

x
� w naszym przypadku jest

ona sko«czona i okre±la wspóªczynnik nachylenia asymptoty a = 1. Badamy teraz granic¦
f(x)− ax, a jej warto±¢ b = 3 wyznacza drugi parametr prostej. Wnioskujemy, »e f ma w
+∞ asymptot¦ uko±n¡ y = x+ 3. Analogicznie pokazujemy, »ejest to tak»e asymptota w
−∞.

(h) przedziaªy monotoniczno±ci: wiemy, »e f maleje tam, gdzie f ′ jest ujemna:

f ′(x) < 0 ⇔ x2 − 6x+ 5
(x− 3)2

⇔ x2 − 6x+ 5 < 0 ⇔ (x− 1)(x− 5) < 0

Badaj¡c miejsca zerowe wielomianu kwadratowego oraz szkicuj¡c jego wykres dochodzimy
do wniosku, »e x ∈ (1, 5) ∩ D = (1, 3) ∪ (3, 5). W ka»dym z tych przedziaªów funkcja f
maleje. Analogicznie, f ro±nie tam, gdzie f ′ jest dodatnia, czyli na przedziaªach (−∞, 1)
oraz (5,+∞).



(i) ekstrema: minima i maksima lokalne mog¡ pojawi¢ si¦ tylko tam, gdzie f ′(x) = 0. S¡
zatem rozwi¡zaniami równania x2 − 6x + 5 = 0, czyli x = 1 lub x = 5. Aby zbada¢
charakter punktu ekstremalnego, badamy jak zmienia si¦ znak f ′ w otoczeniu punktów
stacjonarnych. Na lewo od x = 1 pochodna jest dodatnia, a na prawo � ujemna, czyli w
tym punkcie jest maksimum lokalne; f(1) = 2. Na lewo od x = 5 pochodna jest ujemna,
a na lewo � dodatnia, czyli w tym punkcie jest minimum lokalne; f(5) = 10.

(j) wykres: wpisa¢ �plot (x^2-5)/(x-3)� na stronie www.wolframalpha.com



5. Pole siªowe chroni¡ce stacj¦ badawcz¡ na Marsie ma ksztaªt póªsfery o promieniu R = 50m.
Znale¹¢ wymiary stacji w ksztaªcie walca (wysoko±¢ h i promie« podstawy r) o najwi¦kszej
obj¦to±ci, któr¡ mo»na chroni¢ tym polem.

(a) (5pkt) Sprowadzi¢ problem do znalezienia najwi¦kszej warto±ci funkcji V (h) = πR2h −
πh3, h ∈ [0, R].

(b) (5pkt) Znale¹¢ najwi¦ksz¡ warto±ci funkcji V (h) = πR2h− πh3, h ∈ [0, R].

(a) Obj¦to±¢ walca (stacji badawczej) dana jest wzorem

V = πr2h.

Ponadto wymiary stacji r i h s¡ ze sob¡ powi¡zane twierdzeniem Pitagorasa:

r2 + h2 = R2 ⇒ r2 = R2 − h2.

St¡d dostajemy zale»no±¢ obj¦to±ci V od jednej tylko zmiennej h:

V (h) = π(R2 − h2)h = πR2h− πh3.

Znalezienie wymiarów stacji o najwi¦kszej obj¦to±ci sprowadza si¦ do znalezienia najwi¦kszej war-
to±ci funkcji V przy zaªo»eniu, »e h jest nieujemne (jako dªugo±¢). Ponadto h nie mo»e przekroczy¢
promienia pola siªowego, wi¦c szukamy najwi¦kszej warto±ci V dla h ∈ [0, R].

(b) Funkcja f ci¡gªa na przedziale domkni¦tym [a, b] i ró»niczkowalna na (a, b) przyjmuje swoj¡
najwi¦ksz¡ warto±¢ albo w punktach stacjonarnych (tam, gdzie f ′(x) = 0), albo na brzegu przedziaªu.
Musimy zatem najpierw znale¹¢ punkty stacjonarne funkcji V :

V ′(h) = πR2 − 3πh2 = 0 ⇔ h2 =
R2

3
⇔ h =

√
R2

3
lub h = −

√
R2

3
.

Drugie z rozwi¡za« odrzucamy, bo h ma by¢ dodatnie. Zatem jedyny punkt stacjonarny to h = R√
3
.

Obliczamy teraz warto±ci V w punktach h1 = 0, h2 = R√
3
i h3 = R i wybieramy najwi¦ksz¡ z

nich:

V (h1) = 0, V (h2) = π(R2 −
1
3
R2)

R√
3
=
2
3
√
3
πR3 =

2
√
3
3
πR3, V (h3) = 0.

Najwi¦ksza warto±¢ Vm = 2
√
3
3 πR

3 jest osi¡gana przy wymiarach

hm =

√
3
3
R i rm =

√
R2 − h2 =

√
2
3
R.


