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1. Sprawdzi¢, czy (lub dla jakich staªych) poni»sze funkcje s¡ rozwi¡zaniami podanych równa«
ró»niczkowych:

(a) y(x) = ln x, y′ = e−y, (b) y(x) = Ce−2x, y′ + 2y = 0, (c) y(x) = x2 + C, xy′ = 2y.

2. Równaniem ró»niczkowym o rozdzielonych zmiennych nazywamy równanie, które mo»na zapi-
sa¢ w postaci

y′ = g(x)h(y) lub równowa»nie
dy

dx
= g(x)h(y) (R)

Równanie takie ma dwa typy rozwi¡za«:

(a) je±li dla pewnego y0 zachodzi h(y0) = 0, to y(x) = y0 jest rozwi¡zaniem równania.

(b) je±li g i h s¡ ci¡gªe i h(y) 6= 0 dla ka»dego y, to mo»emy przeksztaªci¢ równanie ró»niczkowe
do postaci

dy

h(y)
= g(x)dx

i jego rozwi¡zanie jest postaci
∫

dy
h(y)

=
∫
g(x)dx + C, gdzie C jest dowolna staª¡ rzeczy-

wist¡.

W poni»szych przykªadach wskaza¢ funkcje g i h. Metod¡ rozdzielonych zmiennych rozwi¡za¢
równania ró»niczkowe, a nast¦pnie uwzgl¦dni¢ warunek pocz¡tkowy y(0) = 0:

(a)
dy

dx
=

x2 + 1

y
, (b) xy′ + y2 = 1, (c) y′ sinx = y cosx, (d)

dy

dx
= e2x−y.

3. Równaniem ró»niczkowym jednorodnym nazywamy równanie, które mo»na zapisa¢ w postaci

dy

dx
= g
(y
x

)
(J)

Zakªadamy, »e g(u) 6≡ u (w przeciwnym przypadku, je±li g(u) = u dla wszystkich u, równanie
rozwi¡zujemy metod¡ rozdzielonych zmiennych). Równanie (J) ma dwa typy rozwi¡za«:

(a) je±li dla pewnego u0 zachodzi g(u0) = u0, to jednym z rozwi¡za« jest y(x) = u0 · x.
(b) przez podstawienie u(x) = y

x
przeksztaªacamy równanie do równania o rozdzielonych

zmiennych, bo wtedy y(x) = xu(x) i dy
dx

= u(x) + xdu
dx
. Dostajemy zatem równanie

du

dx
=

g(u)− u

x
.

Stosuj¡c powy»sze podstawienie przeksztaªci¢ podane równania ró»niczkowe i rozwi¡za¢ je:

(a) xy′ = x+ y, (b)
dy

dx
=

y

x
+

x

y
, (c)

dy

dx
=

y

x
+ tg

y

x
, (d) y′ = y + xe

y
x .

4. Równaniem ró»niczkowym liniowym nazywamy równanie, które mo»na zapisa¢ w postaci

dy

dx
= A(x)y +B(x). (L)



(a) gdy B(x) ≡ 0, równanie nazywamy równaniem liniowym jednorodnym i rozwi¡zujemy
metod¡ rozdzielonych zmiennych. Dokªadniej,∫

dy

y
=

∫
A(x)dx+ C̃, czyli y = Ce

∫
A(x)dx.

(b) gdy B(x) 6≡ 0, to mówimy, »e (L) jest równaniem liniowym niejednorodnym. Stosujemy
wtedy metod¦ uzmienniania staªej, która wymaga dwóch kroków:

KROK 1: rozwi¡zujemy równanie jednorodne y′ = A(x)y, otrzymuj¡c rozwi¡zanie postaci
y = CeF (x), gdzie F (x) =

∫
A(x)dx, a C jest dowoln¡ staª¡ rzeczywist¡.

KROK 2: przyjmujemy, »e staªa C w powy»szym rozwi¡zaniu jest funkcj¡ C = C(x) i
rozwi¡zanie y = C(x)eF (x) wstawiamy do równania niejednorodnego y′ = A(x)y +B(x):

C ′(x)eF (x) + C(x)F ′(x)eF (x) = A(x)C(x)eF (x) +B(x).

Po uproszczeniu dostajemy równanie o rozdzielonych zmiennych

C ′(x)eF (x) = B(x), czyli
dC

dx
= B(x)e−F (x).

Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równania liniowe jednorodne i niejednorodne. Wyznaczy¢ funkcje A(x)
i B(x).

(a) y′ = 4xy, (b) xy′ + 2y = 0, (c) y′ + 3y = 0, (d) y′ + y = 0,
(a') y′ = 4xy + x, (b') xy′ + 2y = x, (c') y′ + 3y = e−3x, (d') y′ + y = x2.

5. Wiadomo, »e szybko±¢ zmian temperatury T (t) danego ciaªa jest proporcjonalna do ró»nicy
mi¦dzy temperatur¡ tego ciaªa i temperatur¡ otoczenia (prawo Newtona). Zaªó¹my, »e w mo-
mencie 0 ciaªo miaªo temperatur¦ T (0) = 100◦C w temperaturze otoczenia 20◦C. Po dziesi¦ciu
minutach temperatura ciaªa wynosiªa 60◦C. Po ilu minutach temperatura ciaªa wyniesie 25◦C?

6. Odwracalna reakcja chemiczna I rz¦du A 
 B opisywana jest równaniem kinetycznym

dx

dt
= k1(x− a)k−1x,

dla st¦»enia poczatkowego [A]0 = a i st¦»enia [A] = x − a po czasie t. Wielko±ci k1 i k−1
s¡ staªymi szybko±ci reakcji A → B i B → A, odpowiednio. Wyznaczy¢ x(t) dla warunku
poczatkowego x(0) = 0.


