
Lista 11: Funkcje mierzalne i miara Lebsgue'a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

W zadaniach zakªadamy, »e X jest niepustym zbiorem, A ⊂ P(X) σ-ciaªem, λn oznacza n-
wymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a, a C � zbiór Cantora.

1. Wykaza¢, »e je±li f, g : (X,A) → R s¡ A-mierzalne, to zbiory A = {x ∈ X : f(x) > g(x)},
B = {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)} oraz C = {x ∈ X : f(x) 6= 3} ∩ {x ∈ X : g(x) <∞} nale»¡ do A.

2. Pokaza¢, »e je±li f : X → R jest A-mierzalna i A ∈ A, to funkcja

h(x) =

{
f(x), x ∈ A,
0, x 6∈ A,

jest tak»e A-mierzalna.

3. Pokaza¢, »e poni»sze funkcje s¡ borelowskie. Które z nich s¡ funkcjami prostymi?

f1(x) = sgn(x), f2(x) = [x], f3(x) =

{
x2 + π, x < 1

ln(x)− x, x ≥ 1

f4(x) =


ex, x ∈ Q \ {0}
1, x 6∈ Q
+∞, x = 0

, f5(x) =


x2, sinx > 0

2, sinx = 0

cosx, sinx < 0

4. Niech fn : X → R b¦dzie ci¡giem funkcji A-mierzalnych. Sprawdzi¢, »e nast¦puj¡ce zbiory
nale»¡ do A :

(a) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 0 dla wszystich n;

(b) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 0 dla prawie wszystich n;

(c) zbiór x ∈ X takich, »e fn(x) < 0 dla niesko«czenie wielu n;

(d) zbiór x ∈ X takich, »e supnfn(x) ≥ 0;

(e) zbiór x ∈ X takich, »e ci¡g (fn(x))n jest (sªabo) rosn¡cy;

5. Uzasadni¢ mierzalno±¢ poni»szych zbiorów i obliczy¢ ich jednowymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a:

(a) A = {2n;n ∈ N}, (b) B = (−10, 10] (c) C = (2018,+∞], (d) D = C ∪ (Q ∩ [−1, 0]).

6. Uzasadni¢ mierzalno±¢ poni»szych zbiorów i obliczy¢ ich dwuwymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a:

(a) A = {(1, 1)}, (b) B = {(x, x3−2);x ∈ [0, 1]} (c) C = Q×(R\Q), (d) D = [−π, π]×(1, e),
(e) E = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 7}, (f) F = {(x, y) ∈ R2 : x2 < x− 6}.

7. Czy dla ka»dego A ∈ L(R) zachodzi λ(A) = λ(Int(A))? A λ(A) = λ(Cl(A))?



8. Niech A b¦dzie zbiorem tych liczb z przedziaªu [0, 1], których rozwini¦cie dziesi¦tne nie zawiera
cyfry 3, czyli

A = {
∞∑
n=1

an
10n

, an ∈ {0, 1, 2, 4, . . . , 9}}.

Wykaza¢, »e A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a i »e ma miar¦ Lebesgue'a 0.

9. Dana jest rodzina zbiorów (An)n∈N taka, »e:

(a) An ∈ L, (b) An+1 ⊂ An, (c) λ(A1) = 2018, (d) λ(An+1) =
5

9
λ(An).

Policzy¢ miar¦ Lebesgue'a zbioru A∞ =
⋂∞

n=1An.

10. Poda¢ przykªad lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) zbiór A ⊂ R, który jest nieprzeliczalny i λ(A) = 0;

(b) zbiór A ⊂ R, który jest nieograniczony i λ(A) = 1;

(c) zbiór A ⊂ R taki, »e λ(A) = 2, λ(Int(A)) = 1, λ(Cl(A)) = 2,

(d) zbiór A ⊂ R taki, »e λ(Int(A)) = 1, λ(Cl(A)) =∞,

(e) zbiór otwarty V zawieraj¡cy A = [0, 1] ∪ {3} i taki, »e λ(V \ A) < ε.


