
Lista 2: zbiory otwarte i domkni¦te, zbie»no±¢
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Poda¢ kilka przykªadów zbiorów otwartych w metryce rzeka dR. Czy istnieje zbiór A ⊂ R2,
który jest otwarty w metryce euklidesowej, ale nie jest otwarty w dR? A odwrotnie: otwarty w
dR, ale nie otwarty w dE? Czy zatem metryki dE i dR s¡ równowa»ne?

2. Poda¢ przykªad na to, »e suma niesko«czonej rodziny zbiorów domkni¦tych nie musi by¢ zbio-
rem domkni¦tym (a) w R, (b) w R2 (z wybran¡ metryk¡). Czy istnieje taki przykªad w R z
metryk¡ dyskretn¡?

3. Zaªó»my, »e metryki d1 i d2 na przestrzeni X s¡ równowa»ne. Pokaza¢, »e ci¡g (xn)n ⊂ X jest
zbie»ny w d1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny w d2.

4. Zbada¢ zbie»no±¢ poni»szych ci¡gów w podanych przestrzeniach metrycznych:
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5. Na czym polega bª¡d w poni»szym rozumowaniu: �w przestrzeni (R, |.|) zbiór B = [−1, 1] nie
jest domkni¦ty, bo ci¡g xn = (−1)n jest zawarty w B, ale nie ma granicy w B�?

6. (W tym zadaniu chcemy 'pozna¢' now¡ metryk¦, czyli zrozumie¢, co w tej metryce oznacza

�blisko�, jakie s¡ zbiory otwarte, domkni¦te, etc.) Rozwa»amy przestrze« metryczn¡

X = R, d∗(x, y) =

{
0, gdy x = y,
|x|+ |y|, gdy x 6= y.

(a) Czy d∗ na pewno jest metryk¡? :)

(b) Jak wygl¡daj¡ kule w (X, d∗)? Od czego zale»y ich ksztaªt?

(c) Kiedy ci¡g (xn)n ∈ R jest zbie»ny w (X, d∗)?

(d) Czy singleton {2018} jest otwarty? Czy jest domkni¦ty?

(e) Czy odcinek (−1, 1) jest otwarty? Czy jest domkni¦ty?

(f) Czy istnieje w (X, d∗) zbiór, który nie jest ani otwarty, ani domkni¦ty?

7. Sprawdzi¢, które z poni»szych zbiorów s¡ otwarte, a które domkni¦te w R z metryk¡ euklide-
sow¡: (a) {n ∈ N1 : n <

√
2}, (b) R \ {2}, (c) R \Q, (d) { 3

n
;n ∈ N}, (e) [3,+∞).

8. Zbada¢, czy poni»sze zbiory s¡ otwarte lub domkni¦te w metrykach: maksimum, rzeka i centrum
na R2:
(a) [−1, 1]× (1, 2); (b) Q× (R \Q); (c) {(−x, x);x ∈ (−2,−1)}; (d) {(x, 0) : 0 < x < 2}.


