
Lista 7: Funkcje ci¡gªe i homeomor�zmy
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Wykaza¢, »e zachodz¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci przeciwobrazu: dla A,B ⊂ X, f : X → Y ,

(a) f−1[A ∪B] = f−1[A] ∪ f−1[B], (b) f−1[A ∩B] = f−1[A] ∩ f−1[B].

2. Które z poni»szych funkcji s¡ ci¡gªe? czy s¡ homeomor�zmami?

(a) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ x2 ∈ (R, dE),
(b) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ x2 ∈ (R, dD),
(c) f : (R2, dT ) 3 (x1, x2) 7→ (ln(x21 + x22 + 1), x1 − x2) ∈ (R2, dE),

(d) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ (x2, x1) ∈ (R2, dC),

(e) f : (R, dE) 3 x 7→ x3 ∈ (R, d∗), gdzie metryka d∗ jest opisana w zadaniu 6 z listy 2.

3. Podaj przykªad funkcji ciagªej f : X → Y (lub uzasadnij, »e nie istnieje), dla której

(a) przeciwobraz kuli domkni¦tej jest zbiorem otwartym;

(b) przeciwobraz zbioru brzegowego nie jest brzegowy;

(c) obraz zbioru otwartego jest otwarty;

(d) obraz zbioru zwartego jest nie jest domkni¦ty;

(e) obraz zbioru niespójnego jest spójny.

4. Czy w poni»szych przypadkach istnieje ci¡gªa surjekcja z przestrzeni X na przestrze« Y ?

(a) X = ([0, 1], dE), Y = ({(x, 2x− 1) : x ∈ R}, dE);
(b) X = ([0, 4], dE), Y = ([−3, 1] ∪ [2, 3], dE);

(c) X = ([0, 1], dD), Y = ([0, 1], dT );

(d) X = ((0, 1], dE), Y = ({(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 = 3}, dE);
(e) X = ([0, 1], dE), Y = ([0, 1]× {π}, dR);

5. Wykaza¢, »e relacja homeomor�czno±ci przestrzeni metrycznych jest relacj¡ równowa»no±ci (jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia). Poni»sze litry podzieli¢ na klasy abstrakcji wzgl¦dem tej
relacji:

A, C, D, E, F, J, L, O, S, T, U, W, Y, Z

6. Niech f : X → Y jest ci¡gª¡ bijekcj¡. Wykaza¢, »e f−1 jest ci¡gªa wtedy i tylko wtedy, gdy
obrazem dowolnego zbioru otwartego w X jest zbiór otwarty w Y .

7. Poda¢ przykªad pary metryk, dla których funkcja id : (R, d1) 3 x 7→ x ∈ (R, d2) jest ci¡gªa, ale
nie jest homeomor�zmem.

8. Wykaza¢, »e je±li metryki d1 i d2 na X s¡ równowa»ne, to (X, d1) i (X, d2) s¡ homeomor�czne.



9. Spo±ród podanych zbiorów wybra¢ przestrzenie homeomor�czne z R:

(a, b), [a, b], (−∞, a), (a, b) ∪ (c,+∞), (a, b)× {c}, (a, b)× [c, d].

10. Wykaza¢, »e pier±cie« A = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} i cylinder B = {(x, y, z) ∈ R3 :
x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 1} (z metryk¡ euklidesow¡) s¡ homeomor�czne.

Wskazówka: Zbada¢ wªasno±ci funkcji
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