
Lista 8: Zbiór Cantora i przestrze« (C[0, 1], dsup)
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Zbada¢ zbie»no±¢ punktow¡ i jednostaj¡ poni»szych ci¡gów funkcyjnych na X = [0, 1]:

(a) fn(x) = (sinx)n; (b) fn(x) = ln(ex + 1
n
) (c) fn(x) = nxn(1− x); (d) fn(x) =

x√
x2+ 1

n

;

(e) fn(x) =

{
x
n
je±li n jest parzyste;

1
n
je±li n jest nieparzyste.

(f) fn(x) =

{
n2 je±li x ∈ [n, 2n];
1
3n

w przeciwnym wypadku.

2. W przestrzeni C[0, 1], dsup) znale¹¢ wszystkie warto±ci parametru t ∈ R, dla których funkcja f
nale»y do kuli o ±rodku g i promieniu r:

(a) f(x) = tx2, g(x) = 4x2, r = 7;

(b) f(x) = tx− t2

2
, g(x) = x2, r = 1.

3. Na przestrzeni C[0, 1] de�niujemy odwzorowanie

d1(f, g) :=

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx.

(a) Udowodni¢, »e d1 jest metryk¡.

(b) Sprawdzi¢, czy f(x) = x2 + 3x− 9 le»y w kuli K(g, 4) wzgl¦dem tej metryki.

(c) Sprawdzi¢, czy fn(x) = xn jest ci¡giem Cauchy'ego i czy jest zbie»ny w tej metryce.

(d) Wywnioskowa¢, czy metryki dsup i d1 na C[0, 1] nie s¡ równowa»ne.

4. Znale¹¢ domkni¦cia i wn¦trza nast¦puj¡cych zbiorów w (C[0, 1], dsup):

(a) A = {f ∈ C[0, 1] : f nie ma miejsc zerowych}
(b) A = {f ∈ C[0, 1] : f(1

2
) < f(0)}

(c) A = {f ∈ C[0, 1] : f jest parzysta}

5. Pokaza¢, »e odwzorowanie f : C → C × C, dane wzorem

f

(
∞∑
k=1

ck
3k

)
=

(
∞∑
k=1

c2k−1
3k

,

∞∑
k=1

c2k
3k

)

jest homeomor�zmem.

6. Czy istniej¡ funkcje ci¡gªe (homeomor�zmy) pomi¦dzy nast¦puj¡cymi przestrzeniami (z me-
tryk¡ euklidesow¡ odpowieniego wymiaru)

(a) C oraz [0, 1]2; (b) C oraz R3; (c) C oraz C × [0, 1]; (d) C oraz S1?


