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1. Niech (An)n b¦dzie ci¡giem podzbiorów R. Wykaza¢, »e⋂
n∈N

⋃
k>n

Ak = {x ∈ R : x ∈ Ak dla niesko«czenie wielu n}⋃
n∈N

⋂
k>n

Ak = {x ∈ R : ∃n0 x ∈ Ak dla k > n0}

2. Niech A b¦dzie niepust¡ rodzin¡ podzbiorów niepustego zbioru X, tak¡, »e (a) A ∈ A ⇒ Ac ∈
A, (b) A ∈ A i B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A. Uzasadni¢, »e wtedy ∅ ∈ A i X ∈ A.

3. Czy istnieje σ-ciaªo zªo»one z dokªadnie jednego elementu? Dokªadnie dwóch elementów? Do-
kªadnie trzech elementów?

4. Wykaza¢, »e przekrój dowolnej rodziny σ-ciaª jest σ-ciaªem.

5. Wykaza¢, »e je±li rodzina B ⊂ P(X) zawiera si¦ w rodzinie C ⊂ P(X) (B ∈ B ⇒ B ∈ C), to
sigma ciaªa generowane przez te rodziny tak»e si¦ zawieraj¡: σ(B) ⊂ σ(C).

6. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce rodziny sa σ-ciaªami:

(a) X = {a, b, c, d}, A = {∅, X, {a, b}, {c}, {d}, {b, c, d}}.
(b) X = R, A ∈ A ⇔ A jest ograniczony lub X \ A jest ograniczony.

(c) X = R, A ∈ A ⇔ A jest przeliczalny lub X \ A jest przeliczalny.

7. Niech A,B ⊂ X b¦d¡ niepuste. Jak wygl¡da σ-ciaªa podzbiorów X generowane przez A i B,
je±li (a) A ∩B = ∅, (b) A ∩B 6= ∅?

8. Niech X = [−3, 3]. Znale¹¢ σ-ciaªa podzbiorów X generowane przez zbiory:

(a) (0, 1), (b) {−3}, {3}, (c) (−1, 0) ∪ (1, 3), [1, 2).

9. Pokaza¢, »e poni»sze rodziny generuj¡ rodzin¦ zbiorów borelowskich:

(a) rodzina przedziaªów otwartych (a, b) ⊂ R, a, b ∈ R,
(b) rodzina zbiorów postaci (a,∞), a ∈ Q.

10. Niech A ⊂ P(X) b¦dzie σ-ciaªem i niech B ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem. De�nujemy

(a)AB = {A ∩B : A ∈ A}, (b)AB = {A ∈ A : A ⊂ B}

Wykaza¢, »e zarówno AB, jak i AB s¡ σ-ciaªami jako rodziny podzbiorów B. Czy s¡ tak»e
σ-ciaªami jako rodziny podzbiorów X?


