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1. Czy poni»sze stwierdzenia s¡ prawdziwe czy faªszywe?

(a) Funkcja u(x, y) = 3x2 − 4y2 + 1 jest harmoniczna.

(b) Funkcja C 3 z 7→ sin z ∈ C jest ograniczona.

(c) Równanie Log[(z + i)(z − i)] = 1 + iπ ma dokªadnie trzy ró»ne rozwi¡zania.

(d) Funkcja f(z) = ez−5i

(z+1)2 ma jeden biegun rz¦du 2.

(e) Je±li f jest holomor�czna na C, to minz∈K(0,1) f(z) > 0.

Ka»d¡ odpowied¹ krótko uzasadni¢.

2. Poda¢ przykªad lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) funkcja holomor�czna na C, która nie ma trzeciej pochodnej w z = 0;

(b) szereg pot¦gowy o obszarze zbie»no±ci P (0, 1,∞);

(c) funkcja f i punkt z0 takie, »e z0 jest biegunem rz¦du 2 i Resz0f = −i;
(d) przestrze« unormowana, która nie jest unitarna;

(e) zbiór trzech wektorów ortonormalnych w przestrzeni C4 z iloczynem skalarnym
〈z, w〉 =

∑4
i=1 ziw̄i.

3. Dana jest funkcja holomor�czna f : C→ C, f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y)., Wykaza¢, »e
je±li u(x, y) = 3v(x, y) dla ka»dego (x, y) ∈ R2, to f musi by¢ staªa.

4. Obliczy¢ caªk¦ ∫
|z−π4 |=

π
2

f(z)
z2 cos z

dz,

je±li wiadomo, »e f jest holomor�czna na C i f(0) 6= 0.

5. Metodami zespolonymi obliczy¢ caªk¦∫ +∞
−∞

cosx
(x2 + 4)2

dx.

6. Znale¹¢ liczb¦ zer wielomianu p(z) = z7 + 3z3 − z w kole |z| < 1
3 .

7. Wykaza¢, »e odwzorowanie

`∞ 3 (xn)∞n=1 7→ ‖(xn)n‖? :=
2018∑
n=1

|xn|+ sup
n>2018

|xn|

jest norm¡ na przestrzeni `∞. Sprawdzi¢, czy ci¡g o wyrazach xn = 1
3n ma norm¦ ‖.‖∗

mniejsz¡ ni» 1.

8. Sprawdzi¢, czy operator

T : `1 3 (xn)n 7→
(xn
n2

)
n
∈ `1

jest poprawnie okre±lony i ci¡gªy. Je±li tak, to obliczy¢ jego norm¦.


