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Rownania rozniczkowe

Zadanie 103. Znalez¢ rozwiazania ogolne nastepujacych réwnan rézniczkowych i naszkicowadé ich
wykresy dla réznych statych C.

a)y =" b)Y = aly, )y = \Jy/z,d) y = (y+1)/(x+1).

Zadanie 104. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien poczatkowych:

a)y =2, y(0)=2,b)y =y/z, y(1)=5,¢c)y =1/y* y(1)=3,

d) y' = —y%e?; y(0) =1/2,¢) y = €*/e?, y(0) =In2,

f) zyy' =Ilnz, y(1)=1,g) yy =ze™¥, y(0)=0,

h) yy' =2(1+y%), y(0)=1,i)y = (2—-y)’", y(0)=1

Zadanie 105. Pewna osoba uczy sie pisa¢ na maszynie. Niech N oznacza maksymalna liczbe stow
jakie potrafi napisa¢ ona napisa¢ w ciagu minuty. Zalézmy, ze predko$¢ zmian N jest proporcjonalna
do réznicy pomiedzy N oraz gérna granica 140. Rozsadnym jest zalozy¢, ze na poczatku osoba ta
nie potrafita napisa¢ zadnego stowa (tzn. N(0) = 0). Okazalo sie, ze osoba ta potafi napisa¢ 35 stéw
na minute po 10 godzinach uczenia sie.

a) Ile stéw na minute bedzie pisaé ta osoba po 20 godzinach uczenia sie?

b) Jak dlugo musi ona éwiczyé, aby napisaé¢ 105 stéw na minute?

Zadanie 106. Plotka rozprzestrzenia sie w populacji liczacej 1000 os6b z predkoscia, proporcjonalna
do iloczynu liczby oséb, ktore juz styszty te plotke oraz liczby osob, ktore jeszcze nie styszaly tej
plotki. Zal6zmy, ze 5 0séb rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb.

a) Ile 0s6b pozna te plotke po 7 dniach?

b) Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedzialo sie 850 0s6b?

Zadanie 107. Wiadomo, ze szybko$¢ zmian temperatury danego ciala jest proporcjonalna do réznicy
miedzy temperatura, tego ciala i temperatura, otoczenia (prawo Newtona). Zakladamy, ze S(0) =
100°C' w temperaturze otoczenia 20°C'. Po dziesieciu minutach temperatura ciata wynosita 60°C'. Po
ilu minutach cialo bedzie mialo temperature 25°C'?

Zadanie 108. Cialo zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyl o 20:20 i natych-
miast zmierzyl temperature ciata denata. wynosita ona 32, 6° C. Godzine pdzniej, gdy usuwano cialo,
temperatura wynosita 31,4°C. W tym czasie temperatura w pomieszczeniu wynosita 21°C. Najbar-
dziej podejrzana osoba, ktéra mogla popelni¢ to morderstwo — Jan G., twierdzi jednak, ze jest nie
winny. Ma alibi. Po potuniu byt on w restauracji. O 17:00 miat rozmowe zamiejscowa, po ktorej na-
tychmiast opuscil restauracje. Restauracja znajduje sie 5 minut na piechote od miejsca morderstwa.
Czy alibi to jest niepodwazalne?

Zadanie 109. ( Ciag dalszy zadania poprzedniego). Obronca Jana G. zauwazyl, ze zamordowany
byl u lekarza o 16:00 w dniu $mierci i wtedy jego temperatura wynosita 38, 3°C. Zalézmy, ze taka
temperature mial on w chwili $émierci. Czy mozda dalej podejrzewac, ze Jan G. popehit to morder-
stwo?

Zadanie 110. Rozwdéj populacji liczacej M(t) osobnikéw w chwili ¢ mozna opisa¢ réwnaniem Ver-
hulsta M'(t) = aM(t) — bM?(t) (dla populacji ludzkiej, z dobrym przyblizeniem a = 0,029, b =
2,941 - 1071?). Udowodni¢, ze lim; ., M (t) = a/b. Okresli¢ dla jakiego t, M’(t) osiaga maksimum.
Zadanie 111. Zalézmy, ze nowa pojedyncza czasteczka C' tworzy sie z pojedynczych czasteczek
sktadnikéw A i B (A+ B — (). Predko$¢ pojawiania sie czasteczek produktu C' jest wprost pro-
porcjonalna do iloczynu sktadnikéw A i B. Napisz funkcje C(t) jako funkcje t. Zaléz, ze poczatkowa
koncentracja skatdnikow A to a 273@, sktadnika B - b (’;;i’é i na poczatku nie ma zadnych czaste-
czek produktu C. Rozwiaz tak otrzymane zagadnienie. Jesli a = b, to jak wyglada rozwiazanie? Ile
zwigzku C' powstato po 20 sekundach?




Zadanie 112. Nietypowa reakcja jest reakcja: Hy + Bry — 2H Br. Réwnanie ktore opisuje predkosé
pojawiania sie czgsteczek H Br dane jest wzorem

d[H Br]

o = hH([Br])z.
Napisz réwnanie dla x(t) = [HBr|. Zal6z, ze poczatkowa koncentracja sktadnikow A to a %’é,
sktadnika B - b ;77% i na poczatku nie ma zadnych czasteczek H Br.

a) dla a = b znajdz rozwiazanie réwnania.
Zadanie 113. Znalez¢ rozwiazania ogdlne nastepujacych rownan liniowych niejednorodnych:
a)y +xy =5z, b)y — 2y = 4z.
Zadanie 114. Znalez¢ rozwiazania ogélne rownan:
a)y' —4y +4y=0,b)y" =3y =0,¢) ¢y =3y —4dy =12, d) " + 2y +y = 5,
e)y' +y=01)y" -4y +13y=0, g) y" + 4y = 0.
Zadanie 115. Znalez¢ rozwiazania szczegdlne nastepujacych zagadnien poczatkowych:
a) y" +y—2y=6,y(0)=0,y'(0)=0; b)y"—3y — 10y =100, y(0) = —10, '(0) = 0.
Zadanie 116. Znalez¢ rozwigzania szczegdlne nastepujacych zagadnien poczatkowych:
a)x' =—zx+y,y =2z, 2(000=1,y0)=1, b)a'=z—y, vy =x—y, z(0)=1, y(0) =2.
Zadanie 117. Réwnanie rézniczkowe y” + 5y’ + 4y = 8 jest typowym réwnaniem, ktére pojawia
sie przy badaniu krzywej uczenia sie szczura w pewnym eksperymencie psychologicznym. Znajdz
rozwiazanie szczegdlne tego réwnania spehiajace warunki poczatkowe y(0) = 1, y/(0) = 1. Oblicz
granice tego rozwiazania gdy ¢t — oo.
Zadanie 118. Dwa gatunki zwierzat zyjace na pewnym obszarze wspolzawodnicza ze soba, o pozywienie.
Ich populacja oznaczana odpowiednio przez z(t) i y(t) i liczona w tysiacach spelnia nastepujacy sys-
tem réwnan rézniczkowych:

dx dy
o 0.09z — 0.02y, pri —0.02z 4 0.06y, x(0) =200 y(0) = 150,
gdzie t jest czasem mierzonym w latach. Znajdz rozwiazanie tego ukladu i zanalizuj zachowanie sie
rozwigzan gdy ¢ — oo.
Zadanie 119. Znalez¢ rozwiazania ogolne réwnan:
a)y' —4y +4y =0, b) y" — 3y =0, c)y" =3y —4y =0, d)y"+2y +y=0.

Macierze
Zadanie 120. Wykonaj dziatania: A- B, B- A, A- B — C, gdzie:

2 1
-4 2 1 -3 6
() e (7 0)

Zadanie 121. Oblicz wyznaczniki macierzy: A- B, B - A z poprzedniego zadania.
Zadanie 122. Rozwiaza¢ uklad rownan

r -2y +3z = 0
—2r 42y = 1.
—x +3z =1

Zadanie 123. Znalez¢ macierz odwrotna do macierzy A = <
(2,1).

. . . .. . (11 4 6
Zadanie 124. Znalez¢ macierz X spelniajaca, rownanie X = .

1 O) i rozwiaza¢ réwnanie Ar =

2 1 7 10
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