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Równania różniczkowe
Zadanie 103. Znaleźć rozwia

‘
zania ogólne naste

‘
puja

‘
cych równań różniczkowych i naszkicować ich

wykresy dla różnych sta lych C.
a) y′ = ex+y, b) y′ =

√
x/y, c) y′ =

√
y/x, d) y′ = (y + 1)/(x+ 1).

Zadanie 104. Znajdź rozwia
‘
zania naste

‘
puja

‘
cych zagadnień pocza

‘
tkowych:

a) y′ = 2, y(0) = 2, b) y′ = y/x, y(1) = 5, c) y′ = 1/y2, y(1) = 3,
d) y′ = −y2ex; y(0) = 1/2, e) y′ = ex/ey, y(0) = ln 2,
f) xyy′ = lnx, y(1) = 1, g) yy′ = xe−y

2
, y(0) = 0,

h) yy′ = x(1 + y2), y(0) = 1, i) y′ = (2− y)2ex, y(0) = 1.
Zadanie 105. Pewna osoba uczy sie

‘
pisać na maszynie. Niech N oznacza maksymalna

‘
liczbe

‘
s low

jakie potrafi napisać ona napisać w cia
‘
gu minuty. Za lóżmy, że pre

‘
dkość zmian N jest proporcjonalna

do różnicy pomie
‘
dzy N oraz górna

‘
granica

‘
140. Rozsa

‘
dnym jest za lożyć, że na pocza

‘
tku osoba ta

nie potrafi la napisać żadnego s lowa (tzn. N(0) = 0). Okaza lo sie
‘
, że osoba ta potafi napisać 35 s lów

na minute
‘

po 10 godzinach uczenia sie
‘
.

a) Ile s lów na minute
‘

be
‘
dzie pisać ta osoba po 20 godzinach uczenia sie

‘
?

b) Jak d lugo musi ona ćwiczyć, aby napisać 105 s lów na minute
‘
?

Zadanie 106. Plotka rozprzestrzenia sie
‘

w populacji licza
‘
cej 1000 osób z pre

‘
dkościa

‘
proporcjonalna

‘
do iloczynu liczby osób, które już s lysz ly te

‘
plotke

‘
oraz liczby osób, ktore jeszcze nie s lysza ly tej

plotki. Za lóżmy, że 5 osób rozprzestrzenia plotke
‘

i po jednym dniu wie o niej już 10 osób.
a) Ile osób pozna te

‘
plotke

‘
po 7 dniach?

b) Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedzia lo sie
‘

850 osób?
Zadanie 107. Wiadomo, że szybkość zmian temperatury danego cia la jest proporcjonalna do różnicy
mie

‘
dzy temperatura

‘
tego cia la i temperatura

‘
otoczenia (prawo Newtona). Zak ladamy, że S(0) =

100oC w temperaturze otoczenia 20oC. Po dziesie
‘
ciu minutach temperatura cia la wynosi la 60oC. Po

ilu minutach cia lo be
‘
dzie mia lo temperature

‘
25oC?

Zadanie 108. Cia lo zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sa
‘
dowy przyby l o 20:20 i natych-

miast zmierzy l temperature
‘

cia la denata. wynosi la ona 32, 6o C. Godzine
‘

póżniej, gdy usuwano cia lo,
temperatura wynosi la 31, 4oC. W tym czasie temperatura w pomieszczeniu wynosi la 21oC. Najbar-
dziej podejrzana osoba, która mog la pope lnić to morderstwo – Jan G., twierdzi jednak, że jest nie
winny. Ma alibi. Po po luniu by l on w restauracji. O 17:00 mia l rozmowe

‘
zamiejscowa

‘
, po której na-

tychmiast opuści l restauracje
‘
. Restauracja znajduje sie

‘
5 minut na piechote

‘
od miejsca morderstwa.

Czy alibi to jest niepodważalne?
Zadanie 109. ( Cia

‘
g dalszy zadania poprzedniego). Obrońca Jana G. zauważy l, że zamordowany

by l u lekarza o 16:00 w dniu śmierci i wtedy jego temperatura wynosi la 38, 3oC. Za lóżmy, że taka
‘

temperature
‘

mia l on w chwili śmierci. Czy możda dalej podejrzewać, że Jan G. pope lni l to morder-
stwo?
Zadanie 110. Rozwój populacji licza

‘
cej M(t) osobników w chwili t można opisać równaniem Ver-

hulsta M ′(t) = aM(t) − bM2(t) (dla populacji ludzkiej, z dobrym przybliżeniem a = 0, 029, b =
2, 941 · 10−12). Udowodnić, że limt→∞M(t) = a/b. Określić dla jakiego t, M ′(t) osia

‘
ga maksimum.

Zadanie 111. Załóżmy, że nowa pojedyncza cząsteczka C tworzy się z pojedynczych cząsteczek
składników A i B (A + B → C). Prędkość pojawiania się cząsteczek produktu C jest wprost pro-
porcjonalna do iloczynu sk ladników A i B. Napisz funkcję C(t) jako funkcję t. Załóż, że początkowa
koncentracja skałdników A to a mol

dm3
, składnika B - b mol

dm3
i na pocza

‘
tku nie ma żadnych czaste-

czek produktu C. Rozwiąż tak otrzymane zagadnienie. Jeśli a = b, to jak wygląda rozwiązanie? Ile
związku C powstało po 20 sekundach?

1



Zadanie 112. Nietypową reakcja jest reakcja: H2+Br2 → 2HBr. Równanie które opisuje prędkość
pojawiania się cząsteczek HBr dane jest wzorem

d[HBr]
dt

= k[H]([Br])
1
2 .

Napisz równanie dla x(t) = [HBr]. Załóż, że początkowa koncentracja składników A to a mol
dm3

,
składnika B - b mol

dm3
i na pocza

‘
tku nie ma żadnych czasteczek HBr.

a) dla a = b znajdź rozwiązanie równania.
Zadanie 113. Znaleźć rozwia

‘
zania ogólne naste

‘
puja

‘
cych równań liniowych niejednorodnych:

a) y′ + xy = 5x, b) y′ − 2y = 4x.
Zadanie 114. Znaleźć rozwia

‘
zania ogólne równań:

a) y′′ − 4y′ + 4y = 0, b) y′′ − 3y′ = 0, c) y′′ − 3y′ − 4y = 12, d) y′′ + 2y′ + y = 5,
e) y′′ + y = 0, f) y′′ − 4y′ + 13y = 0, g) y′′ + 4y = 0.
Zadanie 115. Znaleźć rozwia

‘
zania szczególne naste

‘
puja

‘
cych zagadnień pocza

‘
tkowych:

a) y′′ + y − 2y = 6, y(0) = 0, y′(0) = 0; b) y′′ − 3y′ − 10y = 100, y(0) = −10, y′(0) = 0.
Zadanie 116. Znaleźć rozwia

‘
zania szczególne naste

‘
puja

‘
cych zagadnień pocza

‘
tkowych:

a) x′ = −x+ y, y′ = 2x, x(0) = 1, y(0) = 1, b) x′ = x− y, y′ = x− y, x(0) = 1, y(0) = 2.
Zadanie 117. Równanie różniczkowe y′′ + 5y′ + 4y = 8 jest typowym równaniem, które pojawia
sie

‘
przy badaniu krzywej uczenia sie

‘
szczura w pewnym eksperymencie psychologicznym. Znajdź

rozwia
‘
zanie szczególne tego równania spe lniaja

‘
ce warunki pocza

‘
tkowe y(0) = 1, y′(0) = 1. Oblicz

granice
‘

tego rozwia
‘
zania gdy t→∞.

Zadanie 118. Dwa gatunki zwierza
‘
t żyja

‘
ce na pewnym obszarze wspó lzawodnicza

‘
ze soba

‘
o pożywienie.

Ich populacja oznaczana odpowiednio przez x(t) i y(t) i liczona w tysia
‘
cach spe lnia naste

‘
puja

‘
cy sys-

tem równań różniczkowych:

dx

dt
= 0.09x− 0.02y,

dy

dt
= −0.02x+ 0.06y, x(0) = 200 y(0) = 150,

gdzie t jest czasem mierzonym w latach. Znajdź rozwia
‘
zanie tego uk ladu i zanalizuj zachowanie sie

‘
rozwia

‘
zań gdy t→∞.

Zadanie 119. Znaleźć rozwia
‘
zania ogólne równań:

a) y′′ − 4y′ + 4y = 0, b) y′′ − 3y′ = 0, c) y′′ − 3y′ − 4y = 0, d) y′′ + 2y′ + y = 0.

Macierze
Zadanie 120. Wykonaj działania: A ·B,B · A,A ·B − C, gdzie:

A =
(
−4 2 1
−1 3 −2

)
, B =

 2 1
−3 4
1 2

 , C =
(
−3 6
5 −4

)
.

Zadanie 121. Oblicz wyznaczniki macierzy: A ·B,B · A z poprzedniego zadania.
Zadanie 122. Rozwia

‘
zać uk lad równań

x −2y +3z = 0
−2x +2y = 1
−x +3z = 1

.

Zadanie 123. Znaleźć macierz odwrotna
‘

do macierzy A =
(

1 2
−1 0

)
i rozwia

‘
zać równanie Ax =

(2, 1).

Zadanie 124. Znaleźć macierz X spe lniaja
‘
ca

‘
równanie

(
1 1
2 1

)
X =

(
4 6
7 10

)
.
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